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1.  WSTĘP  

Do wyznaczania właściwości sprężysto-tłumiących materiałów prostą, niewyma-
gającą skomplikowanej aparatury jest metoda drgań swobodnych. Jest ona także szcze-
gólnie chętnie wykorzystywana w przypadku badania materiałów wielowarstwowych. 
Stal i inne metale konstrukcyjne charakteryzują się małym tłumieniem wewnętrznym. 
Powoduje to wolno gasnącą amplitudę drgań, co jest szczególnie uciążliwe w przypadku 
budowy samolotów, gdzie dążąc do zmniejszenia masy konstrukcji stosuje się kon-
strukcje cienkościenne [Salink i Nemes 2000]. W przypadku drążków skrętnych i łopat 
wirnika helikoptera również bardzo istotne jest tłumienie drgań tych elementów i prze-
suwanie częstości rezonansowych do bezpiecznych dla pracy maszyny zakresów  
[Paimushin i Firsov 2014]. W przypadku badania właściwości dynamicznych materiałów 
na elementy wirujące do drgań swobodnych tłumionych belek wprowadza się ponadto 
ruch obrotowy, który usztywnia konstrukcję [Younesian i in. 2010]. Struktury wielo-
warstwowe składają się co najmniej z dwóch typów warstw materiału, w których 
pierwszy materiał – najczęściej metal – zapewnia odpowiednią sztywność konstrukcji,  
a drugi którym najczęściej jest elastomer (np. guma) lub spienione tworzywo sztuczne, 
zapewnia odpowiednie tłumienie [Paimushin i Firsov 2014]. Przez regulowanie zakresem 
wzajemnych grubości warstw [Ramadas i Hood 2013] oraz wyborem materiału warstwy 
zewnętrznej [Paimushin i in. 2016] uzyskuje się optymalne właściwości spręży-
sto-tłumiące dla danego zastosowania. W metodzie drgań swobodnych dla sprawdzenia 
wzrostu właściwości tłumiących materiału wielowarstwowego w stosunku do bazowego 
uzyskane wyniki dla belki z materiału wielowarstwowego porównuje się z jednorodną 
belką referencyjną z materiału bazowego (nadającego sztywność konstrukcji), tak wy-
konaną, aby jej sztywność giętna oraz zakres częstotliwości drgań był taki jak belki 
wielowarstwowej [Ramadas i Hood 2013]. Metoda drgań swobodnych jest również 
wykorzystywana do wykrywania uszkodzeń wzmocnionych belek betonowych [Fran-
chetti i in. 2009] oraz wpływu ułożenia włókien w osnowie na właściwości spręży-
sto-tłumiące kompozytu [Ryabov i Yartsev 2016].  

W procesie zgarniania opakowań w zautomatyzowanych sortowniach, właściwości 
sprężysto-tłumiące materiału zgarniaka mają bezpośredni wpływ na siłę dynamiczną 
wywieraną na opakowanie transportowane na przenośniku. Istotne jest również, aby 
drgania zgarniaka po każdym cyklu zgarnięcia ulegały szybkiemu wytłumieniu, aby nie 
zakłócać następnych cykli roboczych. W artykule [Piątkowski i Sempruch 2008] przed-
stawiono belkę ramienia zastawy aktywnej o ruchu obrotowym z dwóch różnych mate-
riałów, poliamidu oraz stali, tak aby podobnie redukowały przeciążenia wywierane na 
opakowanie w porównaniu ze zderzeniem z nieodkształcalną przeszkodą. Okazuje się,  
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że niskie tłumienie wewnętrzne stali powoduje przenoszenie drgań w belce z poprzed-
niego na kolejny cykl zgarniania. Poliamid, który wykazuje wyższe tarcie wewnętrzne, 
tłumi drgania związane z poprzednim cyklem wystarczająco szybko.   

Wykonano szereg eksperymentów metodą drgań swobodnych tłumionych dla belki 
jednostronnie utwierdzonej, stanowiącej ramię zastawy aktywnej zabudowanej na 
przenośniku taśmowym. Na podstawie danych z eksperymentu wyznaczono moduł 
Younga materiału belki, sztywność c oraz tłumienie b dla różnych długości części nie-
utwierdzonej belki. Wyniki belki nieobciążonej poddanej drganiom swobodnym tłu-
mionym zestawiono z wynikami belki z masą skupioną umieszczoną na końcu swo-
bodnym belki. Porównanie wyników belki nieobciążonej z obciążoną dla tych samych 
długości swobodnych belki wskazuje na silnią nieliniowość parametru materiałowego 
belki E oraz materiałowo-geometrycznych b i c.  

2.  STANOWISKO BADAWCZE 

Stanowisko badawcze stanowi belkę jednostronnie utwierdzoną, które wykonano we-
dług wytycznych zawartych w normie ISO 6721. Przy konstruowaniu stanowiska zwrócono 
uwagę na zapewnienie odpowiedniej sztywności konstrukcji mocowania belki. Drgania 
belki podczas pomiaru nie mogą przenosić się na konstrukcję, ponieważ drgania konstrukcji 
stanowiłyby dodatkową składową drgań belki i zakłócenie pomiaru. Dlatego wspornik 
konstrukcji zacisku (z jednego elementu przymocowanego bezpośrednio do ściany) wyko-
nano z profilu zamkniętego o wymiarach 250x150 mm i grubości ścianki 10 mm (rys. 1a).  
Z drugiej strony belka dociskana jest płytą  o wymiarach 120x150x15 mm (rys. 1a). 
Podczas wyznaczania właściwości sprężysto-tłumiących materiału wykorzystano belkę 
poliamidową PA6 o długości a = 1150 mm, grubości b = 9,5 mm i szerokości 111 mm 
(rys. 2), którą zamocowano, uzyskując długości wysunięcia belki L = 366, 566, 915 mm 
(rys. 2). Belkę badano dla dwóch przypadków drgań bez obciążnika i z przymocowanym 
obciążnikiem na końcu belki, który stanowił masę skupioną. Masa obciążnika wynosiła  
2 kg, położenie środka ciężkości obciążnika znajdowało się 15,12 mm powyżej dolnej 
krawędzi belki (dolnej tzn. tej która ulegała wychyleniom). 

Podczas badań ruch znacznika (rys. 1b) o wymiarach 10x20 mm śledzono za po-
mocą kamery szybkoklatkowej, gdzie rozmiar kadru ustawiono na 1280x350 px, szyb-
kość zapisu na 1000 kl/s, czas naświetlania pojedynczej klatki (odwrotność szybkości 
migawki) 1 ms. Ze względu na krótki czas naświetlania kamery szybkoklatkowej, wy-
stępuje potrzeba zapewnienia dużego natężenia światła padającego na badany obiekt, co 
zrealizowano za pomocą lampy LED dużej mocy. Na wysokości znacznika poziomo 
umieszczono liniał, który pozwala przeliczyć liczbę pikseli kadru na rzeczywistą długość 
w całym zakresie pomiarowym. Nagranie poddano cyfrowemu przetwarzaniu obrazu  
w środowisku MATLAB z wykorzystaniem metody detekcji dużego obiektu binarnego 
(z ang. BLOB detection – Binary Large OBject detection). Metoda polega na wykrywa-
niu obszaru obrazu cyfrowego, którego piksele mają wspólne, zdefiniowane wcześniej 
właściwości, takie jak jasność czy barwa, odmienne od pozostałej części obrazu stano-
wiącej tło. Otrzymywane przez program położenie wykrytego BLOB-a jest geome-
trycznym środkiem ciężkości rozpoznanej w BLOB-ie figury płaskiej, co opisują wzory 
poniżej. 
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Rys. 2. Schemat stanowiska do pomiaru właściwości sprężysto-tłumiących materiału belki; 
opis oznaczeń: 1 – zacisk wspornika belki, 2 – badana belka, 3 – wspornik belki, 

a – długość całkowita belki, L – długość części nieutwierdzonej belki, T – szerokość belki, 
Fstat – wartość maksymalna funkcji skokowej siły stanowiącej impuls do drgań swobodnych belki 

(opracowanie własne) 

3. MODEL ANALITYCZNY BELKI  

3.1. Model analityczny belki bez masy skupionej  

Model Eulera-Bernulliego [Osiński 1978] zginanej belki uwzględnia naprężenia nor-
malne w włóknach belki względem osi obojętnej, nie uwzględnia jednak skutków po-
przecznego odkształcenia ścinającego. Bardziej złożony model Timoshenki uwzględnia 
również skutki poprzecznego odkształcenia ścinającego. W przypadku belki wykorzystanej 
w eksperymencie ze względu na jej wymiary L/b > 20 naprężenia styczne wywołane ścina-
niem są pomijalnie małe w stosunku do naprężeń normalnych wywołanych zginaniem, 
dlatego zastosowano model Eulera-Bernulliego. Ruch dowolnego punktu na belce poddanej 
drganiom swobodnym tłumionym można opisać jako iloczyn trzech funkcji składowych: 





N

n
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nn

netTxUtxy
1

)()(),(  (3)

gdzie: 
Un(x)  –  funkcja własna n-tej postaci drgań, zależna od rodzaju zamocowania 

belki, będąca funkcją wychylenia y belki z położenia równowagi od 
współrzędnej x osi podłużnej belki (rys. 3a); jest ona niezmienna  
w czasie i stała dla ustalonego położenia x elementu belki, 

Tn(t)  –  funkcja o przebiegu okresowym n-tej postaci drgań zależna wy-
łącznie od czasu, 

hn  –  stała tłumienna dla n-tej postaci drgań funkcji ekspotencjalnej. 

Fstat

1

2

3

L

T

a
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Druga i kolejne postaci drgań mają pomijalnie małe amplitudy, gdy spełnione są 
równocześnie dwa warunki: 

W1 – siła Fstat jest przyłożona na końcu belki jak na rysunkach 2 i 3a,  
W2 – przyłożona siła Fstat jest niezmienna przez cały czas niezbędny do wytłumie-

nia wszelkich drgań związanych z jej przyłożeniem  
Wówczas druga i kolejne postaci drgań (powstałe po zaniknięciu Fstat) są pomijalnie 

małe i równanie (3) przyjmuje postać:  

htetTxUtxy  )()(),(  (4) 

W rozwiązaniu problemu brzegowego drgań giętnych belki dla warunków jedno-
stronnego mocowania typu sztywne utwierdzenie, funkcja własna przyjmuje postać: 

     kxkxkLkLkxkxkLkLxyxU sinsinhcoscoshcoscoshsinsinh)()(   (5)

gdzie: 
kL  –  pierwiastek równania charakterystycznego stanowiący iloczyn długości 

swobodnej belki L (rys. 2) i stałej k = 1,8751/L wyznaczonej analitycznie, 
x –  współrzędna dla układu współrzędnych jak na rysunku 3a. 

 
Uwzględniając warunki 1 i 2 opisane powyżej rozwiązanie problemu początkowego 

drgań giętnych belki przyjmuje postać: 

   tYtT dsin)( 0  (6)

gdzie: 
Y0  –  wartość maksymalna składowej nieokresowej, początkowa amplituda 

drgań dla t = 0, 
ωd –  częstość kątowa drgań swobodnych tłumionych, 
φ  –  przesunięcie fazowe. 

 
Ilustrację przebiegu drgań swobodnych tłumionych, opisanego równaniem (4), dla 

dowolnego punktu w belce przedstawiono na rysunku 3b. Wartość ωd można wyznaczyć na 
podstawie jednego okresu drgań Td = 1/ fd przebiegu eksperymentalnego jako ωd = 2π / fd 
(rys. 3b). Stałą tłumienia h w równaniu (4) możemy wyznaczyć według zależności na 
tzw. dekrement tłumienia: 

dfh   (7)

 1/ln  qq YY  (8)

gdzie: 
Λ  –  logarytmiczny dekrement tłumienia, 
fd  –  częstotliwość drgań własnych tłumionych, 
Yq  –  amplituda q-tego cyklu drgania, maksimum lokalne przebiegu drgań, 
Yq  –  amplituda q + 1 cyklu drgania. 
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Częstość kątowa drgań swobodnych nietłumionych belki przy założeniu braku 
masy skupionej na końcu belki na podstawie podobieństwa równań 11 i 16 według 
równania 14 można zapisać jako: 

z

b

m

c
0  (18)

Podstawiając do równania 18 prawą stronę równania 17, otrzymuje się: 

zmL

EI 13
30   

 

(19)

Wychodząc z równania (10) na moduł Younga i wyrażając częstość drgań własnych 
nietłumionych belki jako zmienną niezależną, można zapisać: 

A

kIE zdyn









4

0  (20)

Porównując równania 19 i 20 oraz zakładając, że statyczny moduł Younga jest 
równy dynamicznemu E = Edyn: 

34_

3

Lk

TW
m ramz


  (21)

Pamiętając, że mb=LTWρ oraz k = 1,8751/L: 

b
b

ramz m
m

m 2427,0
8751,1

3
4_   (22)

Podstawiając wynik równania 22 do równania 16:  

  0 ycybyMm bbz   (23)

Zatem sztywność na podstawie eksperymentalnego wykresu z rysunku 3 można 
wyznaczyć dla przypadku z masą skupioną na końcu jako:  

  2
02427,0 Mmc bb   (24) 

oraz bez masy skupionej na końcu jako: 

  2
02427,0 bb mc   (25) 

Tłumienie układu z masą skupioną na końcu można wyznaczyć jako: 

 hMmb bb  2427,02  (26)

natomiast bez masy skupionej jako: 

 hmb bb 2427,02  (27)
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4.  PREZENTACJA WYNIKÓW EKSPERYMENTU 

Rysunki 6-8 przedstawiają zestawienie wyniku eksperymentu dla czterech długości 
swobodnych belki 0,366, 0,566, 0,915 m bez oraz z masą skupioną na końcu swobodnym 
belki. Uzyskane podczas eksperymentu przebiegi jak na rysunku 3b zostały wykorzy-
stane do obliczenia parametrów materiałowych i materiałowo-geometrycznych badanych 
układów według równań podanych w rozdziale 3. Moduł Younga dla przypadku bez 
masy skupionej na końcu belki, jest stały w całym zakresie badanych długości swo-
bodnych belki (rys. 6). Dodanie obciążenia na końcu belki spowodowało wzrost esty-
mowanego modułu Younga w pełnym zakresie oraz jego monotoniczny przyrost wraz ze 
wzrostem długości swobodnej belki.  

 
Rys. 6. Moduł Younga w funkcji długości swobodnej belki jednostronnie utwierdzonej  

w badaniu metodą drgań swobodnych tłumionych dla przypadków: 1 – braku masy skupionej 
na końcu, 2 – masy skupionej o wartości 2 kg przymocowanej na końcu swobodnym belki 

(opracowanie własne) 
 

Przymocowanie masy skupionej na końcu belki spowodowało zmianę masy cał-
kowitej układu według równania 16, nie powinno jednak spowodować zmiany wartości 
tłumienia oraz sztywności układu. Rysunki 7 i 8 przedstawiają kolejno sztywność oraz 
tłumienie układu dla różnych długości swobodnych belki. Rysunek 7 przedstawia war-
tość sztywności c badanych układów w funkcji długości swobodnej L. Występuje dobra 
zgodność wyników dla belki nieobciążonej z wynikami dla belki obciążonej na końcu 
swobodnym. Charakter przebiegu pokrywa się z funkcją proporcjonalną do 1/L3 wg 
równania 17, gdzie jako wartość E wykorzystano wartość średnią modułów Younga ze 
wszystkich pomiarów belki obciążonej i nieobciążonej.  

Zestawienie wyników przedstawiających wartość tłumienia b badanych układów  
w funkcji długości swobodnej L na rysunku 8 wykazało dużą rozbieżność pomiędzy 
wartością tłumienia dla belki bez obciążenia i z obciążeniem. Taka sama jest jednak 
monotoniczność tych przebiegów.  
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Rys. 7. Sztywność układu w funkcji długości swobodnej belki jednostronnie utwierdzonej 

w badaniu metodą drgań swobodnych tłumionych dla przypadków: 1 – braku masy skupionej 
na końcu, 2 – masy skupionej o wartości 2 kg przymocowanej na końcu swobodnym belki, 

3 – funkcja cb = 3EI/L3
, gdzie E = 3095 MPa, I = 7,931·10-9m4 (opracowanie własne) 

 

 
Rys. 8. Tłumienie układu w funkcji długości swobodnej belki jednostronnie utwierdzonej 

w badaniu metodą drgań swobodnych tłumionych dla przypadków: 1 – braku masy skupionej 
na końcu, 2 – masy skupionej o wartości 2 kg przymocowanej na końcu swobodnym belki 

(opracowanie własne) 
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5.  PODSUMOWANIE  

W pracy przedstawiono model drgań swobodnych tłumionych belki jednostronnie 
utwierdzonej dla dwóch warunków, tzn. wówczas, gdy belka drga tylko pod wpływem 
własnej masy oraz wówczas, gdy belka drga ze względu na zmianę pędu masy własnej 
oraz skupionej na końcu swobodnym belki. Przeprowadzony tok rozumowania reduku-
jący masę własną belki do masy skupionej na jej końcu wskazuje na to, że dołożenie 
dodatkowej masy na jej końcu spowoduje wzrost wartości współczynnika dla drugiej 
pochodnej położenia po czasie w różniczkowym równaniu ruchu równowagi sił. Nie 
powoduje to jednak zmiany współczynników dla pierwszej i zerowej pochodnej poło-
żenia po czasie, co jest jednoznaczne z niezmiennością parametrów sztywności oraz 
tłumienia belki. Wykorzystując tę prawidłowość, przeprowadzono eksperyment drgań 
swobodnych tłumionych belki jednostronnie utwierdzonej z i bez masy skupionej na 
końcu. Wynik eksperymentu wykazał małą zgodność modułu Younga oraz parametrów 
geometryczno-materiałowych, tzn. sztywności oraz tłumienia dla tych samych długości 
swobodnych belki z obciążeniem i bez obciążenia na końcu belki. Jest tak zwłaszcza  
w przypadku parametru tłumienia układu. Może to być spowodowane mylnym założe-
niem modelu znajdującym się w równaniu 21, który zakłada, iż statyczny i dynamiczny 
moduł Younga jest tożsamy E = Edyn. Wpływ może mieć również nieliniowość tłumienia 
materiału od prędkości tłumienia. Na kolejnym etapie badań należy przeprowadzić 
staczaną ścisłą próbę rozciągania, która wykaże, czy statyczny moduł Younga jest stały 
(czy materiał jest liniowo sprężysty) oraz przyjmuje podobną wartość co uśredniony 
dynamiczny moduł Younga z pomiarów uzyskanych metodą drgań swobodnych.  
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