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1. WPROWADZENIE

Zagadnienia dotyczgce statecznosci pretow i uktadéw pretowych w zakresie spre-
zystym byly badane przez Eulera juz w XVIII wieku [Euler 1759]. Pret poddany obcia-
zeniu $ciskajagcemu sitami osiowymi traci swoja stateczno$¢, przechodzac ze stanu pro-
stoliniowego w krzywoliniowy. Zjawisko to nazywa si¢ wyboczeniem. Utrata tej sta-
teczno$ci nastgpuje po przekroczeniu tzw. sity krytycznej. Sita krytyczna jest to naj-
mniejsza sita $ciskajaca, przytozona osiowo do preta, przy ktorej pret traci swoja sta-
teczno$¢. Wraz ze wzrostem sity Sciskajacej zmienia si¢ stan rOwnowagi preta poddane-
go takiemu obciazeniu. Wyrdznia si¢ rOwnowage stata, obojetng i chwiejna (rys. 1).

Rys. 1. Rodzaje rownowagi: | — stata, IT — obojetna, III — chwiejna [opracowanie wiasne]

Pierwszy ze standw to rOwnowaga stata, w ktorej ciato wychylone z pierwotnego
potozenia ponownie do niego powraca. Réwnowaga obojetna ma miejsce, gdy przy
dowolnie maltym wychyleniu warto§¢ energii potencjalnej nie zmienia si¢, tzn. ciato
pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym. Natomiast rownowaga
chwiejna to taka, w ktorej cialo wychylone z pierwotnego potozenia nie powraca do
tego poltozenia, a przechodzi do innego. Stateczno$¢ konstrukcji jest pewnego rodzaju
cechg charakteryzujaca wrazliwo$¢ konstrukcji na zaburzenia jej rownowagi [Mania
2010]. W analizie statycznej potozenie rownowagi zalezy od stanu obcigzenia. Wzrost
obcigzenia moze rownowage te zaktoci¢ i doprowadzi¢ do utraty statecznosci. Poza
obcigzeniem statycznym konstrukcje doznaja obcigzen naglych, dynamicznych.
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W analizie utraty stateczno$ci pod wptywem takich obciazen, utrata statecznosci nasta-
pi¢ moze nie tylko w wyniku warto$ci obciazenia, ale moze by¢ tez wynikiem dziatania
drgan wymuszonych i wlasnych, co sprawia, ze zagadnienie dynamiczne jest bardziej
skomplikowane niz statyczne.

1.1. Przeglad literatury dotyczacej statecznos$ci dynamicznej

Problematyka statecznosci siega XVIII wieku, kiedy Euler, a pozniej Lagrange
okreslili warto$¢ sity krytycznej sprezystego preta wspornikowego obcigzonego sita.
W dalszych badaniach Lagrange uog6lnit rozwazania dotyczgce sity krytycznej na inne
warunki podparcia oraz wyprowadzit rownanie wyboczeniowej osi preta. W kolejnym
stuleciu Young okreslit strzatke ugigcia preta Sciskanego mimosrodowo.

Pierwsza poprawna wartos¢ sity krytycznej dla preta pod obcigzeniem réwnomier-
nie roztozonym wzdtuz osi podat Greenhill [1881]. Do 1980 roku ukazato si¢ ponad 550
pozycji literaturowych dotyczacych zagadnienia stateczno$ci dynamicznej, z czego
okoto 70% powstato w latach 1950-1973.Wigkszo$¢ tych publikacji jest pochodzenia
rosyjskiego. Tematyka stateczno$ci dynamicznej pojawita si¢ w monografii Grybosia
[1980], jednym z pierwszych polskojezycznych opracowan po$wigconych zagadnieniu
stateczno$ci i obcigzen dynamicznych konstrukcji cienkosciennych. Sposrod wielu
eksperymentow dotyczacych uderzeniowego wyboczenia prgtow warto wspomnieé
0 doswiadczeniach Abrahamsona i Goodiera [1966], w ktorych mierzono dlugos¢ fal
wyboczeniowych zaréwno sprezystych, jak i plastycznych.

W literaturze mozna znalez¢ publikacje dotyczace utraty statecznosci konstrukceji
budowlanych podczas trzgsien ziemi pod wplywem pionowego obcigzenia uderzenio-
wego [Migda i Jankowski 2010].

Obecnie powstaje wiele prac dotyczacych badania statecznosci konstrukeji budow-
lanych, poszukuje si¢ metod wyznaczania maksymalnego obcigzenia konstrukeji, przy
ktérym zachowana bedzie stateczno$¢ [Zmuda-Trzebiatowski i Iwicki 2014].

1.2. Definicja statecznoSci

Stabilnos¢ jest to zdolno$¢ uktadow mechanicznych do samoczynnego powrotu do
stanu rdwnowagi po ustaniu dziatania czynnika zaktdcajacego ten stan, natomiast sta-
teczno$¢ — to zdolno$¢ tych uktadow do ,,przeciwstawiania si¢” takim czynnikom za-
ktocajacym [Jankowski www.biomech.pwr.wroc.pl/?plik=1&m=304].

Niestateczno$¢ definiuje si¢ na ogo6t jako proces, w ktorym niewielka zmiana
przyczyny powoduje bardzo duza zmian¢ skutku. W definicji tej miesci si¢ zjawisko
wyboczenia, kiedy niewielka zmiana sity (przyczyny) powoduje duzg zmiang poprzecz-
nego ugiecia (skutku) [Gawecki].

Charakter utraty statecznos$ci zalezy od rodzaju konstrukeji (pret, stup itd.) oraz od
rodzaju i sposobu przylozenia obciazenia. W mechanice konstrukcji wyrdznia sie obcig-
Zenia state, nazywane statycznymi, oraz obcigzenia szybkozmienne okre$lane jako dy-
namiczne. Przechodzac do stateczno$ci, wyrdznia si¢ teori¢ statecznosSci statycznej
i dynamicznej. W przypadku obcigzeni dynamicznych mozna wydzieli¢ klas¢ obciazen
pulsujacych, dziatajacych dowolnie dtugo, oraz klase¢ obciazen intensywnych, krotko-
trwatych, ktore zostaja przytozone nagle i dziataja sporadycznie. Pierwsze z tych obcia-
zen moga pochodzi¢ np. od sit bezwladnosci mas wirujacych. Drugie natomiast sg ude-
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rzeniami, naglymi zerwaniami wigzOw czy tez wybuchami — nazywa si¢ je ogdlnie
obcigzeniami uderzeniowymi [Grybos 1980].

Za tworce opisu stabilnosci (stateczno$ci) za pomocg rownan rézniczkowych uwa-
zany jest Lapunow [Banas$ i in. 2011]. W swojej pracy przedstawit sposob rozpatrywa-
nia stabilno$ci z wykorzystaniem dwoch odrebnych metod. Metoda pierwsza — posred-
nia — zaklada, ze znana jest posta¢ jawna rozwigzania, pozwala na badanie stabilno$ci
lokalnej. Metoda druga, bezposrednia, odznacza si¢ duzym stopniem ogdlnosci i sku-
tecznosci. Stuzy do badania stabilno$ci w ograniczonym lub nieograniczonym obszarze
przestrzeni standw uktadow nieliniowych Najwazniejsza zaleta metody bezpos$redniej
jest to, ze nie wymaga si¢ znajomosci rozwigzania rOwnania rézniczkowego. Twierdze-
nie o stabilno$ci wedlug Lapunowa mozna sformutowa¢ nastepujaco [Banas i in. 2011],
(rys. 2):

— stan rownowagi jest stabilny, jezeli dla kazdego promienia ¢ istnieje pewien
promien J, taki, ze jezeli pewna trajektoria wychodzi z punktu x(t), znajduja-
cego si¢ wewnatrz obszaru w promieniu J, to bedzie ona potem stale pozosta-
wacé w obszarze &,

— stan rOwnowagi jest stabilny, jezeli kazda trajektoria startujaca z wnetrza pew-
nego obszaru jest zbiezna do punktu 0 dla t—oo,

— uklad jest niestabilny, gdy dla dowolnie duzego & wewnatrz obszaru
R i pewnego dowolnie matego § istnieje zawsze taki punkt poczatkowy x(t0),
dla ktérego trajektoria wychodzi poza granice hipersfery o promieniu .

Rys. 2. Tlustracja definicji stabilno$ci w sensie Lapunowa: x(t0) — punkt poczatkowy
(warunki poczatkowe), 0 — punkt rbwnowagi, 1 — trajektoria uktadu niestabilnego,
2 — trajektoria ukladu stabilnego, 3 — trajektoria uktadu asymptotycznie stabilnego

[Bana$ i in. 2011]


https://pl.wikipedia.org/wiki/Stan_uk%C5%82adu
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1.3. Stateczno$¢ dynamiczna — charakterystyka obcigzen

W przypadku wczeéniej wspomnianych obcigzen dynamicznych, ich przebieg opi-
sany jest funkcjg czasu [Mania 2010]. Jezeli oznaczy sie przez P(t) dowolne obciagzenie
dynamiczne, przez Py jego amplitudg, a przez T, czas dziatania tego obciazenia, mozna
zdefiniowa¢ kilka najczg$ciej analizowanych wymuszen dynamicznych: impuls skoko-
wy (rys. 3a), impuls liniowo-narastajacy (rys. 3b), impuls sinusoidalny (rys. 3c), impuls
prostokatny (rys. 3d) [Mania 2010].
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Rys. 3. Przyktadowe wymuszenia dynamiczne (impulsy): a) skokowy, b) liniowo-narastajacy,
¢) sinusoidalny, d) prostokatny [Mania 2010]

2. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU OPISUJACE
STATECZNOSC DYNAMICZNA

Stopien trudnosci zadan dynamicznych w poréwnaniu z zadaniami statycznymi
jest zdecydowanie wyzszy, przez co teoria dynamicznej statecznoSci konstrukcji jest
znacznie miodsza od teorii statycznej. Badanie analityczne zaréwno statycznej, jak
i dynamicznej teorii statecznos$ci wymaga stosowania do$¢ skomplikowanych sformu-
towan matematycznych. Teoretyczne badanie dynamicznej statecznosci ukladu opiera
si¢ na rézniczkowych réwnaniach ruchu (sa to roOwnania z funkcjami zaleznymi od
wspotrzednych przestrzennych i od czasu). Istniejg trzy metody wyprowadzenia roz-
niczkowych réwnan ruchu [Grybo$ 1980]:

- metoda pierwsza opiera si¢ na zasadzie d’Alemberta, w ktorej element infinite-
zymalny, myslowo wycigty z konstrukcji w kierunkach osi uktadu odniesienia,
obcigza si¢ sitami i momentami sit wewnetrznych, obcigzeniem zewnetrznym,
powierzchniowym i sitami bezwladnosci. Dla tak obcigzonego elementu, sfor-
mutowane roéwnania rownowagi sa wprost rOwnaniami ré6zniczkowymi ruchu;
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- metoda druga opiera si¢ na wykorzystaniu rownan Lagrange’a:
d ( aT ) aT ou
dt \oq; dq; 9q; @
i=1,2,...,n,
gdzie T oznacza energi¢ kinetyczna uktadu, U energi¢ potencjalna,
g; wspotrzedng uogodlniona. Réwnan Lagrange’a pisze si¢ tyle, ile jest wspot-
rzgdnych gj,a wigc tyle, ile uktad ma stopni swobody;
- metoda trzecia opiera si¢ na wariacyjnej zasadzie Hamiltona, przy jej formu-
lowaniu korzysta si¢ z wielkosci zwanej dziataniem:

[T —yde + [ Lgde 2 S ()

gdzie Lq jest praca sit niezachowawczych, np. sit tarcia. Wielkos¢ T —U =L
nazywa si¢ potencjatem kinematycznym lub funkcjg Lagrange’a.

Dokonujemy minimalizacji tego wyrazenia, Stosujac zasady rachunku waria-
cyjnego:

8 = & [T = Udt + [ 6Lgdt = 0 3)

Jezeli przyjmujemy, ze w analizowanym problemie sil niezachowawczych nie
bedzie, to wyrazenie przyjmuje postac:

8 [T =)t =0 (4)

3. ZAGADNIENIE POCZATKOWO-BRZEGOWE PRETA
OSIOWO SCISKANEGO

3.1. Sformulowanie problemu, zalozenia

Rozpatruje si¢ pret sprezysty (obowigzuje prawo Hooke’a) o pewnej danej
wstepnej, niewielkiej krzywiZnie wy = Wo(X), obciagzony sita Sciskajaca P = P(t), (rys. 4).

Wo (x)-wstepna krzywizna
e

A EAlp B < P =P(t)
AN AN X,U
/ l ( |

A

zZ,w
Rys. 4. Pret podlegajacy $ciskaniu (stan poczatkowy) [opracowanie wlasne]
Przyjmuje si¢, ze sita P zmieniajaca si¢ w czasie jest sita konserwatywna, ktora
przedstawia si¢ W postaci:
P(t)=Po + P((t) ®)
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gdzie Py jest sita statyczna, tzn. sita niezmieniajaca si¢ w czasie lub sita zmieniaja-
ca si¢ bardzo powoli, co uzasadnia¢ bedzie zatozenie i pomijanie sit bezwladnosci.
Wielkos¢ Py(t) uyjmuje zmienng w czasie czgs¢ sity P(t).

Ruch preta badamy w przedziale czasu t. Nalezy ustali¢, przy danych warunkach
poczatkowych i brzegowych, parametry sity P(t), przy ktorych pret traci statecznose.

3.2. Rownania opisujace stateczno$¢ dynamiczng

Stan przemieszczenia rozwazanego preta Sciskanego sitg P(t) opisuja nastepujace
funkcje (rys. 5):
- przemieszczenie osiowe (na kierunku niezdeformowanej osi preta) — u(x,t),
- przemieszczenie prostopadle do niezdeformowanej osi preta, ugiecie preta —
w(x,t):
w(x, t) =w(x,t) + wy(x,t) (6)
gdzie: W(x, t) — ugigcie wywolane dziataniem sity P(t),

Wy (x, t) — ugiecie poczatkowe preta, tzn. wo(X,t) = wo(X),
- kat obrotu przekroju na kierunku osi y - y(X,t)
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Rys. 5. Deformacja preta Sciskanego [opracowanie wlasne]

Zalezno$¢ miedzy odksztatceniami a przemieszczeniami opisujg nastepujace row-
Nania (zalezno$ci) geometryczne (rys. 6):
- odksztatcenia liniowe na kierunku niezdeformowanej osi preta:

ex(x,t) = £, t) = ' (6, 6) + 5 W' (6, ]2 — 2 Wy ()2 7)
- odksztatcenia katowe (kat odksztatcenia postaciowego):
Vax (%, 8) =y (x, 8) = w'(x, 1) — P(x, t) (®)

- krzywizna (dodatkowa) osi preta:

n(x,t) =P'(x, ) —w"o(x) ©)
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Rys. 6. Oznaczenie deformacji (zmiana postaci powodowana sita poprzeczna)
[opracowanie wiasne]

Réwnania fizyczne opisujace sity przekrojowe w funkcji odksztatcen (rys. 7):
- sita podtuzna (normalna)

Ne(x,8) = N(x,t) = EAe(x,t) = EA[u'+ 5 (W) =3 (w'o)?] (10

- sita poprzeczna (tngca)

T,(x,t) = T(x,t) = kGAy(x,t) = kGA(w — ) (11)
- moment zginajacy (gnacy)
My, (x,t) = M(x,t) = —Elx(x,t) = —EI(p" —w'y) (12)

gdzie E, G oznaczajg kolejno modut sprezystosci podiuznej (modut Younga)
i poprzecznej(modut Kirchoffa), A, I — pole przekroju poprzecznego i gtowny
centralny moment bezwladnosci wzgledem osi y; k jest wspotczynnikiem $ci-
nania, zaleznym od ksztaltu przekroju poprzecznego (dla prostokata k = 1,2).
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Rys. 7. Elementarny wycinek preta (dwie ptaszczyzny przekroju poprzecznego pierwotnie
réwnolegte do siebie, po odksztatceniu obracaja si¢ wzgledem siebie o pewien kat,
a katy w narozach A, B, C, D, pierwotnie proste, wskutek odksztatcen postaciowych
zmieniaja si¢ o kat y w narozach A i B) [Grybo$ 1980]

Dopelnieniem réwnan podstawowych rozwazanego problemu sa roOwnania row-
nowagi:

Zszo; N’—(Tlp)’—pAﬁ =0
P, =0; T+ (NYp) —pAw =0 (13)

ZMzO; M +T—-NWw' =) —plip =0

Réwnania (7)+(13) wraz z warunkami brzegowymi i poczatkowymi opisuja pro-
blem poczatkowo-brzegowy stateczno$ci preta. Problem ten zapisano rownaniami r6z-
niczkowymi.

Aby rozwigzanie byto jednoznaczne, potrzebne sg warunki brzegowe i poczatko-
we. Warunki brzegowe zalezg od rodzaju podpor w rozpatrywanym problemie. Nato-
miast warunkow poczatkowych w tym przypadku jest szes¢ (trzy réwnania rownowagi
drugiego rzgdu):
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w(x, 0) = wy(x), w(x, 0) = wy(x), u(x,0) = i(x),u(x,0) = u(x)
P(x,0) = P(0), 1 (x,0) = P(x)

Do rozwigzania wyzej przedstawionego zagadnienia stuzg dwie podstawowe me-
tody: analityczna i numeryczna. Przy wykorzystaniu metod analitycznych réwnania
rézniczkowe wymagac¢ beda wielu uproszczen. Tak uproszczone rdwnania rozwigzywa-
ne beda $cisle (doktadnie). Korzystajac z metod numerycznych, nie trzeba upraszcza¢
przedstawionych rownan. Nalezy pamigtac tylko, aby przy rozwigzywaniu znajdowac
si¢ na wlasciwej (rzeczywistej) Sciezce. Trzeba zatem stosowa¢ metody komputerowe
dobrze sprawdzone, zbiezne itp.

4. PODSUMOWANIE

Wyprowadzone réwnania (7)+(13) wraz z warunkami brzegowymi i poczatkowy-
mi opisuja problem poczatkowo-brzegowy statecznosci preta. Do rozwigzania tego
zagadnienia, w kolejnym etapie rozwazan, zostanie wykorzystana metoda elementow
skonczonych MES. Aby zastosowa¢ MES, z rownan roézniczkowych trzeba przejs¢ na
réwnania catkowe. Do tego celu mozna wykorzysta¢ np. rownanie (zasade¢) pracy wir-
tualnej. Po odpowiednim przeksztatceniu tego rownania (calkowanie przez czgéci)
otrzymamy efektywng posta¢ rownania pracy wirtualnej. Po zastosowaniu MES, row-
nanie pracy wirtualnej przejdzie w uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (zalez-
no$¢ funkeji tylko od t), sprzgzonych, niejednorodnych o wspdtczynnikach zmiennych
zaleznych od przemieszczen wezlowych. Kolejnym etapem bedzie sformutowanie mo-
delu numerycznego preta oraz dalsze obliczenia.
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