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1. WSTEP
1.1. Wprowadzenie

Wickszo$¢ rozwazanych probleméw mechaniki ciata statego sprowadza si¢ do opisu
tych probleméw w formie réwnan roézniczkowych czastkowych. Rozwigzywanie takich
réwnan metodami $cistymi (tzw. metodami analitycznymi) jest mocno utrudnione lub
bardzo czgsto niemozliwe do zrealizowania. To powoduje, ze we wspotczesnych naukach
inzynierskich korzysta si¢ z metod przyblizonych nazywanych najczgéciej numerycznymi
lub komputerowymi. Wérdéd metod numerycznych bezwzglednie przoduje ciagle inten-
sywnie rozwijana metoda elementéw skonczonych (MES). Wysoka efektywno$¢ MES
w polaczeniu z dynamiczng ewolucja komputerowa, stwarza prawie nieograniczone moz-
liwosci rozwigzywania wielu probleméw badawczych i inzynierskich, ktorych kilkadzie-
sigt lat wcze$niej nie mozna byto rozwikla¢ z zadawalajaca doktadnoscia.

Bibliografia dotyczaca metody elementdow skonczonych jest bardzo bogata, po-
czynajac od pionierskiej pracy Turnera [76] i nieco p6zniej Odena [54], poprzez mono-
grafi¢ Przemienieckiego [67], Holanda [25], Zienkiewicza [79,80], Gallaghera [23],
Bathe i Wilsona [13,14]. W jezyku polskim ukazato si¢ rownie wiele bardzo warto-
$ciowych prac na ten temat, np.: Kruszewskiego [46], Szmeltera [73], Kleibera [44,45],
Waszczyszyna [77], Rakowskiego [68,69,70].

Stosujac, np. metode elementow skonczonych do rozwigzania zagadnienia brze-
gowego, uzyskujemy w efekcie uktad rownan algebraicznych liniowych lub nielinio-
wych, co uzaleznione jest od postaci zwigzkoéw fizycznych i1 geometrycznych
[45,79,44,68]. Stosowanie MES do analizy zagadnien poczatkowo-brzegowych prowa-
dzi za$ do rownan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu (do tzw. uktadu row-
nan ruchu). Do rozwiagzania tego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych mozna
zastosowa¢ dwa podejscia
a) metodg transformacji wlasnej (metod¢ modalng),

b) metody bezposredniego catkowania rownan ruchu.

Metoda transformacji wtasnej polega na rozseparowaniu uktadu roéwnan rézniczkowych
sprzezonych w pojedyncze, niezalezne rownania rézniczkowe zwyczajne. Wéroéd metod
bezposredniego catkowania rownan ruchu wyrézniamy miedzy innymi: metody réznic
skonczonych (MRS), Houbolta [26], Wilsona, Newmarka (najbardziej znana, najcze-
$ciej stosowana) [51], Zienkiewicza-Wooda [81,65]. Alternatywg w stosunku do MES i
potem stosowania metody transformacji wlasnej lub metod bezposredniego catkowania
rownan ruchu jest metoda elementéw czasoprzestrzennych (MECZ). Stosowanie
MECZ, dzi¢ki zastosowaniu dyskretyzacji czasoprzestrzeni, prowadzi wprost do uktadu
rownan algebraicznych. Obecnie efektywnie rozwijana jest tzw. adaptacyjna metoda
elementow skonczonych zmierzajaca do istotnego poprawienia doktadnos$ci rozwiazan
przy stosowaniu dostgpnego obecnie sprzetu komputerowego. Wersja adaptacyjnych
MES polega na automatycznej modyfikacji rodzaju aproksymacji prowadzacych do
polepszenia doktadno$ci obliczen jak najnizszym kosztem. Wsrdd stosowanych technik
temu stuzgcych nalezy wymieni¢ adaptacje typu h — co wigze sie z doborem wymiaréw
elementow skonczonych (oznaczamy to zwykle literg h) — oraz adaptacjg typu p, co



wigze si¢ ze stopniem aproksymacji. Kombinacja obu adaptacji prowadzi do metody
adaptacyjnej typu hp'.

O mozliwo$ci tworzenia elementdow skonczonych w czasie i przestrzeni pisali po
raz pierwszy Fried [21], Oden [54], Argyris i Scharpf [1,2]. Warto podkresli¢, ze praca
Odena [54] jest traktowana, przez wielu badaczy, za najwazniejsza pracg dotyczaca
MES z okresu powstawania tej metody. Oden, w wymienionej pracy, rozwaza problem
podlegajacy zmianie w czasoprzestrzeni i do rozwiazania tego problemu stosuje ele-
ment czasoprzestrzenny, chociaz tego wyraznie nie podkres§la. O mozliwosci stosowania
elementéw skoficzonych w czasie wspomniat rowniez Zienkiewicz [79]. Potem tej
tematyki wymienieni badacze juz nie podejmowali. Ogolne obserwacje, o ktorym jest
mowa wyzej, staly si¢ podstawg opracowanej przez Kaczkowskiego oryginalnej metody
elementéw czasoprzestrzennych (MECZ) [33,34]. Idea MECZ polega na dyskretyzacji
obszaru czasoprzestrzennego na elementy czasoprzestrzenne. To powoduje, ze przejscie
od réwnan rozniczkowych do réwnan algebraicznych odbywa si¢ w jednym etapie.
Cechg szczegdlnie wyrdzniajacg MECZ od innych metod komputerowych (np. MES)
jest aproksymacja funkcji p6l przemieszczen, odksztatcen, naprezen i innych funkcji w
obszarze elementu czasoprzestrzennego (SKECZ) (2,. Stad, np. funkcje¢ przemieszczen
w obszarze elementu czasoprzestrzennego (SKECZ) e opisujemy parametrami wezio-

wymi r:
u?(X,t) = ®¢(X, t)re, (X,t) € Q,, (1.2)

gdzie ®°(X,t) jest macierzg zawierajacg funkcje czasoprzestrzenne (funkcje ksztattu),
a r¢ sg parametrami weztowymi. W przypadku stosowania MES, po dokonaniu aprok-
symacji przestrzennej, mamy:

u(X,t) = ®¢(X)re(t), 1.2)
X €V, (objetos¢ elementu skoriczonego ES), t € (0, ),

gdzie ®°(X) jest macierza zawierajaca funkcje przestrzenne, a r¢(t) jest funkcjg
opisujacg parametry weztowe ES. Oznacza 10, ze po zastosowaniu MES uktad rownan
czastkowych opisujacych zagadnienie poczatkowo-brzegowe przeksztalca si¢ w sprze-
zony uktad réwnan roézniczkowych zwyczajnych, co zmusza do zastosowania nowej,
dodatkowej metody, np. metody Newmarka. Opis (1.2) oznacza w istocie oddzielna,
niezalezng od siebie dyskretyzacje przestrzeni i czasu. W aproksymacji tej nie ma wiec
sprzgzenia przestrzeni i czasu. W MECZ dyskretyzacja czasoprzestrzeni jest jedno-
znaczna i niczym nieskrepowana. Funkcje aproksymujace (funkcje ksztattu) moga by¢
sprzezone (chodzi o przestrzen i czas), co jest zgodne z fundamentalnymi zatozeniami
fizyki relatywistycznej. Nieskrepowana dyskretyzacja w MECZ stwarza bogate mozli-
wosci dostosowania podzialu rozwazanego obszaru czasoprzestrzennego, np. do prze-
biegu zmiennego obcigzenia, zmieniajgcego si¢ w czasie brzegu (ruchomy brzeg),
zmieniajacych si¢ w czasie cech fizycznych i geometrycznych.

Tematyka prac badawczych dotyczacych metody elementéw czasoprzestrzen-
nych jest dos¢ bogata. Poczatkowo rozwigzywano zadania dynamiki liniowej [35, 36,
57, 48, 6], potem pojawily sie liczne prace dotyczgce stabilno$ci obliczen MECZ [47,

' Praca doktorska autorstwa Rafata Tewsa, pt. Zastosowanie adaptacyjnej metody elementow
skonczonych typu hp do obliczen statycznych wybranych konstrukcji stalowych, WBIlIS, UTP
w Bydgoszczy, 2008



19, 62]. Podjeto proby rozwiazywania specjalnych problemow mechaniki, np. lepko-
sprezystosci [58, 59, 63, 71, 31], termospre¢zystoscei [38, 39, 40], zagadnien kontakto-
wych [7, 9, 10, 11], probleméw propagacji fali z nieciagtosciami predkosci [18], me-
chaniki wloknokompozytow [64], zjawisk wielkoskalowych, dotyczacych np. fizyki
oceandw, meteorologii [28], zagadnien geometrycznie nieliniowych [61, 15, 17], me-
chaniki zniszczenia [16], interakcji ptyn — konstrukcja [29]. Pojawito si¢ kilka prac, w
ktérych rozwaza si¢ pewne problemy teoretyczne MECZ [33, 34, 27, 8, 30]. Podstawy
teoretyczne metody elementéw czasoprzestrzennych z bogatym przegladem prac ba-
dawczych wykorzystujacych MECZ przedstawione sa w monografii Podhoreckiego
[66].

Problemy zwigzane z wyznaczaniem pol naprezen i odksztatlcen w ciatach lepko-
sprezystych komplikuja si¢ gtdéwnie z powodu zlozonosci reologicznych réwnan stanu,
ktore praktycznie wystepuja w postaci zwigzkéw rdzniczkowych lub/i catkowych [24,
52, 20, 42]. Istnieje bardzo ciekawa, ogolna teoria Alfrey’a i Lee zwana analogia spre-
zysto-lepkosprezysta [52], w ktorej wykorzystuje si¢ formalne podobienstwo pomiedzy
transformatami Laplace’a zwigzkéw opisujacych ciatlo lepkosprezyste a rownaniami
teorii sprezystosci. Praktyczne mozliwosci wykorzystania tej analogii sa jednak mocno
ograniczone do podstawowych zadan z powodu trudno$ci w wyznaczaniu transformat
odwrotnych. Taka sytuacja wymusza stosowanie metod numerycznych — komputero-
wych. Najczesciej ciato lepkosprezyste opisuje si¢ wygodnym, w sformutowaniu, ele-
mentarnym modelem fenomenologicznym Kelvina-Voigta, ktéry w zagadnieniach
dynamiki zapewnia zadowalajace tlumienie drgan [79, 44, 36, 37]. Model ten jednak w
znikomy sposéb opisuje lepkosprezyste wiasciwosei cial rzeczywistych, w zwiazku z
tym zachodzi potrzeba tworzenia bardziej obiektywnych modeli, co prowadzi jednak do
ztozonych zwiazkow konstytutywnych. Duza uniwersalnoscia przy nieliniowoS$ciach
fizycznych
i geometrycznych charakteryzuja si¢ metody przyrostowe [43, 44, 66]. Praktyczny spo-
sob analizy zjawisk reologicznych w przypadku oddziatywan guasistatycznych zapro-
ponowat Switka [74, 75], ktory praktycznie zastosowata Olejniczak [55]. Inne, orygi-
nalne sformutowanie réwnan ruchu dla dowolnie wymodelowanego osrodka lepkospre-
zystego
w ujeciu MES zostato przedstawione przez Podhoreckiego [60], ktore nastgpnie mozna
efektywnie rozwigzywaé¢ metodami bezposredniego catkowania rownan ruchu. Istotny-
mi trudno$ciami wystepujacymi przy stosowaniu wymienionych sposobow sg miedzy
innymi nast¢pujace problemy:

a) trudnosci w pozyskiwaniu parametréw materiatowych w przypadku stosowania, np.
modeli rézniczkowych,

b) wysoki rzagd rownan rézniczkowych przy bardziej zaawansowanych modelach lep-
kosprezystych, co stwarza istotne trudnosci obliczeniowe,

c) takie efekty reologiczne jak petzanie i relaksacja zachodza powoli w dtugim czasie.
W takim przypadku poza wymienionymi zjawiskami wystepuje takze proces starze-
nia materiatéw, co w istocie prowadzi do degradacji materialow. Oznacza to, ze teo-
ria lepkosprezystosci musi by¢ skojarzona (potaczona), np. z mechanika zniszczenia.



1.2. Przedmiot, cel i zakres pracy, tezy badawcze

Przedmiotem pracy jest osrodek liniowo lepkosprezysty zbudowany z dwoch wza-
jemnie zintegrowanych komponentow, jednego o modelu ciata doskonale sprezystego
(podlegajacego prawu Hooke’a) i drugiego o modelu cieczy lepkiej (podlegajacego
prawu Newtona). Takie uogdlnienie liniowej teorii sprezystosci i mechaniki cieczy
lepkiej przyjeto nazywaé liniows teorig lepkosprezystosci [52]. Tak wymodelowane
ciato podlega takim istotnym efektom reologicznym jak pelzanie i relaksacja. Wszystkie
materiaty konstrukcyjne stosowane migdzy innymi w budownictwie (stal, beton, drew-
no, tworzywa sztuczne) maja cechy lepkosprezyste, a efekty reologiczne (pelzanie,
relaksacja) musza by¢ koniecznie uwzgledniane w projektowaniu tych konstrukcji (np.
konstrukcje kablobetonowe, konstrukcje ciggnowe). Niezaleznie od wymienionych
cech lepkosprezystych, realne materialy konstrukcyjne podlegaja zjawiskom starzenia,
co powoduje np. pogorszenie cech sprezystych. W istocie jest to degradacja materiatu, a
to
w efekcie prowadzi do obnizenia, np. warto§ci modutu Younga.

Fot. 1. Most pod Kwidzyniem. Najdtuzszych most typu extradosed — taczy ide¢ mostu podwie-
szanego i belkowego sprezonego. W tego typu konstrukcjach czesé kabli sprezajacych
poprowadzonych jest nad podporami (poza przekrojem dzwigara), ktére wykonane


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e2/POL_Kwidzyn_bridge_03.jpg

w formie niskich pylonoéw pehia role tzw. dewiatorow (umozliwiajacych zakrzywienie cie-
gien). Rozpietosci przeset mostow typu extradosed wynosza najczesciej od 100 do 200 m.

Fot. 2. Centrum Nauki Kopernik. Centrum Nauki Kopernik powstato nad Wisla, w sasiedztwie
Biblioteki Uniwersytetu Warszawskiego, mostu Swigtokrzyskiego i stacji metra Centrum
Nauki Kopernik. Zostato wybudowane nad tunelem Wistostrady, u zbiegu Wybrzeza Ko-


http://pl.wikipedia.org/wiki/Wis%C5%82a
http://pl.wikipedia.org/wiki/Biblioteka_Uniwersytecka_w_Warszawie
http://pl.wikipedia.org/wiki/Most_%C5%9Awi%C4%99tokrzyski
http://pl.wikipedia.org/wiki/Metro_w_Warszawie
http://pl.wikipedia.org/wiki/Centrum_Nauki_Kopernik_(stacja_metra)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Centrum_Nauki_Kopernik_(stacja_metra)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tunel_Wis%C5%82ostrady
http://pl.wikipedia.org/wiki/Ulica_Wybrze%C5%BCe_Ko%C5%9Bciuszkowskie_w_Warszawie

Sciuszkowskiego i ul. Zajeczej. Konstrukcja budynku nie opiera si¢ na tunelu Wistostrady.
Budynek oparty jest na sprezonych dzwigarach podpartych po obydwu stronach tunelu

Fot. 3. Stadion Narodowy. Konstrukcj¢ dachu stanowi lekka konstrukcja ciggnowa z pokryciem
membranowym, catkowicie niezalezna od elementow zelbetowych stadionu (system lin
stalowych, rozciagajacych si¢ miedzy pierscieniem zewngtrznym spoczywajacym na stu-
pach stalowych, a centralnie nad boiskiem umieszczong iglicg. Pokrycie dachu zostato
zaprojektowane jako membrana z tkaniny z wtokna szklanego, pokryta teflonem oraz w
pasie
o szerokosci okoto 8 metrow wokot boiska, elementami szklanymi

Celem pracy jest efektywne wymodelowanie osrodka lepkosprezystego, ktory mo-
ze podlega¢ procesom degradacji cech fizycznych i nastgpnie rozwigzanie zagadnienia
poczatkowo-brzegowego metoda elementow czasoprzestrzennych (MECZ). Stworzony
model obliczeniowy umozliwia¢ bedzie rozwiazywanie takze zagadnien quasi-statycznych
(przypadek szczeg6lny rozwazanego zagadnienia poczatkowo-brzegowego).

Zakres pracy — podporzadkowany przyjetemu celowi rozprawy — obejmuje naste-
pujaca problematyke:

a) przeglad klasycznych modeli liniowe]j lepkosprezystosci z analiza ich cech reolo-
gicznych,

b) opis przyjetego modelu o$rodka lepkosprezystego,

c) sformutowanie zagadnienia poczatkowo — brzegowego rozwazanego osrodka lepko-
-sprezystego,

d) wyprowadzenie rownan metody elementow czasoprzestrzennych i opracowanie
algorytmu obliczen (element oryginalny pracy),

10


http://pl.wikipedia.org/wiki/Ulica_Wybrze%C5%BCe_Ko%C5%9Bciuszkowskie_w_Warszawie

e) przyktady obliczen z analiza,
f) wnioski kofcowe.

Teza badawcza pracy (rozprawy) jest nastepujaca:

Obliczenia statyczne osrodka (ciafa) lepkosprezystego mozna efektywnie
realizowaé (przeprowadzacé) przy stosowaniu modelu catkowego (zasto-
sowanego do konstruowania réwnar fizycznych) i metody elementéw cza-
soprzestrzennych (MECZ).

11



2. PRZEGLAD KLASYCZNYCH MODELI LINIOWEJ
LEPKOSPREZYSTOSCI

2.1. Ogolna charakterystyka oSrodka lepkosprezystego

Pod dziataniem zwlaszcza dtugotrwatych obcigzen kazdy materiat wykazuje wia-
snosci pelzania i relaksacji. Pierwsza z tych wlasnosci rozumie si¢ jako przyrost od-
ksztalcenia przy statym naprezeniu, druga za$ jako zmiang (spadek) naprezen przy sta-
tym odksztatceniu. Zjawiska te maja istotne znaczenie dla pracy statycznej konstrukcji.
Przyktadowo, stan napr¢zenia w uktadach stalowych, w konstrukcji zelbetowej moze w
procesie petzania zwigkszy¢ si¢ 2+2,5-krotnie, a przemieszczenia moga wzrosnac¢ nawet
3+4 razy [78,56]. Wiasnosci pelzania, przede wszystkim metali, mocno aktywizuje
wzrost temperatury. Do§wiadczenia wskazuja, ze procesy pelzania wystepuja przy do-
wolnie zmiennych naprezeniach (obcigzeniach), nawet przy krotkotrwatych obcigze-
niach, kiedy wystepuja tylko sprezyste deformacje [22,20,52,72]. Metale maja budowe
krystaliczna
i 0 ich wlasciwosciach mechanicznych decyduje budowa krysztatow, wady tej budowy
takie jak wakanse (wolne miejsca), dyslokacja (rozmieszczenie), odmienne whasnosci
granic ziaren [72,78]. Betony maja budowe kapilarno-porowata i o ich wtasciwoséciach
decydujg cechy zelu, procesy wymiany wilgoci przez sie¢ mikro- i makrokapilar
[41,49]. Polimery natomiast zbudowane z pewnych regularnych jednostek struktural-
nych (monomerdéw) majg nieco inny przebieg deformacji niz typowe materiaty [72].

Rezultaty doswiadczen zwigzanych ze zmiang odksztalcen w czasie przy statym
naprezeniu, przedstawia si¢ w postaci krzywych petzania. W og6lnosci moga zachodzi¢
dwa nastepujace przypadki (rys. 2.1):

a) krzywa pelzania ma asymptote pozioma,
b) krzywa petzania jest w zasadzie nieograniczong.

£(t) — odksztatcenie

t—czas

Rys. 2.1. Krzywe petzania [Skrzyp 1986]: 1 — krzywa pelzania ma asymptot¢ pozioma, 2 — krzy-
wa pelzania jest nieograniczona

Cykliczne odksztalcenie ciata stalego ujawnia rozbiezno$ci migdzy napr¢zeniem o
a odksztalceniem ¢ podczas obciazenia i odcigzenia (rys. 2.2), §wiadczace o niesprezy-
stym charakterze odksztatcenia. Zjawisko to, nazywane histerezg wskazuje, ze cialo to
pochtania bezpowrotnie czg§¢ pracy sit zewngtrznych, ktéra zmienia si¢ w energie
cieplng i ulega rozproszeniu. W ten sposoéb rozproszenie (dyssypacja) energii w mate-
riale uwarunkowane jest jego niedoskonato$cig sprezystg i przejawia sie powstawaniem
pewnej petli histerezy podczas odksztatcenia cyklicznego.
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B Dg — pole petli histerezy = energia dyssypowana

Rys. 2.2. Petla histerezy w procesie cyklicznego odksztatcenia

Badaniem zmian stanu cial, podczas odksztalcenia, ktoérych wystepuje dyssypa-
cja (rozproszenie) energii, zajmuje si¢ m.in. reologia — nauka o odksztalceniach i pty-
nigciu ciat rzeczywistych w przestrzeni i w czasie, przy okreslonych warunkach termo-
dynamicznych i fizykochemicznych. Reologia rozwija si¢ w dwoch podstawowych
kierunkach [50,78]:

a) badania na modelach dyskretnych wspotczesnej fizyki (podejscie mikroskopowe),

b) badania na fenomenologicznych dziatach fizyki (podejscie makroskopowe), ale
wtedy badania do§wiadczalne sa istotng podstawa do uogodlnien teoretycznych.

Stosujac podejscie makroskopowe (stosowane w niniejszej pracy) przeprowadza si¢

nastepujace specyfikacje materiatow:

a) osrodek sprezysty opisujacy cialo state (o cechach liniowo, badz nieliniowo sprezys-
tych),

b) o$rodek lepki opisujacy ptyny (o cechach liniowo, badzZ nieliniowo lepkich),

c) o$rodek plastyczny opisujacy ciato state,

d) o$rodek doskonale sztywny opisujacy ciato state.

Rzeczywiste materialty moga by¢ modelowane w postaci kombinacji wymienio-
nych wyzej podstawowych modeli osrodkow, co prowadzi do tzw. osrodka hybrydowe-
g0. Modele reologiczne (fenomenologiczne) opisuja w dostatecznie prawidtowy sposob
zachowanie si¢ materiatow tylko w ograniczonym zakresie zmienno$ci parametrow, sa
jednak najprostszym i najcze$ciej stosowanym sposobem opisywania zjawisk zwigza-
nych z nieidealng sprgzystoscig ciat statych.

Ciala wykazujace cechy zardwno cieczy (ptynu), jak i ciat sprezystych nazywamy
ciatami (o$rodkami) lepkosprezystymi. Ciata takie zdolne sa do akumulowania (groma-
dzenia) czesei energii odksztatcenia i jednoczesénie do jej rozproszenia (dyssypacji). Osro-
dek taki poddany cyklowi obcigzenia — odcigzenia wykazuje petle histerezy. W przypadku
ciat
lepkosprezystych za rozproszenie energii czynimy odpowiedzialne tzw. tarcie wewnetrz-
ne, pod pojeciem ktorego rozumiemy opor stawiany przemieszczaniu si¢ jednej warstwy
cieczy wzgledem drugiej, co wynika z lepkosci cieczy [20].

W celu uchwycenia czasowej zmiennosci wlasciwosci analizowanego ciata, kom-
ponujemy to cialo z dwoch osrodkow, jednego o modelu ciala doskonale sprezystego
(podlegajacemu prawu Hooke’a) i drugiego o modelu cieczy lepkiej (podlegajacemu
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prawu Newtona). Takie uogdlnienie liniowej teorii spr¢zystosci i mechaniki cieczy
lepkiej przyjeto nazywac liniowa teorig lepkosprezystosci [52].

W liniowej lepkosprezystosci obowigzujg zatozenia o matych odksztatceniach (&)
i predkosciach odksztatcen (€) oraz zasada superpozycji Boltzmanna. Zasada ta ma
nastepujaca tre$¢ [52]: Jezeli cykl naprezer o,(t) powoduje odksztaicenie &(t),
a cykl naprezen o,(t) odksztalcenie €,(t), to suma cykli a,(t) + a,(t) wywotuje sume
odksztatcen £,(t) + &,(t).

W lepkosprezystosci duzg role odgrywaja dwie nastepujace funkcje: funkcja pet-
zania 1 funkcja relaksacji (rozluznienia), ktore sa miarg wtasnosci mechanicznych ciata.
Petzaniem nazywamy zjawisko powolnego ptyni¢cia ciata w czasie poddanego statemu
naprezeniu, natomiast relaksacja naprezen jest to zjawisko odpregzenia ciala w czasie,
ktorego odksztatcenie utrzymywane jest na stalym poziomie.

Do budowy ogolniejszych modeli lepkosprezystych, majgcych praktyczne odnie-
sienie, stosowane s3 nastgpujace dwa modele elementarne:

1. Model Hooke’a opisujqcy idealng, liniowq sprezystosé (rys. 2.3a, b)

Rownanie reologiczne (fizyczne) ciata liniowo sprezystego (modelu Hooke’a) ma
posta¢ prawa Hooke’a (rys. 2.3.b)

o(t) = E<(t), (2.1)

gdzie o i € s3 odpowiednio naprezeniem i odksztatceniem, a E jest stalg sprezystosci
(modut Younga). Ciato to modeluje tylko jedng wiasno$é ciata, a mianowicie sprezy-
stos¢. Nie ujmuje natomiast zjawisk reologicznych, takich jak pelzanie i relaksacja
(rys. 2.3¢c, d), petli histerezy. Model ten zatem nie uwzglednia rozproszenia energii.

a) b) c) d)
Ao(®) a(®) £(t)
UO fr— &
a(t) = gy = const &(t) = gy = const
E N

t t

tga = E=const S(t) O'(t)

€ g ~ )
& = EO = const 0y = Egy = const
7 7

t t

Rys. 2.3. Charakterystyka modelu Hooke’a: a) oznaczenie graficzne modelu Hooke’a, b) liniowa
zalezno$¢ naprezen od odksztatcen, c) brak pelzania, d) brak relaksacji

2. Model Newtona opisujgcy idealng ciecz

W istocie jest to jakby ttumik hydrauliczny, wiskotyczny, wypetniony cieczg o statej
lepkosci dynamicznej n,,, (rys. 2.4a).
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a) b) c) d)

o(t) a(t) £(t)
o - &
Nw o(t) = g, = const &(t) = gy = const
3 -t - >t
tgﬁ =Nw €(t) to_(t)
p /
£ o(t) = 0 = const
- t —_— t

Rys. 2.4. Charakterystyka modelu Newtona: a) oznaczenie graficzne modelu Newtona, b) liniowa
zalezno$¢ naprezen od predkosci odksztatcen, c) liniowa postac¢ petzania, d) petna, na-
tychmiastowa relaksacja

Rownanie reologiczne (fizyczne) cieczy doskonale lepkiej (modelu Newtona) ma
postaé prawa Newtona (rys. 2.4b)

a(t) =nwé, (2.2)
gdzie &€ = £(t) jest predkoscig odksztatcenia. Model Newtona ujmuje zjawiska reo-
logiczne — petzanie i relaksacje oraz dyssypacj¢ energii (rys. 2.4¢,d).

Na koniec nalezy doda¢, ze lepko$cia odznaczaja si¢ nie tylko ciecze. Ciala
stale rowniez maja lepko$é, dajaca si¢ stwierdzi¢ po dlugim czasie obserwacji
lub pod szczegblnie duzymi obcigzeniami. Lepkos¢ w przypadku stali wynosi 1, =
= 10*'Ns/cm?, a dla stwardniatego betonu —1,, = 3,06 - 108Ns/cm? [42].

2.2. Rozniczkowe modele lepkosprezyste

Laczac w odpowiedni sposob elementarne modele Hooke’a i Newtona uzyskuje
si¢ dowolnie ztozone rézniczkowe modele reologiczne, ktdre przedstawia si¢ ponizej.

A. Model Kelvina — Voigta

Model Kelvina — Voigta jest rownoleglym potaczeniem modelu Hooke’a opisa-
nymi modutem sprezystosci E i modelu Newtona opisanym modutem lepkosci 1 (rys.
2.5a). Rownania czgstkowe modelu Hooke’a i Newtona

o =Eef, oV =neV (2.3)
musza by¢ uzupetnione warunkami integracji
o +o" =0, el =¢N =g, (2.4)

Skojarzenie zaleznosci (2.3) i (2.4) prowadzi do reologicznego rownania stanu tego
modelu
0 =Ee+né = E(e+ Aé), (2.5)
gdzie:
r=1 (2.6)
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ma wymiar czasu i nosi nazwe wspolczynnika opo6znienia (retardacji). Aby ustali¢ ce-
chy tego modelu wyznaczamy kolejno funkcj¢ petzania i funkcje relaksacji na podsta-
wie, tzw. prob pelzania i relaksacji:

a. Proba pelzania
Przyjmujemy stale naprezenia w postaci (rys. 2.5b)

o(t) = gy H(t), 2.7)
gdzie:
w (0dlat<0
H = {0 >0 (28)

jest funkcja Heaviside’a. Zalezno$¢ (2.7) wstawiamy do rownania (2.5) i rozwigzujemy
to rownanie przy zatozeniu e(t = 0) = g, = 0, otrzymujac

e(t) = apH () (D), (2.9)
gdzie:
t
o) =2(1-e77) (2.10)
jest funkcja petzania (rys. 2.5c).
? N) N0
o — &
o(t) = g, = const e(t) = gy = const
- —_—
E n t t
e(t) o(t)
0.0
S ——— g = Egy
A ~ S
& (6) €) Y(t)
E
t St
c)
@(t)

\

t

Rys. 2.5. Charakterystyka modelu Kelvina — Voigta: a) oznaczenie graficzne modelu Kelvina —
Voigta, b) proba pelzania, c¢) funkcja petzania, d) proba relaksacji, €) funkcja relaksacji
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b. Funkcja relaksacji
Przyjmujemy stale odksztatcenie w postaci (rys. 2.5d)

e(t) = gy H(2). (2.11)
Wstawiajac (2.11) do (2.5) i rozwigzujac rownanie rozniczkowe otrzymujemy
o(t) = &HOYP(D), (212)
gdzie:
Y(t) = E = const (2.13)

jest funkcja relaksacji (rys. 2.5¢).

Model Kelvina-Voigta pozwala ujaé jako$ciowo pewne przejawy niesprezystosci
ciat stalych, tj. petzanie i opdznienie spr¢zyste. Za pomocg tego modelu nie mozna
jednak opisa¢ (ujac) zjawiska relaksacji.

B. Model Maxwella

Model Maxwella jest szeregowym potaczeniem modelu Hooke’a i modelu Newto-
na (rys. 2.6a). Rownania czastkowe modeli Hooke’a i Newtona majg posta¢ (2.3),
a warunki integracji

ol =gV=0, ef+ecVN=c¢ (2.14)
Skojarzenie (2.14) z (2.3) prowadzi do réwnania stanu modelu Maxwella
0+ A6 = EAE. (2.15)

Nastepnie przeprowadzamy probe petzania i probe relaksacji:

a. Prdba pelzania

Przyjmujemy naprezenia w postaci (2.7) i nastepnie rozwigzujemy réwnanie (2.15)
otrzymujac ogdlne rozwigzanie w postaci (2.9), w ktorym funkcja petzania ma postac
(rys. 2.6b)

p(t) =3(1+5). (2.16)

b. Proba relaksacji
Przyjmujemy odksztatlcenia w postaci (2.11). Po rozwigzaniu réwnania otrzymu-

jemy funkcje relaksacji w postaci (rys. 2.6¢)

W(t) = Eea. 2.17)

Model Maxwella pozwala ujaé¢ jakosciowo pewne przejawy niesprezystosci, tj. re-
laksacje. Nie pozwala natomiast poprawnie uchwyci¢ zjawiska petzania, bowiem w tym
modelu odksztatcenia narastaja nieograniczenie przy staltym naprezeniu, a takiego zja-
wiska nie obserwuje si¢ w typowych ciatach statych [20,41,56].
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a) by o d) ae(t)
E %
o(t) = g, = const &(t) = gy = const
x> _
n t — ¢
&(t)
i . o)
o tg(a) = =2 = const 0y = EO
R K_
4 —
L, t
c) @(t) e AW(t)
1
1 tg(a) = % = const F K—
T _ S
t

Rys. 2.6. Charakterystyka modelu Maxwella: a) oznaczenie graficzne modelu Maxwella, b) proba
pelzania, ¢) funkcja relaksacji, d) proba relaksacji, e) funkcja relaksacji

C. Modele standardowe

Modele Kelvina — Voita i Maxwella nie w pelni opisujg wtasciwosci reologiczne
ciat rzeczywistych (petzanie i relaksacja), w zwigzku z czym tworzy si¢ modele bardziej
ztozone, tj.:

e Model Zenera I. rodzaju (rys. 2.7a,b)

a) r‘— b) E,
=

E E, n
1 Ez
Rys. 2.7. Oznaczenie graficzne modelu Zenera I. rodzaju
Rownania stanu tego modelu majg postac [52]:
» przy konstrukcji wg rys. 2.7a
a+ic}'=E2£+wns', (2.17)
Eq Eq
» przy konstrukcji wg rys. 2.7b
. E{E E
o+ n — Z1f2 17 & (2.18)
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e Model Zenera Il. rodzaju (rys. 2.8a,b)

3) | b) L
E Iﬁﬂ N2
n
M | E

Rys. 2.8. Oznaczenie graficzne modelu Zenera I1. rodzaju

Rownania stanu tego modelu majg postaé [52]
» przy konstrukcji wg rys. 2.8a

Loaloo(14m) g2y

nla+Ea (1+n1)s+Ee

» przy konstrukcji wg rys. 2.8b
Zo+(1+2)6 = Eé + 1,8,
M1 M1

e  Model Biirgersa (rys. 2.9)

a) E,
E; LA
M2

Rys. 2.9. Oznaczenie graficzne modelu Biirgersa
Rownanie stanu tego modelu ma nastepujaca postac [63]

o+ (Lpttlt) sy Bl =y gy M2y
Ey E; Ey Ep E;

2.3. Uogolnienie ré6zniczkowych modeli lepkosprezystosci

(2.19)

(2.20)

(2.21)

W poprzednim punkcie 2.2 rozpatrywano rownania stanu dla coraz bardziej ztozo-
nych modeli lepkosprezystych. Podstawowe elementy modelu Hooke’a (spre¢zyna)
i modelu Newtona (ttumik) prowadza do zwiazkéw liniowych mig¢dzy naprezeniami
i odksztalceniami oraz wyzszymi pochodnymi tych wielko$ci (2.1) i (2.2). Elementy te
faczone w szereg lub/i rdwnolegle prowadza do nastepujagcego ogdlnego, liniowego

roéwnania roézniczkowego zwyczajnego [52]:
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aoo_+a10._+azé:+"' =b0€+b1é+b2(§+"', (222)

gdzie a; i by sa statymi (lub funkcjami) charakteryzujacymi materiat lepkosprezysty.
Dla rozwazanych wczeéniej modeli opis tych wspotczynnikow jest zestawiony w tabli-
cy 2.1.

Do analitycznego ($cistego) rozwigzania réwnania (2.22) wygodnie jest zastoso-
waé transformacje calkowa Laplace’a i wtedy to réwnanie zapisane w transformatach
jest réwnaniem algebraicznym

a,a(p) + a;[pG(p) — o (0)] + a,[p*a(p) — pa(0) — 6(0)] + -
= bo&(p) + by [p&(p) — £(0)] + b, [p*é(p) — pe(0) — £(0)] + -, (2.23)

gdzie a(p) i €(p) oznaczaja odpowiednio transformaty naprezenia i odksztalcenia,
wielkosci, a(0), €(0), 6(0), £(0), ... sg parametrami poczatkowymi a p jest parame-
trem transformacji Laplace’a (rzeczywista, dodatnia liczba spelniajaca zbieznos¢ calki
Laplace’a). Na potrzeby analizy funkcji petzania i relaksacji mozna zatozy¢, ze dla
t <0 cialo znajdowalo si¢ w stanie naturalnym, beznapr¢zeniowym, stad o(0) =
6(0) = --- = 0 oraz {(0) = €(0) = - = 0 oraz, ze w chwili t = 0% przylozone zostaje
obcigzenie zmieniajace si¢ w czasie. W takim przypadku rownanie (2.23) przyjmuje
postac:

(ap + a1p + azp? + - )3() = (by + byp + byp* + - )é(P). (2.24)

Korzystajac z ogbélnych zasad dotyczacych transformacji Laplace’a, rOwnanie (2.24)
mozna zapisa¢ na dwa rownowazne sposoby [52]

&) =pa(P)@ (@),
a(p) = pe(P)¥(p), (2.25)

gdzie o (p)i P(p) oznaczaja odpowiednio transformaty funkcji petzania i funkcji relak-
sacji. Jednoczesnie rownanie (2.24) mozemy zapisaé w postaci:

G(p) _ by + bip + byp® + -
£(p)  ap+ap+ap?+--

(2.26)

Kojarzac odpowiednio zaleznosci (2.25) i (2.26) mamy efektywne opisy transformat
funkcji petzania i relaksacji

_ &) agtaptap’+-
pa(®) p(bo+bip + bop? + )’

?(p)
(2.27)
— a(p) b0+b1p+b2p2 +"‘
Y@)=——=-= 3 :
pé(p) pap+ap + ap? + )

W tablicy 2.2 przedstawia si¢ transformaty tych funkcji.
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Tablica 2.1. Charakterystyka modeli liniowo lepkosprezystych

Lp. Nazwa modelu a, a, a, b, b, b,
1. | Kelvina-Voigta (ys.2.5a) 1 E n
2. Maxwella (rys. 2.6a) 1 % n
n E, +E
Zenera | (ys. 2.72) 1 — E, S
3 1 £
' n E\E, Ein
.2, 1 I
Zenera | (rys. 2.7b) E, +E, E+E | E+E
Zenera Il (rys. 2.8a) 1 Uil Ny +n, UL
4 E E
' n+n MmN
Zenera Il (rys. 2.80) 1 % M 1Ez
. N Mm+mn M172 N172
5. Biirgersa (rys. 2.9) 1 E, + E, —E1 E, M E,
E — modut sprezystosci Younga, [N/m?]
1 — modut lepkoéci Newtona, [Ns/m?]

Majac transformatory funkcji petzania i relaksacji mozna, korzystajac z tablic
Laplace’a, obliczy¢ jawne postacie funkcji petzania i relaksacji (tablica 2.3).
W przypadku zlozonego stanu naprezenia, rOwnanie stanu w ciele liniowo sprezy-
stym ma postac (ciato izotopowe, jednorodne)
0y = 2uej + 8ijdegy ij, k=123, (2.28)

gdzie o;; i &;; s tensorem odpowiednio stanu naprezenia i odksztatcenia, u i A s3 sta-
tymi Lame’go a §;; jest delta Kroneckera. Rownaniu temu mozna nada¢ inng posta¢
przedstawiajacag prawo zmiany postaci i prawo zmiany objetosci

Sij = Z‘Ueij’ S = 3K€, (229)
gdzie

1 1
Sij = 015 = 3010k €ij = €ij — 5 0ij€kk (2.30)
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Tablica 2.2. Opisy transformat funkcji pelzania i relaksacji liniowych modeli lepkosprezysto$ci

Lp. Nazwa modelu Transformata funkcji petzania Transformata funkcji relaksacji Oznaczenia
11 1
1. | Model Hooke’a o E—
Ep p
Model Kelvina-Voigta 1 1 1+p _n
2. - E A==
(rys. 2.5a) Ep(1+4p) p E
Model Maxwella 1/ 11 AE n
3. e S, A=—
(rys. 2.6a) E\p Ap? 1+p E
Model Zenera | 1+A4p E;(1+6p) b=l g EtE
o |2 Epp(1 + 04,p) b+ ) G
* | Model Zenera | 6 + Azp E1(1+ 2;p) =l g EatE
(rys. 2.7b) Eyp(1+ 2;p) p(8 + A,p) PR 2
Model Zenera 11 1+ X4p E[(A1 + 42) + 21 4,p] s 12
Al - T AZ -
" | Model Zenera Il 14+ (4 +2)p EA;(1+ Azp) A=, =
(rys. 2.8b) ELp2(1+ 1,p) T+ (& +)p B £z
6 Model Biirgersa Ey + [ExAy + (Etdy + E20)]p + i A Epp? ME E;(1 4+ 2,p) =D =1
| (1ys.2.9) E1E224p*(1 + A;p) Ey + [ME; + (EyAy + ExAp)]p + A4 A, Eop? B Ez
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Tablica 2.3. Funkcje pelzania i relaksacji dla liniowych modeli lepkosprezystych

o

Lp. Nazwa modelu Funkcja petzania @(t) Funkcja relaksacji y(t) Oznaczenia
1. |Model Hooke’a % E 1 e
e . .
& (h:ly(fezl.gailvma vo 2(1-e7) E[1+25(2)] A=%. 8(t)-delta Diraca
Model Maxwella 1 t ¢ _n
3 (rys. 2.6a) E(l + Z) Ee 2 =5
b -t n _ Ei+E;
'(\f}f’sdezléf)”era' L+ (3-1)e @h] E, [1+(1—0)e h] M=g, 0="07
. . 2
4.
Model Zenera | -t 3 _5 n _ EitE,
(rys. 2.7b) Eil[O +(1-0)e h] %[1 +(0 - De Azf] =g, 0="F
A1+
1 2 -
Model Zenera Il i [Al (,1 ey 1) e Mh— -t m m
(rys. 2.82) ! 2_/1 (11_ ‘1, )H] E[e A +125(t)] =5, =7
5. 1 A1+2,
Model Zenera Il 1 -+ ¢ Ed [ A4 _m _n2
(rys. 2.8b) E(e 2 + Z-l— 1) 1, [/1—1+/12 e &+l 4 /125(1‘3)] M= £’ A = £
bt Bt 4 (5 452 E
- EZ 2_E1 1)€ 2 4+ + 1 E1 +E2 + s S, 1 pit 1 2
6. E\f;sdezl g)urgersa EExA; lz(pl—p(z) [(1+ )q)lhp)f] Pi2= 55 /111 [—E, (A + A,) — 4y +
o —(1 + 2;py)ePz 27172

+ B2 + 20) + ExAa)? — 4 12
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opisujg tensory dewiatoro6w, odpowiednio stanu naprezenia i odksztatcenia, a
S = Okk, € = &gk (231)

reprezentuja aksjatory (tensory kuliste) naprezenia i odksztalcenia, K jest modutem
$cisliwosci
K= §(3,1 +2u). (2.32)

Przechodzac do osrodka lepkosprezystego mozemy oddzielnie modelowaé czgséc
opisujaca zmiang postaci 1 czg$¢ odnoszacg si¢ do zmiany objetosci. Przez analogi¢ do
réwnania (2.22) mamy

aOSij + alsl] + azSU + - = boei]' + blel] + bzeu + .-
Cos + Cls + Czs + = doe + dlé + dzé + .- (2.33)

gdzie ay, by, ¢, dj, sa statymi (lub funkcjami) lepkosprezystosci, ktore mozna dobierac
przez analogi¢, wzorujac si¢ na tablicy 2.1. Ostatecznie mozna okresli¢ funkcje petzania
i relaksacji, trzymajac si¢ postaci tych funkcji wykazanych w tablicy 2.3. Wykorzystu-
jac oznaczenia (2.30) i (2.31), mozna réwnania (2.33) wyrazi¢ bezposrednio sktadowy-
mi tensora naprezenia o;; i sktadowymi tensora odksztatcenia ¢;;

a 2 a 2
<a0+a1a+azﬁ+"')<C0+C15+C2W+"‘)O'ij =

d 02 a 02
<b0+b1a+b2ﬁ+.”>(CO+C1E+CZF+”'>EU+

1 d 02 a 02

+§5U [(ao+a1a+a2m+---><do+d1a+d2ﬁ)—

a 02 a 02
_<b0+bla+b2ﬁ+”'><CO+C1E+C2F+'”>]£M{

(2.34)
lub w innej rGwnowaznej postaci

d 2 d 02

a0+ala+azm+'“ C0+C16—t+C2W+"' O-ij:
1 a 92 a 92 d
= § a0+ala_t+a2ﬁ+"‘ d0+dla_t+dzﬁ+ _(b0+bla_t+
02 d 02 1 d
+b2ﬁ+"' CO+Cla_t+C2ﬁ+.” 51]5kl+§<b0+bla_t+
8?2 a 92
+b2ﬁ+ "') (CO + Cla_t+ C2§+ "') (SiRSjl + 6i16jk)} Ekl (235)

Z badan doswiadczalnych wynika, ze w wigkszos$ci materiatow konstrukcyjnych prawo
zmiany postaci ma charakter lepkosprezysty, a prawo zmiany objeto$ci — charakter
sprezysty. Dlatego dokonano dekompozycji tensoréw naprezenia i odksztatcenia na
dewiatory i aksjatory.
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2.4. Calkowe modele lepkosprezystos$ci

Jezeli materiat doskonale liniowo sprezysty poddamy serii kolejnych odksztalcen
E0y €1, - » €y ) Eq WProwadzanych w chwilach t, = 0,ty, ..., t;, ..., t, (rys. 2.10), to
wywota w tym materiale napr¢zenia [20]

o(t) =0y + Aoy + -+ Aoy + -+ Ao, = 0y + (07 —0y) + (0, —0y) + - +
+(0;—01-1) + 4 (0 —0nq) = Eleg + (61 — &) + (62 — &) + - +
+(5i - gi—l) + et (sn - sn—l)] = Egn- (236)

W przypadku materiatu niedoskonale spr¢zystego, na skutek relaksacji, naprgze-
nie zwigzane z kazdym oddzielnym odksztatceniem zalezy takze od czasu [20]. Dla
serii kolejnych odksztatcen mozemy zapisac

a()=p(t)ey + Yt —t)(e1 — &) +P(t —t) (e — &) + - +
+P(t —t) (g — gi-1) + -+ Pt — ) (& — &p—1) =
= Yico Pt —t) (& — gi-1) = LiLo Y (t — tpAg; (2.37)

gdzie ¥ (t) jest funkcja relaksacji, a Y (t —t;) funkcjg — relaksacji dla t > t;. Jezeli
odksztatcenie jest funkcja ciagla czasu T w przedziale 0 < 7 < t (rys. 2.11a), to moze-
my zapisac, ze

. Ag;
a(t) = limag;—0 Lo P (t — t;) A—thtl- : (2.38)
n—-oo t
RO
o As,
&
&
&
? Ag,
&
Agy
&
0 » t —czas
to t t, t;, th
At;
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b) A 0(0)

Un
Aoy,
gj
AO'L'
02
Ao
(1 2
Ao,
0o
0
to 4 ty t; tn
At;
At

Rys. 2.10. Przyktadane porcje (przeprosty) odksztatcen i odpowiadajace napr¢zenia w osrodku
liniowo sprezystym: a) seria kolejno przyktadanych odksztatcen € w chwilach t;,

b) odpowiadajace naprezenia o; w chwilach t;

Zapisana granica jest w istocie catka okreslona, stad przechodzac od sumowania do

»t —czas

catkowania, uzyskamy dla naprezenia w chwili t nastgpujacy wzor (rys. 2.11b)

o) = [yt -0 =2 dr = [Jy(t — 1) é(D)dr.

Przyjeto tutaj, ze e(t = 01) = 0

3) A €@

—

(1)

e(t +dr)

g(t)
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b) A 0(0)

_/,//””——__—§\\\‘i

(1) o(t +drt) a(t)

i 3 >
T T+drt t —czas

dt
—

Rys. 2.11. Obraz odksztatcen i naprezen w czasie, w osrodku lepkosprezystym przy ciaghlych
funkcjach odksztalcenia £(t) (a) i naprezenia o (t) (b)

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla zadanych napr¢zen Ag; i przechodzac
do calki dla cigglego naprezenia o(t) uzyskamy wzor na odksztalcenia w chwili t

e(t) = fot(p(t - T)a(;—(:)dr = f:(p(t — 1) 6(1)dr. (2.40)

gdzie ¢(t) jest funkcja petzania. Przy wyprowadzeniu wzorow (2.39) i (2.40) przyjeto,
ze proces odksztalcenia lub/i naprezenia rozpoczynatl si¢ w chwili t = 0 oraz, ze
e(t=0"%)io(t=0") =0. Jezeli proces taki rozpoczal si¢ np. w —oo, to W obu wzo-
rach, jako dolng granice catkowania trzeba napisa¢ odpowiednio —oo.

Przedstawione wzory (2.39) i (2.40) nazywamy modelami calkowymi lepkospre-
zystosci. Widaé, ze aby te wzory jednoznacznie opisywaty zalezno$ci naprezen od od-
ksztatcen lub odwrotnie w funkcji czasu, potrzebna jest znajomo$¢ funkcji relaksacji
Y (t) lub/i funkcji petzania ¢ (t). Funkcje te mozna pozyska¢ z analizy modeli r6znicz-
kowych lepkosprezystosci (tablica 2.3). Mozna tez te funkcje uzyska¢ wprost z badan
laboratoryjnych [78]. Funkcje z badan laboratoryjnych ujmowac¢ moga takze zjawisko,
np. starzenia si¢ materiatu. Funkcje te w istocie ujmujg zjawiska plastyczne zmieniajgce
si¢ w czasie przy rozpatrywaniu odpowiedniej klasy (wielkosci) obcigzen.

W przypadku zlozonego stanu naprezenia przez analogi¢ do wzoréow (2.39)
i (2.40) — mozemy oddzielnie napisa¢ praw0 zmiany postaci

Sﬂ0=%®ﬂ%®+f%ﬁ—ﬂ%ﬁwu

(2.41)
t

e (D) = 5,01 (6) + f o1(t — DSy (Ddr
0
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i prawo zmiany obje¢tosci

S(E) = e(0H)W, (6) + f (¢ — 1) é(D)dr,

(2.42)

e(t) = SO0 p,() + f @2t —7) S@dr
0

gdzie S;; i e;; sa dewiatorami tensor6w naprezenia i odksztatcenia, s i e sg aksjatorami
tensorow naprezenia i odksztatcenia, natomiast 1;(t) i ¢;(t) sa funkcjami relaksacji
i pelzania. Funkcje te mozna przyjmowac korzystajac z tablicy 2.3 lub wprost wyzna-
cza¢ do$wiadczalnie. We wzorach (2.41) i (2.42) przyjeto, ze dlat < 0, ¢;; =0,e =0
oraz s;; = 0, s = 0. Dla czasu t = 0% odksztalcenia i naprezenia mogg by¢ rézne od
Zera.

Wzory (2.41) i (2.42) mozna zapisa¢ w innej rownowaznej postaci

» prawo zmiany postaci
t

5,(0) = ey (¥, (07) + f ey (t — D, (D) de
0

(2.43)
t

e () = Sy (D1 (07) + f S (t = Dy (D)dr
0
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» prawo zmiany objetosci
t

S(t) = e(®)W,(0") + f e(t — 1) ¥,(0)dr

(2.44)

t

e(t) = S(DP,(0*) + f S(t - 1) o ()dr
0
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3. ROWNIANIA OPISUJACE ZAGADNIENIE POCZATKOWO-
-BRZEGOWE TEORII LEPKOSPREZYSTOSCI

3.1. Zalozenia, sformulowanie problemu

Analizujemy ciato liniowo lepkosprezyste zajmujgce obszar V, ktory jest pod-
zbiorem przestrzeni euklidesowe;j trojwymiarowej R3. Przez V oznaczamy wnetrze tego
obszaru, a przez dV jego brzeg, ktory jest suma zbiorowdV, i dV, (rys. 3.1).

(X, t)

v,

/

X

1

Rys. 3.1. Rozpatrywany os$rodek lepkosprezysty

Ruch ciata bedziemy analizowa¢ w przedziale czasu t € (0, ). Ciato podlega in-
finitezymalnym deformacjom (o$rodek geometrycznie liniowy). Zmienne dynamiczne,
tj. pole wektorowe przemieszczen u i sit masowych pf, symetryczne pole tensorowe
naprezen Cauchy’ego o i odksztatcen & okreslone sa na iloczynie kartezjanskim zbio-
row (X,t) € V x {0, ). Pole wektorowe obcigzen powierzchniowych £ opisane jest
natomiast na iloczynie (X,t) € dV, x (0,0). Zmienne dynamiczne sg funkcjami cig-
glymi
i roézniczkowalnymi (wymagang liczbe razy, wynika to z rozpatrywanych ré6wnan).
Dany jest obszar (V,dV, i dV,) z warunkami brzegowymi, obciagzenia powierzchniowe
£(Xx,t) i masowe pf, funkcje relaksacji oraz warunki poczatkowe. Poszukujemy funk-
cji przemieszezen u; (X, t), odksztatcen €;;(X, t) i naprezen o;; (X, t).

3.2. Roéwnania geometryczne

W teorii infinitezymalnych deformacji, odksztatcenia &;; opisuje si¢ w postaci

Xt _1 aui_l_auj
&j(X,t) =3 ax; " ox;

(3.1)
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(X,t) €V x(0,0), i,j=123,

gdzie u; oznacza wspotrzedne wektora przemieszczenia u. Istotne jest to, ze tensor
odksztalcenia jest tensorem symetrycznym, tj.

sij = Eji dla i :rt] (32)

3.3. Réwnania konstytutywne

Prawo napre¢zenie — odksztalcenie przyjmuje si¢ w postaci calkowej przedsta-
wionej w pkt.2, tj. w postaci (2.41) i (2.42)

Sij(X, t) = eij(X, 0+)q"1(X, t) + f lpl(X, t— T)eU (X, T)d‘[
’ 3.3)
S(X, 1) = e(X, 09, (X, ) + f w,(X, t — 1)é (X, 7)dr
0

(X,t)EVX(0,00), ilj:112131

gdzie S;; i e;; sa dewiatorami tensorow naprezenia i odksztatcenia, s i e sg aksjato-
rami tych wielkosci, natomiast ¥; 1 ¥, sa funkcjami relaksacji. Przyjeto, ze dla t < 0,
e;; = e = 0, natomiast e;;(X,0") i e(X,0%) sa danymi warto$ciami granicznymi
wielkodci e;; (X, t) i e(X, t), gdy t — 0 od strony dodatniej.

3.4. Réwnania statyczne — réwnania ruchu

Rownania statyczne, roéwnania ruchu, zapisujemy w klasycznej postaci (np.
[22,52]):

OO'U n
e ol =

(3.4)
(X, £) €V X(0,0),  ij=123

gdzie naprezenia pf; i pii; reprezentuja odpowiednio sity masowe i sity bezwtadnosci, p
kg

m3)’ a f; - intensywnos$cig obcigzenia przypadajaca na

jest gestoscia objetosciows (
jednostke masy (%)
3.5. Warunki brzegowe

Na jednej czeSci powierzchni granicznej analizowanego os$rodka (ciata) znane sa

obcigzenia, a na drugiej — przemieszczenia. W zwiazku z tym wyrézniamy (rys. 3.1):
a) warunki brzegowe typu statycznego

fi = O-ijvj
3.5)
(X,t) €V, x (0,00),  i,j =123,
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gdzie £; jest znang sktadows obcigzenia powierzchniowego, a v; sktadowg wektora
normalnego do powierzchni granicznej aV;,
b) warunki brzegowe typu przemieszczeniowego
u; = ﬁi
X,t) € 9V, x(0,00), j=1,23, (3.6)

gdzie #; jest znang sktadowa wektora przemieszczenia na powierzchni granicznej
av,.

3.6. Warunki poczatkowe

Rownanie ruchu jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu, stad do jedno-
znacznego rozwigzania tego rownania potrzeba zna¢é dwa warunki poczatkowe,
np. w postaci:

u =u, =79,
X,t) eV x {0}, =123 (3.7)
gdzie u i 9 sa znanymi sktadowymi wektoréw przemieszczenia i predkosci prze-
mieszczenia w chwili poczatkowej, t = 0.

3.7. Réwnania czasopracy wirtualnej

Przedstawione wyzej rownania (3.1)+(3.7) stanowig, tzw. lokalne sformutowanie
zagadnienia poczatkowo — brzegowego. Rozwiazanie takiego zagadnienia przy uzyciu
metody elementéw skonczonych (MES) lub metody elementéw czasoprzestrzennych
(MECZ) wymaga globalnego, catkowego sformulowania tego zagadnienia. Zwykle
w tym celu, korzystajac z rachunku wariacyjnego, najpierw buduje si¢ pewien funkcjo-
nal i nastepnie zada si¢, aby spelniat on odpowiednie warunki minimum. Prowadzi to
wprost do zasady Hamiltona (np. [22,44]). Mozna tez zastosowaé zasadg analogiczng
do zasady pracy wirtualnej stosowanej w statyce (np. [22,53]), ktorg nazywa sie zasada
czasopracy wirtualnej [34,66].

Wariacje funkcji u; (X, t) 0znaczamy przez u;, ktorg nazywamy takze przemiesz-
czeniem wirtualnym (przygotowanym). Przemieszczenia u;+ du; sa zgodne z wigzami
ciata (o$rodka), co powoduje ze Su; zanika na powierzchni granicznej aV,,.

Nasz obiekt lepkosprezysty w czasoprzestrzeni zajmuje czterowymiarowy obszar
Q:{V x(0,t)} i jest ograniczony hiperpowierzchnig 9 {aV x (0, t)}. Tak opisanemu
obiektowi czasoprzestrzennemu nadaje si¢ przemieszczenie wirtualne du;.

Korzystajac z rownan (3.4) i (3.5) mozna utworzy¢ wyrazenie stuszne dla dowol-
nej chwili t, a wiec stuszne takze w przedziale czasu (t, t;):

tq 51
doy N N
to V ¢ ty oV

(3.8)
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Nastgpng czynnoscia jest przeksztatcenie dwoch catek wystepujacych w rownaniu (3.8):

| catka

Wpierw wykorzystujemy znany wzor na obliczane pochodnej iloczynu dwoch funk-
cji

dvdt =

t
i 0 ddu;
ffé‘u]a ]dth_ f f [a—Xi(Su]-aij)—Wl?aij
0 V

t1 t1
d
= J Ja_Xl(auJU”)dth_j
to V to V

Teraz pierwsza calke tego ostatniego wyrazenia mozemy inaczej zapisac stosujac
twierdzenie Gaussa - Ostrogradskiego

(3.9)

;i dvdt .

i
axX,

i

f f 5 (G0 avde = | [ swomdva

ty AV
(3.10)
i1
ZJ J6ujaljvld(6V)dt
to OVt

Wykorzystano przy tym przeksztatceniu wiasno$¢ zerowania si¢ wariancji éu; na po-

wierzchni dVj,. Przeksztalcenie drugiej catki wyrazenia (3.9) poprzedzamy rozktadem
06u;
" . na czg$¢ symetryczng i antysymetryczng
i

wielkos$ci

% au] 4+t ou; +1 %_% - +
ox, _ 2\ox; ' ax;) " 2\ax; ax;) " T ¥
(3.11)

gdzie pierwszy czton oznaczmy przez ¢;; (3.1), ktory jest symetrycznym tensorem
odksztatcenia, a drugi czton oznaczamy przez w;;

Bu]_au
©j =3\3x, ~ %,

(3.12)
ktory jest tensorem antysymetrycznym. Zatem mozna ostatecznie zapisac, ze
odu;j
axl] 8gij + Sw;;. (3.13)
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Wobec tego drugq calke wyrazenia (3.9) przedstawia si¢ w innej rOwnowaznej postaci

t
ddéu;
f f — 0y dvdt = f f (8eij + Sw;j)oy; dvdt
to
(3.14)
ty
f f Seijo;; dvdt
to

Wykorzystano tutaj wlasno$¢ zerowania si¢ iloczynu dwoch tensoréw, antysyme-
trycznego Sw;; i symetrycznego o;;. Ostatecznie przeksztatcana catka I (3.9) przyjmuje
nastepujaca formq po wykorzystaniu (3.10)i(3.14)

ff " aX” dth—f fé‘u] o;jv;d(dV)dt — jfé‘gugu dvdt

to OVt
(3.15)
Il catka
Stosujemy catkowanie przez czesci
1
J J Su;oil;dvVdt = J Sujouy dV|;} — j J Su;ou; dvdt
to V 4 to V
(3.16)

Po wprowadzeniu przeksztatcen (3.15) i (3.16) do roéwnania (3.8), uzyskujemy
réwnanie, ktore nazywamy rownaniem czasopracy wirtualnej

ffg(f]c?u]+u]6u])dth+j jtdu]d(aV) dt—juJQSu]dV|
14

to OV

t1
= jj(sguo'l]dth
to V

Poszczegodlne catki tego rownania wyrazone s3 w J - s = N - m - 5. Otrzymane rownanie
nazywamy tez czasopraca lub czasoenergia [45,66]. Tres¢ zasady czasopracy wirtualnej
jest nastgpujaca [45,66]: Uogolnione sily roztozone na hiperpowierzchni ograniczajacej
obiekt czasoprzestrzenny oraz sity masowe dziatajagce w czterowymiarowym obszarze
obiektu wykonuja na wirtualnych przemieszczeniach czasopracg rowna wewnetrznej

(3.17)
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czasoenergii zgromadzonej w tym obiekcie. Roéwnanie to w istocie odpowiada uog6l-
nionej zasadzie Hamiltona [3,4,5,62]

t1 t1
) oK |
to to LV v ] to
(3.18)
gdzie:
17 . . 1
K=Efujguj, V=§fo'ij£ij dav.
%4 14
(3.19)

opisujg odpowiednio energie kinematyczng i potencjalng odksztatcen.
Kiedy obcigzenia rozpatrywanego obiektu majg charakter zachowawczy (tzn. nie
zaleza od przemieszczen analizowanego osrodka), to zasada Hamiltona ma forme [63]

t oT .
8 [, (K=V+W)dt— a—ﬂjauj| 2=0, (3.20)

gdzie:

v av,
(3.21)

oznacza pracg obcigzen masowych i powierzchniowych. Najcze$ciej w wariacyjnych
sformutowaniach réwnah ruchu wprowadza sig¢ ograniczenia dotyczace zanikania Su;

na koncach przedziatu czasu (np. [22,44,53]), co prowadzi do klasycznej zasady Hamil-

tona
t1

5X(u):aj(1<—V+W)dt=o,

to
(3.22)
gdzie X jest minimalizowanym funkcjonatem (tzw. funkcja Lagrange’a).
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4, R(:)WNANIA METODY ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH
OSRODKA LEPKOSPREZYSTEGO

4.1. Zalozenia ogélne MECZ

Metoda elementow czasoprzestrzennych (MECZ) jest metoda numeryczng, kompute-
rowa — pewnym wariantem metody elementow skoniczonych (MES) — stuzaca, m.in. do
analizy dynamicznej dowolnych osrodkow poddanych dziataniu nieustalonych obcig-
zen, wymuszen kinematycznych, przeptywu ciepta, rozchodzenia si¢ fal itp. w rozpa-
trywanych obszarach. W metodzie tej czas t traktuje si¢ jako czwartg wspotrzedna, na
rowni

z pozostalymi trzema wspotrzednymi przestrzennymi X. W ogoélnym przypadku po-
wstaja zatem czterowymiarowe obiekty czasoprzestrzenne. Przyjmuje si¢, ze badane
zjawiska odbywaja si¢ z predkoscia v wielokrotnie mniejszg od predkosci swiatlta. W
takim przypadku mozna odej$¢ od geometrii Minkowskiego i fizyki Einsteina [66].
Prowadzi to do, tzw. czasoprzestrzeni technicznej. O$ czasu wygodnie jest wyskalowac
tak, aby predko$¢ skalujgca wynosita s = 1 i wtedy t = t (t — 0§ czasu opisana w me-
trach) [66].
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Rys. 4.1. Przyktady dyskretyzacji obszaru czasoprzestrzennego

W MECZ obszar czasoprzestrzenny (2 dzielimy (dyskretyzujemy) na skonczong
liczbe elementdéw czasoprzestrzennych (SKECZ), tj. na skonczong liczbg roztacznych
podobszarow ., e =1,2,...,E (rys. 4.1). Ksztalt elementu czasoprzestrzennego
(SKECZ), liczba weztow i stopni swobody w wezle moga by¢ dowolnie dobierane (rys.
4.2). Zaktada sie, ze elementy czasoprzestrzenne potaczone sa ze soba w skonczonej
liczbie punktow (weztdbw), znajdujacych si¢ na obwodzie SKECZ. Parametry wezlowe
stanowig podstawowy uktad niewiadomych. Istota MECZ jest w szczegdlnosSci uzalez-
nienie wybranej, podstawowej funkcji f(X,t) waznej w obszarze SKECZ, (., od pa-
rametrow weztowych 7, za posrednictwem funkcji aproksymacyjnych, tzw. funkcji
ksztaltow @, (X, t),

fX, 1) = Do (X, )7y
(4.1)
X,t)eQ, a=1.23..,4,
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gdzie @, jest sktadowa macierzy ksztaltu zawierajaca funkcje czasoprzestrzenne o
ograniczonej rozleglosci do obszaru Q,, A oznacza liczbg parametrow weztowych
SKECZ. Nastgpnie od tych parametrow weztowych uzalezniamy pozostate funkcje
opisujace rozpatrywane zagadnienie.

» X > X
a) r’ X
t
t
X v
t ! t
b
) : /

f /
1 / »
H 7 > X,
H /
S - x /

// 1

’ 7

|/
X
v
X1
<)

Rys. 4.2. Przyklady elementow czasoprzestrzennych: a) elementy pretowe, b) elementy po-
wierzchniowe, c) element brytlowe

Metoda elementow czasoprzestrzennych jest pewnym wariantem MES, stad musza
obowigzywac takie same kryteria zbieznosci (np. [45,80]).

Ponizej przedstawia si¢ przyktadowe funkcje ksztattu dla roznych elementow cza-
soprzestrzennych.
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b. Elementy prostokqtne
b)

3
x
- h
4 a _x
a
tﬁ v Lo - S
T=-— =_
h h r—h
1
i

2
= : <« | |

Rys. 4.3. Elementy prostokatne o w¢ztach na brzegach: a) element liniowy, b) element kwadratowy

W przypadku pierwszego elementu (rys. 4.3a), funkcja ksztattu przyjmuje postac
liniowsg [79]:

®; =2 (1+&EHA +1,7) (4.2)

i=1234 -—-1<¢&é<1, —-1<7t<]1,
gdzie:

fi={ ldlai=24 Ti={ ldlai=1,2 43)

—1dlai=1,3 —1ldlai=34
W przypadku drugiego elementu (rys. 4.3b), funkcja ksztattu przyjmuje postac

kwadratows [79]:
» wezly narozne

=2+ &OA+TDEE +TT—1) (4.4)

> wezly posrednie
§i=0, @ -(1—5 )1 +77) (4.5)

=0, @ —(1+fz€)(1—f )
c. Elementy tréjkgtne (rys. 4.4)

Funkcja ksztattu ma postaé liniowa dla rozwazanego elementu

1
P, = ﬁ[(xz% — t,X3) + (t; — t3) (X3 — X,)t]
®, = i [(X3t1 —t3Xy) + (&3 — t)(X; — X3)t] (4.6)

®; = %[(Xﬂz —tX,) + (t; — t) (X, — Xt]
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gdzie A oznacza pole powierzchni trojkata

A =§ 1 X, t (4.7)
At
tl """""""""""""""""
1
ts 3
>
X1 X3 X3

Rys. 4.4. Element trojkatny o weztach brzegowych

d. Elementy tréjwymiarowe

a)
\ T
T= h
/x—>f:_
Sy
T=p
L 2a Y
P4l 7

Rys. 4.5. Elementy prostopadto$cienne o weztach na brzegach: a) element liniowy, b) element
kwadratowy

W przypadku elementu liniowego (rys. 4.5a), funkcja ksztattu przyjmuje nastepu-
jaca posta¢ [79]:

®; == (1+ DA+ +1,7) (4.8)

i=12,..8.
Funkcja ksztattu opisujaca element kwadratowy (rys. 4.5b) [79]:
» wezly narozne

®; == (1+&DA + A +7,7) (&€ +nim + 17— 2) (4.9)
» wezty na powierzchniach granicznych

$i =0, =11 1, =%1
(4.10)

1
®; = Z(l =& +nm) (A + ;7).
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4.2. Bezposrednie okreSlenie charakterystyki lepkosprezystego elementu
czasoprzestrzennego (SKECZ)

Zaktadamy, ze podstawowymi niewiadomymi w rozpatrywanym zagadnieniu po-
czatkowo-brzegowym lepkosprezystosci (pkt. 3) beda przemieszczenia u; (X, t). Prze-
chodzac do MECZ, funkcja przemieszczen w obszarze skonczonego elementu czaso-
przestrzennnego (SKECZ) ., ui (X, t) opisana bgdzie wigc przemieszczeniami wezlo-
wymi 7. Tymi przemieszczeniami (parametrami wezlowymi) opisane zostang pozosta-
te wielko$ci charakteryzujace rozpatrywany problem (zagadnienie). Takie podejscie
oznacza w istocie sformutowanie MECZ w ujeciu metody przemieszczen.

Rozpatrujemy SKECZ 0 w, weztach i s, stopniach stopniach swobody w kaz-
dym wezle (rys. 4.6).

a. Opis funkcji przemieszczen u; (X, t), predkosci przemieszczen w; (X, t):

uf(X,t) = Df (X, t)rg
(X, t) = O, (X, O)rf (4.11)

X,0) €, i=123 a=12..,4,=w,s, e=12..,E,

gdzie e oznacza numer SKECZ.

Rys. 4.6. Element czasoprzestrzenny o obszarze (1, z 0znaczonymi weztami

b. Opis funkcji wariacji przemieszczen du;(X,t) i wariacji predkosSci przemieszczen
du; (X, t):
du; (X, t) = F,(X, 1)o7,
51;(X, t) = O (X, )78 (4.12)

C. Opis funkcji odksztatcen €;;(X, t):

e(Xt)—l auf+6u]‘? _1 U (q)e e)_l_ g (q)e e) —
filh B =o\ax; Tax,) T 2|ox; '@ Tox, \iela)| T

(4.13)

_1(09% , 99 e
2\ ax; ' ax,
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Po wprowadzeniu oznaczenia:

1/90¢, 00]
Be. X, £) == ia ja
fja (X, ) 2 ( 0X; * aX;
(4.13)
otrzymujemy efektywny opis tensora odksztalcenia
(X, t) = Bfjo (X, )15 (4.14)
d. Opis dewiatora odksztalcenia e;; (X, t)
1 1
ef (X, t) = £ (X,0) — 5 8,e5 (X, 0) = BT — 5 81 Bfuas =
e 1 e e
= (Bija - §6ijBkka)ra
Po wprowadzeniu oznaczenia
= 1.
ija = ija - gaijBlika (4.15)
mamy
efi(X,t) = Bfj, (X, t)r§ (4.16)
e. Opis aksjatora odksztatcenia e(X, t)
e®(X,t) = &5 = Bira (X, O7F (4.17)
4.3. Modelowanie naprezen w obszarze SKECZ
Punktem wyjscia do opisu napregzen sa rOwnania fizyczne (2.42); i (2.43);
t
SHX,t) =YY (X, toe; (X, 1) + J e; (X, t— ¥ (t)dr
&g
(4.18)

t
SeX,t) =YX, t5)e (X, t) + f e¢(X,t — 1) Y¢(r)dr
i

Wielkoséci W;(t) dla t € (0,0) sg znanymi funkcjami relaksacji (por. pkt. 2). Majac
zdyskretyzowang czasoprzestrzen rozwazanego obiektu (ciata stalego) (rys. 4.7a), do-
konujemy przynaleznej dyskretyzacji funkcji W;(t) otrzymujac rzedne W™ (rys. 4.7b).
Biorac pod uwage stosunkowo maty wymiar czasowy elementdow czasoprzestrzennych
(SKECZ) h™(m = 1,2, ...) oraz niewielkg uzasadniong zmienno$¢ funkcji W;(t), moz-
na zalozy¢, ze funkcja ta w przedziale t € (t™,t™*1) (m = 1,2,...) ma przebieg linio-
wy (rys. 4.8a).
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a)

rozwazany obiekt

0 > I
h1 tl

1
h? 5

2
hm tm

m X

v
t — oS czasu t — oS czasu

Rys. 4.7. Przyktad zdyskretyzowanej struktury czasoprzestrzennej: a) przyjeta siatka czasoprze-
strzenna, b) dyskretyzacja funkcji relaksacji

Zgodnie z zasada obowigzujaca w MECZ, zmiennos$¢ wszystkich funkcji opisuje-

my w uktadzie wspotrzednych lokalnych (dla konkretnego SKECZ). Dotyczy¢ to musi
zatem takze funkcji relaksacji (rys. 4.8b):

Yr(t) = al*t + b*

(4.19)
i=12 m=012,.; mM=12,..; te€(—hP* N+
gdzie
" = Rl
t hpm+1
(4.20)
pmtl_gm
b{n = ‘Pl‘rn + Lhm+1
Biorac powyzsze pod uwagg, wzory (4.18) przyjmuja nastepujaca postaé
t
SiMX,t) = pEm (X, —h}"“)eiejm(X, t) +as™ j e;" (X,t —1)dr
—hf‘m+1
(4.21)

t
Sem(X, t) = W§M(X, —h e ™ (X, t) + a™ J e™(X,t — 1)dt

em+1
_h'l
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a)

A0
vy
m+1 m+2 > t
0 hl 1 hZ 2 hm m hm+1
tl
tZ
tm
tm+1
AV
b)

1\}'{" \

m+1
Lpi

A et | ‘
1 1 hm+1 1
L |
1 1

Rys. 4.8. Dyskretyzacja funkcji relaksacji W;(t): a) dyskretyzacja opisana w globalnym ukladzie
wspotrzednych, b) dyskretyzacja opisana w lokalnym uktadzie wspotrzgdnych (w ob-
szarze SKECZ)
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Nastepnie wprowadzamy do tych wzordéw, opis (4.16) i (4.17) otrzymujac
¢

ST (X, t) = |W"Bf, (X, t) + af™ X, t —7n)dr|1y

ija L]a
_hi'mﬂ
(4.22)
t
SeM(X,t) = [WY§"Bi (X, t) + ag™ f Bira (X, t —D)dt|7f
_hi'mﬂ
Zwraca si¢ uwage na stosowne oznaczenia
Yem(X, —hy™ ) = wEm(X), (4.23)
i=1.2
Po wprowadzeniu dodatkowych oznaczen
t
DTN (X,t) = W™ (X)Bf, (X, t) + af™ f Bfi (X, t — D)dr
_pem+l
1
(4.24)
t
DX, 0) = WM 0B + a5 | Biua(X,t -~ Do
_pem+i
1
otrzymujemy koncowy opis dewiatorow i aksjatorow naprezen
SEM(X,t) = DI (X, g
Sem(X,t) = DFEM(X, t)re (4.25)

X, t)eQ, L,j,k=123 a=12,..,4,=w,s,

w, — liczba weztow SKECZ,

s, — liczba stopni swobody w we¢zle SKECZ,
e=12,..,E (E - liczba SKECZ),
m=12,..(por.rys. 4.7i4.8).

Korzystajac ze wzoréw (2.30) mozna ,,przejsé” na opis pelnego tensora napregzenia

1 1
of"(X,0) = Si" + —5ij58m = Dijg"ré + §5UD13§ZIT; =

ija
(4.27)
= (ot + 58,0260 )
Ostatecznie tensor naprezenia g;; opisujemy nastgpujaco — W obszarze SKECZ:
X t) = Clig (X, OrF (4.27)
gdzie
CEm(X,t) = DEM(X, t) + 5 6 DR (X, £) (4.28)
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4.4. Rownanie MECZ elementu czasoprzestrzennego (SKECZ)

Rownanie czasopracy wirtualnej (3.17) jest stuszna dla dowolnie duzego i mate-
g0 obszaru czasoprzestrzennego, musi by¢ zatem spetnione dla kazdego elementu cza-
soprzestrzennego (SKECZ). Mozemy wigc zapisa¢ to rOwnanie nastgpujaco:

h$

ff@ (f] Suj + ufouf )dﬂ+fft duid(0Q) — fgeu suf dv =

Ve _hg

(4.29)

jf of; 6ef;dQ

Wielkoséci h¢ oraz h§ uwidoczniono na rys. 4.8b. Do tego réwnania wprowadzamy

charakterystyke SKECZ opisang przemieszczeniami weztowymi 1y (4.11), (4.12), (4.14) i
(4.27):

h§

J-f 0° (]j-ecbfa + 'fﬁrlfcbfa)dr;dﬂ + ff tf o5, 617d(0Q) — f i OF, oredV =
Qe Qe Ve _h-f

(4.30)

jf GiaCiig 15 615 dQL

Dokonujemy teraz odpowiedniego pogrupowania wyrazow

ff(Bw op — dfpecds, )da| s — Jge]j-ed)fadﬂ— ﬂt D5, d(00) +
e

Qe
(4.31)
h§
+ J o°ui F, dv »8rf =
Ve _hi
oraz stosujemy nastepujgce oznaczenia:
em _ (B ecb_e )d.Q
ap ija Uﬁ Q ja
(4.32)
2 . h§
ff F@fd0 — ff tf @7,d(09Q) + f ofus @f, _hgng
a0, Ve

gdzie K;B jest macierzg sztywnosci czasoprzestrzennej SKECZ, a Ff — wektorem za-
wierajgcym impulsy weztowe, ekwiwalentne impulsom sit masowych of;, impulsom
zewnetrznym roztozonych lub skupionym na hiperpowierzchni ograniczajacej obszar
SKECZ oraz impulsom predkosci 1] przytozonych ewentualnie dodatkowo w chwili

48



poczatkowej h$ lub/i koncowej h (por. rys. 4.8). Wprowadzajac oznaczenia (4.32) do
rownania (4.31) otrzymujemy roOwnanie w postaci:

(Kegrs + Fg)org = 0. (4.33))

Wiadomo, ze wariacja przemieszen nie moze przyjmowaé wartoSci zerowej (tzn., zZe

1y # 0), stad mozliwym warunkiem spetnienia postulatu (4.33) jest nastepujace rowna-
nie

s+ =0 (4.34)

otrzymujemy w efekcie @ réwnan algebraicznych liniowych. Uktad tych rownan jest

stuszny dla kazdego SKECZ, e = 1,2, ..., E (E- liczba SKECZ). Wskazniki a oraz 8
przebiegaja po wszystkich weztach SKECZ i zaleza od liczby stopni swobody w wezle,

tzn. a, B =1,2,.., A, =w,s, (w, — liczba weztow SKECZ, s, — liczba stopni swo-
body w wezle). Wskaznik m oznacza punkt (chwile) na zdyskretyzowanej osi czasu
(rys. 4.7

i4.8),tzn.m=0,1,2 ...

4.5. Réwnania MECZ zdyskretyzowanego obszaru czasoprzestrzennego

Rownanie (4.34) jest wazne dla kazdego elementu czasoprzestrzennego (SKECZ).
Mamy jednak do czynienia ze zdyskretyzowanym obszarem czasoprzestrzennym, stad
nalezy dokonaé agregacji, tzw. ,,zszycia”, ztozenia poszczegdlnych elementow w jedna
cato$¢. Do tego celu stosuje si¢ analogiczne zasady i metody jak w klasycznej metodzie
elementow skonczonych (MES). Po agregacji, uktad réwnan (4.34) przyjmuje postaé

De (KE.E rgt+ FE) =0 (4.35)

gdzie: @, B = 1,2, ..., W - s (W — liczba wezlow zdyskretyzowanego obszaru czasoprze-
strzennego, s — liczba stopni w wezle).
Rownanie (4.35) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

A=Kr+F=0 (4.36)

gdzie K oznacza globalng macierz sztywno$ci czasoprzestrzennej, r — wektor prze-
mieszczen wezlowych dyskretyzowanej struktury czasoprzestrzennej, F — wektor sit
(impulsow) weztowych. Do uktadu rownan (4.35) lub (4.36) nalezy wprowadzi¢ jeszcze
warunki brzegowe i warunki poczatkowe.

Obszar czasoprzestrzenny moze by¢ w zasadzie dowolnie zdyskretyzowany, za-
rowno w przestrzeni, jak i w czasie. Szczegdlnie interesujaca jest dyskretyzacja w cza-
sie. Ponizej ilustruje si¢ rozne przyktady takiej dyskretyzacji (rys. 4.9). Whnikliwa anali-
za tych przyktadow wskazuje, ze uktad rownan MECZ (4.36) ma nastgpujaca strukture,
niezaleznie od sposobu dyskretyzacji:

[ /10 ] [ AO BO [ FO ]
At ¢t p'+A* B! F! 437
= + = .
A? C? D?+A' | B? F? ( )
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S e

gdzie: A%, B!, C'oraz D'sa kwadratowymi macierzami sztywnosci czasoprzestrzennej po
agregacji i uwzglednieniu warunkéw brzegowych sformutowanych w chwili i, ¢ sg
przemieszczeniami weztowymi struktury czasoprzestrzennej w chwili i, F' to impulsy
weztowe w chwili i. Wymiary wymienionych macierzy zaleza wylacznie od dyskrety-
zacji przestrzennej, tzn. nie zaleza od sposobu dyskretyzacji czasowej. Ciekawa jest
interpretacja poszczegdlnych macierzy A%, BY, C' i D. | tak A’ jest to macierz sztyw-
nosci sformutowana w chwili i od przemieszczen jednostkowych dziatajacych w chwi-
li t7, B' jak wyzej, ale od przemieszczen jednostkowych dzialajacych w chwili t;f, D
jak wyzej, ale od przemieszczen jednostkowych dziatajacych w chwili t;,, C* jak wy-
zej, ale od przemieszczen jednostkowych dziatajacych w chwili t;_;. Mozna powie-
dzie¢, ze macierz A* i D' obrazuja jakby oddziatywanie terazniejszoéci na terazniej-
sz0$¢, B! — oddziatywanie przysztosci na terazniejszos¢, a €' — oddziatywanie przeszto-
$ci na terazniejszosc.
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Rys. 4.9. Przyktady dyskretyzacji obszaru czasoprzestrzennego
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Rownanie MECZ w postaci (4.37) mozna rozpisa¢ dla poszczegolnych chwil:

A =Ar" + Br' +F° =0

A" =C'r’+ (D' +ADr' +B'r? +F =0

(4.38)

A2 =Cr'+ (D2 +A)r2 +Br’ +F? =0

A™ = C"r™ L 4+ (D™ + A™)r™ + BMy™tl 4+ F =0

Przy znanych warunkach poczatkowych (3.7), rownania (4.38) przeksztalcaja si¢
w formule rekurencyjna:

rl — (BO)—l[_FO —AOTO]
r2 — (Bl)—l[_F—l _ Cl.rO _ (Dl + Al)rl]

Warunki poczatkowe sprowadzaja si¢ w istocie do znajomosci przemieszczen
Weztowych w chwili m = 0, tzn. znajomoéci wektora r°.

4.6. Stabilnos¢ MECZ

Problematyka stabilno$ci numerycznych metod catkowania réwnan ruchu byta
przedmiotem wielu prac (np. [12,47,48]). W tych pracach analiza stabilnosci sprowadzi-
fa si¢ tylko do tzw. kroku catkowania. W przypadku MECZ mozna operowaé wszyst-
kimi wymiarami SKECZ, tzn. nie tylko krokiem catkowania (ktory pokrywa si¢ z wy-
miarem czasowym SKECZ).

Przy numerycznym rozwigzywaniu rownan roézniczkowych pojawiaja si¢ nastepu-
jace wazne problemy:

1) istnienie i jednoznacznos$¢ rozwigzania rownan rozniczkowych i ciagla zaleznos¢
tego rozwigzania od prawnych stron i warunkoéw granicznych,

2) po zamianie rownan roézniczkowych na rownania algebraiczne, istotne sa takie za-
gadnienia dotyczgce zastosowanej metody numerycznej, jak zbiezno$é¢, btad aprok-
symacji i stabilno$¢ rozwigzania oraz problemy dotyczace algorytmu numerycznego
(organizacja catkowania numerycznego).

Zbieznos¢ oznacza zmierzanie zadania przyblizonego (numerycznego) do zagad-
nienia wyjsciowego, gdy krok catkowania lub wymiany SKECZ daza do zera. Blad
aproksymacji to btad jaki wnosi metoda numeryczna w jednym kroku obliczen, bez
wnikania w btgedy popelnione we wezesniejszych krokach.

Zadanie przyblizone jest stabilne, jezeli matym zaburzeniom prawych stron odpo-
wiada rozwigzanie rowniez mato zaburzone. Mozna stwierdzi¢, ze metoda numeryczna
jest stabilna, gdy gwarantuje uzyskanie rozwigzania z blgdem na poziomie ,,nieuniknio-
nego” bledu wynikajacego z przyblizonej reprezentacji danych i wyniku [62,66].

Problematyka stabilnosci MECZ sprowadza si¢ do analizy, tzw. macierzy przenie-
sienia [66]

™™ = —(B™)"1[C™T™ 2 + (A™ + D™)T™ 1] (4.40)
m=1.2,..
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W praktycznych obliczeniach mozna korzysta¢ z przyblizonego opisu macierzy
przeniesienia

T = —(B™)"[A™ + C™ + D™] (4.41)
m=1.2,..

Proces rekurencyjny (4.39) bedzie stabilny jezeli wszystkie warto$ci wlasne ma-
cierzy T spetnia nierowno$¢ [4,62]

A" <1, (4.42)

Z tej nierd6wnosci wynika, ze najwazniejsza jest najwicksza czesto$¢ wlasna A4y
W praktycznych obliczeniach stosuje si¢ pojecie istotnej albo dominujacej czestosci
wiasnej A, przy czym zwykle zachodzi nastgpujgca nier6wnos¢

< A (4.43))

Istotng czgstos¢ whasna Agy mozna okresli¢ w sposob przyblizony, wykorzystujac
rozne oszacowania promienia spektralnego macierzy o(T™), np.:
n

o(T™) < ime Z|tgy
=1

o(T™) < *Vt,(T™)2n

(4.44)
257 = o(T™
gdzie:
£ (T = Z(t{? 24 Z 247 7 (4.45)
7 =i

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przedstawiona wersja MECZ jest metoda warun-
kowo stabilng, poniewaz na element czasoprzestrzenny natozone jest ograniczenie
(4.42). Warto doda¢, ze w niektorych pracach podjeto probe sformutowania MECZ
w wersji bezwarunkowo stabilnej (np. [6,8,32,48]).

4.7. Przykladowa struktury macierzy A, B, C, D tworzacych globalng
macierz sztywnosci czasoprzestrzennej

Rozwazamy elementarny podziat (dyskretyzacji) czasoprzestrzeni (rys. 4.10).

Macierz A™ oznacza macierz sztywno$ci czasoprzestrzennej sformutowana
w chwili m. Macierz ta wyraza sztywno$¢ obiektu czasoprzestrzennego powstata od
jednostkowych przemieszczenh w chwili t™ + dt = t™F. Struktura tej macierzy ma
charakter pasmowy(4.46).
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m+1

x|

0 1 2 n N

1 21 2|1 2| 1 2| 1 21 2
3 43 43 4| 3 413 4| 3 4
1 2l 1 2| 1 2| 1 2| 1 2| 1 2
3 41 3 41 3 4| 3 4] 3 4| 3 4
1 2 2| 1 2| 1 2| 1 2| 1 2
3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4
1 2| 1 2|1 2| 1 2| 1 2| 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2] 1 2|1 2| 1 2| 1 2] 1 2
3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2] 1 2| 1 2| 1 2| 1 2| 1 2
3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4| 3 4

VY t—czas

Rys. 4.10. Przyktadowa dyskretyzacja czasoprzestrzeni z przyjetymi oznaczeniami i numeracjg
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Am

0 1 2 . n .
m;I,m+1 m;T,m+1
0 K11 K12
o Km;l,m+1 .
1 Km:l,m+1 22 Km;z, +1
21 m;2,m+1 12
+ Ky
_ Km;f, +1 _
2 Km;z, +1 22 _ Km;3. +1
21 + Km;3,m+1 12
1 (4.46)
Km;ﬁ,m
n Km;ﬁ, +1 22 Km;n+ m+1
21 mn+lm+1 12
+ K7
N m;Nm+1 m;N,m+1
K21 K22
m=012,..M
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0 m1m+1 mTm+1
Kis Kl
e Km;T.m+1 B
1 Kmil. +1 24 L Km;2,m+1
23 m;2,m+1 14
+ K3
E— Km;Z.m+1 -
? gmzmtl R4 pm3mid
23 m;3,m+1 14
+ K,
B™ = .
I Km:ﬁ.m o
" Ko 24 pmntImil
23 maFim+i . K14
+ K
mNm+T m;N,m+1
N K3 K,
L
m=0,12,..M

(4.47)



Cm

0 1 2 n N
-
m;1,m m;1,m
K31 K32
_ m;1,m _
m;1,m 42 m;2,m
K4—1 + Km,2,171 K32
31 -
_ Km;Z,TTL _
Km;Z,TTL 42 Km;B.TTL
41 + Km,3,1ﬁ 32
31
Km;ﬁ,r?l
Km;r_l.n_l 42 Km;n+1,r?l
41 + Km.n+ ,m 32
31
m;N,m m;N,m
K41 K42

9

m=0,12,..M

(4.48)
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2 n N
-
m;1,m m;1,m
K33 K34-
Km;T,ﬁl
Km,T,rTl 44 _ Km:?,ﬁl
43 + K73‘Y;):2.m 34
Km;f,ﬁl
Km;f.rﬁ 44 _ Km;§,171
43 + Kg;.&m 34
m;n,m
m;n,m 44 _ mn+1,m
Ky; + K;n3;n+1,m K,
m;N,m m;N,m
K4—3 K44
b
m=20,12,..M

(4.49)



Macierz B™ oznacza macierz sztywnosci czasoprzestrzennej sformutowang
w chwili m. Macierz ta wyraza sztywno$¢ obiektu czasoprzestrzennego powstata od
jednostkowych przemieszczen w chwili t™*1. Struktura tej macierzy ma charakter
pasmowy (4.47).

Macierz €™ oznacza macierz sztywno$ci czasoprzestrzennej sformutowang
w chwili m. Macierz ta wyraza sztywno$¢ obiektu czasoprzestrzennego powstata od
jednostkowych przemieszczen w chwili ™1, Struktura tej macierzy ma charakter
pasmowy (4.48).

Macierz D™ oznacza macierz sztywno$ci czasoprzestrzennej sformutowana
w chwili m. Macierz ta wyraza sztywno$¢ obiektu czasoprzestrzennego powstata od
jednostkowych przemieszczen w chwili t™ — dt = t™~. Struktura tej macierzy ma
charakter pasmowy (4.49).

Wielkos¢ K;7™™ oznacza macierz sformutowang w wezle i, w chwili m, powstata
od przemieszczen jednostkowych przylozonych wezle j. Dotyczy to elementu czaso-
przestrzennego na przecigciu linii 72 oraz m. Wymiar macierzy K;;™™
stopni swobody w wezle s,. Ponizej podaje si¢ przyktadows strukture tej macierzy:

a) w wezle jest jeden stopnien swobody s, = 1, np. rozcigganie osiowe preta
KZ-I'"'m = Kg‘ll’fﬁm , (4.50)
gdzie K;;"™™ oznacza wspotczynnik sztywnosci (reakcj¢) w wezle i na kierunku u
od jednostkowego przemieszczenia w wezle j na Kierunku u,
b) w wezle sg dwa stopnie swobody s, = 2, np. w tarczy

zalezy od liczby

m;n,m m;n,m
Km;ﬁ,ﬁl _[ Kij,uu Kij,uv 4.51
ij - Km;ﬁ,rﬁ Km;ﬁ,r?l ( 5 )
ijvu ijvw

gdzie, np. Kjj,, oznacza wspdtczynnik sztywnosci (reakcje) w wezle i na kierunku
u od jednostkowego przemieszczenia w wezle j na Kierunku v,

c) w wezle sg trzy stopnie swobody s, = 3, np. w cienkiej plycie

mnm m;n,m m;nm
Kij,ww Kij,wq)x Kij.W<Py
m;n,m — m;n,m m;n,m m;n,m
Kij - Kij,(pxw Kij,(px(px Kl].(ﬂx(l’y (452)
m;n,m m;n,m m;n,m
Kijpsw Kij 0. Kijoyo, |

gdzie Kijwe, oznacza wspolezynnik sztywno$ci (reakcje) w wezle i na kierunku
ugigcia w od jednostkowego przemieszczenia (obrotu) w wezle j na kierunku ¢,,.

4.8. Warunki brzegowe

Sposoby uwzglednienia warunkéw brzegowych w metodzie elementdw czasoprze-
strzennych sg podobne jak w metodzie elementéw skonczonych. Wygodnie jest w ma-
cie-rzach A, B, Ci D wyzerowaé wszystkie wyrazy w konkretnym wierszu i kolumnie
za wyjatkiem wyrazu na gtownych przekatnych tych macierzy. Wyraz zawierajacy
impulsy weztowe w wektorze F™ nalezy tak dobra¢, aby speti¢ narzucony (dany)
warunek brzegowy.
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4.9. Podsumowanie

W czesci pierwszej rozdziatu dokonano opisu poszczegolnych funkceji wystepuja-
cych w rownaniu czasopracy wirtualnej - w obszarze skonczonego elementu czasoprze-
strzennego (SKECZ) — przemieszczeniami wezlowymi. Oryginalnym elementem tej
czgsci jest opis naprezen przy uzyciu funkcji relaksacji. Potem przedstawiono rownania
metody elementoéw czasoprzestrzennych (MECZ), ze struktura poszczeg6lnych macie-
rzy. Wreszcie pokazano, ze niezalezenie od sposobu dyskretyzacji, przy znanych wa-
runkach poczatkowych, rownania MECZ mozna z powodzeniem rozwigzywac¢ wg pro-
cedury rekurencyjnej. Przy warunkowo stabilnym sformutowaniu réwnan MECZ, na
wymiary elementu czasoprzestrzennego natozone sg pewne ograniczenia wymiarowe.
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5. PRZYKLADY OBLICZEN ZAGADNIENIA
LEPSKOSRPEZYSTEGO Z UZYCIEM METODY
ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

5.1. Zadanie testujace przyjety model lepkosprezysty

Rozpatruje si¢ pret prosty na jednym koncu utwierdzonym, a na drugim poddany
osiowemu rozcigganiu sita (rys. 5.1)

p(t) = poH () (5.1)
'ﬂ p(t)
4 Eao
l

Rys. 5.1. Rozciggany osiowo pret prosty

gdzie H(t) jest funkcjg Heaviside’a

< (0dlat <0
HO = (]G >0 (5.2)
Dane sg nastgpujace wielkoscei:
E — modut Younga, modut sprezystosci podtuzne;, %,
A — pole przekroju poprzecznego preta, m?,
Y(t) - funkcja relaksacji,
0 — gestos$¢ objetosciowa, %,

u(t = 0),u(t = 0) — warunki poczatkowe
Nalezy wyznaczy¢ czasoprzestrzenne funkcje przemieszczen, odksztatcen i naprezen.

Zastosowano rownomierng dyskretyzacje czasoprzestrzeni z prostokatnymi ele-
mentami czasoprzestrzennymi (rys. 5.2). Przyjeto liniowa funkcje ksztaltu w postaci

DX, 1) = Do(§,7) =7 (1 + &) (A +7,7) (5.3)
gdzie:
_ {—1 dlaa =13
= 1dlas=24
(5.4)
. = {—1 dlaa =12
@ ldlaa = 3,4

Majac funkcje ksztattu, mozna opisa¢ kolejno nastgpujace funkcje w obszarze SKECZ:
» przemieszczenia

ue(X,0) = us(§,1) = (1 + & + 7,07, (5.5)
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» odksztalcenia:

. oJu®
& (X!t) ZE;

(X, t) = €°(&, 1) = BErg, (5.6)
gdzie:
1
BY(5,T) = 28, (14 1,7), (57)
a)
P(t)
0 1 2
7 ~
E 1 1 1 2>
# 2h
3 3 4 3 2>
z 1
g1 1 1 =
4 2h
% 3 3 43 27
4 +
ﬁ 1 1 1 2>
4 2h
; 3 3 43 4>t
@ +
?
501 1 1 2~
? 2h
g 3 3 43 =t
2 4
I'Irl-II N
Ao 1 1 2>
4 2h
=: 3 3 43 4>
2 4
2a 2a 2a
. * qv
v t —czas
b)
1 P 2 1 D 2
h é— -
X
h
3 t 4 3 4
) é L a ) * ! 1 ‘
% 1 1 4 £ 1
—a<x<a -1 f 1
—-h<t<h —-1<t<1

Rys. 5.2. Dyskretyzacja obszaru czasoprzestrzennego: a) rownomierna dyskretyzacja, b) element
czasoprzestrzenny (SKECZ)
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» naprezenia dla osiowego stanu napre¢zenia wynikajg ze wzorow (4.22) i (4.24)
of™(X,t) = DE™(X, O)rg, (5.8)
¢

DEM(X,t) = W™ (t)BS(X,t) + a®™ fB;(X, t—t')dt'

-h
Po wykonaniu przypisanych operacji otrzymano
Lpe,m+1
o?(X,t) = —/—¢, (1 + 1,01 (5.9)

gdzie r¥ sa przemieszczeniami weztowymi SKECZ (a = 1,2,3,4), m oznacza chwilg na
osi czasu (m = 0,1,2,...) (rys. 5.2a), a ¥™*! oznacza warto$é funkcji relaksacji w chwi-
li

m + 1. Korzystajac ze wzoru (4.32); mozna wyznaczy¢ wyrazy macierzy sztywnos$ci
SKECZ

o=t (14 ran) fadp — (14 38u8p) Tars), (5.00)

a
@B =1234

Poszczegblne wyrazy tej macierzy wyrazaja si¢ nastgpujaco:
KT = K33 = K35 = Kig =y(A" = 1)
K = Kft = K3 = K% = —y (7 +3) (5.11)

1
KIS = Kt = K23 =K =y (527 +1)

1 1
Kib = Kt = K33 = K =y (—527 +3)
gdzie:
_Aega

V=35

hy 2 pm+1
=)
a e
Macierze wystepujace w procesie rekurencyjnym (4.39) maja nastepujaca postac -
dla przyjetej dyskretyzacji (rys. 5.2a) - po uwzglednieniu warunkdéw brzegowych (pret
na jednym koncu jest utwierdzony):

(5.12)

K%+ K™ K ]
Aam = Ko K + K Km
i K3t K
[ K+ kD K ]
B™ = K K + Kt K
i K33 Kz
[ K+ Kk Km ]
cr = Ko KD + Kt K (5.13)
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! Kt ki
KR+KE KD
pm = KZ  Kp+KE KD
I K + K% Kis i

Do dalszych analiz przyjeto nastgpujace dane liczbowe:
l=60m; a=10m; A=0,005m% P,=10N; E=2- 101t X o = 7500 %.

m2’
Krok czasowy (krok catkowania) h musi spetni¢ warunek stabilno$ci (4.42):

» W przypadku osrodka liniowo spr¢zystego podstawowa czesto$é drgan wiasnych

wynosi [53]
n [E_m 2-1011_135193 .
YT 6T 276 (7500 T 078

W przypadku ES o dlugosci 2a < [ obliczona czgstos¢ moze by¢ traktowana jako
dominujaca.

» Wiadomo, ze przy rozwazanym elemencie czasoprzestrzennym wielko$§¢ h musi
spetni¢ warunek [19,62]

(5.14)

V3 V3

Omax 135193

h<

=1,28-10"3s (5.15)

» W procesie rekurencyjnym odwrdceniu podlega macierz B™ . Wyrazy tej macierzy
— poza glowng przekatng — ulegng Wyzerowaniu jezeli spelniony zostanie warunek

Am=1 (5.16)
W przypadku ciata sprezystego prowadzi to do rownania

m=(2)t=1 (5.17)

z ktorego wynika wartos$¢ h

h=a \[é =1,0 /L‘)fl =1,93649 - 10™*s (5.18)
E 2:10

Tak przyjeta warto$é h = 1,93649 = 10~*s powoduje wysokg doktadno$¢ odwrécenia
macierzy B (w przypadku o$rodka liniowo sprezystego), wyrazne zarysowanie czota
fali podtuznej, a poza tym spetniony jest warunek stabilnosci (5.15).

Kluczowa sprawa w rozwigzywanym zadaniu jest przyjecie funkcji relaksacji. Rozwa-
zano dwa nastgpujace przypadki:
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Przypadek Nr 1 — funkcja relaksacji prowadzi do pelnego zrelaksowania materiatu
(rys. 5.3)

Y (t) = Ee ™, t>0, m=0,12, (5.19)
\ w(t)

» t—czas

Rys. 5.3. Przyjeta funkcja relaksacji w Przypadku Nr 1

gdzie k jest parametrem opisujagcym intensywno$¢ relaksacji. Parametr ten przyjmuje
nastepujace przyktadowe wartosci:

Kk = 0,0 — osrodek liniowo-sprezysty,

Kk =0,01.

Przypadek Nr 2 — funkcja relaksacji prowadzi do czegsciowego zrelaksowania materia-
hu (rys. 5.4)

Y™"(t) =05E(e™™ + 1) (5.20)
gdzie: k = 0 — osrodek liniowo-sprezysty
k= 0,01
x = 0,05
k=0,1
k=10
A W)
E
0,5E |ommmm e
asymptota

> t—czas
Rys. 5.4. Przyjeta funkcja relaksacji w Przypadku Nr 2

Pret sprezysty podlegajacy prawu Hooke’a rozciagany sita osiowa P przytozona
statycznie charakteryzuja nastgpujace znane, $ciste rozwigzania (analityczne):
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» przemieszczenie konca wspornika (preta)

AL = Pl 1,0-60 6.10-°
TEA 2-1011-0,005 ml

» odksztalcenie konica wspornika

_Al_6-10‘9_1 10-9

TTT 76 T

» naprezenie wspornika

P D0 00 qp

A~ 0,005 [Pal

» okres podstawowych drgan wtasnych
_2m 2'm

- = = . -3
= =T3s103 = 46475 107 [s]

Na rys. 5.5 analizuje si¢ osrodek sprezysty i otrzymano nastgpujace rezultaty wy-
nikajace z obliczen metodg elementow czasoprzestrzennych:
» Wiadomo, ze sila nagle przytozona powoduje przemieszczenia dwukrotnie wigksze
od przemieszczen pod wptywem sity dzialajacej statycznie.
» Amplituda przemieszczenia konica wspornika wynosi doktadnie

200 =1,2-1078 [m].

Jest to wynik pokrywajacy sie z wynikiem rozwigzania analitycznego.
» Okres drgan wynosi (rys. 5.5a)

T=m-3,87292-10"* =12-3,87292-107* = 4,6475- 1073 [s]

Jest to wynik pokrywajacy si¢ z wynikiem z rozwigzania analitycznego.

» Wartos$ci naprezen i odksztatcen oscyluja wokot wartosci wynikajacych z rozwigzan
statycznych. Wielkosci te okreslono w srodku ostatniego elementu skonczonego (co
nazywa si¢ otoczeniem konca wspornika).

Na rys. 5.6 i 5.7 analizuje si¢ funkcjg, ktora prowadzi do peinej relaksacji napre-
zen. Prowadzi to takze do wygaszania drgan. Przemieszczenia i odksztatcenia rosna
nieograniczenie, a naprezenia, zmniejszajac oscylacje, zmierzaja do naprezen statycz-
nych wynoszacych 200 [Pa]. Zauwaza si¢ ponadto wydtuzenie okresu drgan wymuszo-
nych w stosunku do okresu drgan o$rodka sprezystego.

Na rys. 5.8 + 5.15 analizuje si¢ funkcjg, ktora prowadzi do czgéciowej relaksacji na-
prezen. W szczegdlnosci rozwazano przypadki odnoszace sie do zmieniajgcej si¢ intensyw-
nosci relaksacji, co uymuje parametr k. Wicksza warto$¢ k oznacza intensywniejszg relaksa-
cje. Przemieszczenia i odksztalcenia przyrastaja (zjawisko pelzania), stabilizujac si¢ po
dhuzszym czasie. Naprezenia oscyluja wokot naprezen statycznych. Amplitudy drgan ulega-
Jja w czasie zmniejszeniu. Ze wzrostem parametru k wydhuza si¢ okres drgan wymuszonych.

W podsumowaniu nalezy zaznaczyé¢, ze rodzaj zadania (osiowy stan napr¢zenia)
oraz przyjete funkcje relaksacji tak dobierano, aby w do$¢ prosty sposdb mozna byto
zweryfikowaé przyjety model lepkosprezysty w metodzie elementéw czasoprzestrzen-
nych. Weryfikacja wypadta pozytywnie.
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Rys. 5.5. Przypadek nr 1 z funkcja o pelnej relaksacji ¥™ = Ee™*™, k = 0,0 - osrodek sprezysty:
a) przemieszczenie konca wspornika, b) i ¢) odksztalcenie i naprezenie otoczenia konca
wspornika
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Rys. 5.6. Przypadek nr 1 z funkcja o petnej relaksacji : W™ = Ee™*™, x = 0,01 - o$rodek lepko-
sprezysty: a) przemieszczenie konca wspornika, b) i ¢) odksztalcenie i naprezenie oto-
czenia konca wspornika
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Rys. 5.7. Jak rysunek 5.6., ale dluzszy okres obserwacji
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Rys. 5.8. Przypadek Nr 2 z funkcjg o czesciowej relaksacji ¥™ = 0,5E(e™™ + 1), k= 0,01
— osrodek lepkosprezysty: a) przemieszczenia konca wspornika, b) i ¢) odksztalcenia
i naprezenia otoczenia konca wspornika
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5.2. Tarcza

Rozpatruje si¢ tarcz¢ lepkosprezysta poddang obcigzeniu poprzecznemu (rys. 5.16)

p(t) = poH (t) (5.21)
gdzie p, = 200 [%]

p(t) = poH(t)

N2 2 N 2 R A N R s

AN
7 |
s

[ = 6,0 [m]
y

-~

Rys. 5.16. Rozwazana tarcza lepkosprezysta

Nalezy wyznaczy¢ nastepujace funkcje czasoprzestrzenne:
> u;(X,t) — przemieszczenia
> &;(X,t) — odksztatcenia
> o0;;(X,t) —naprezenia
w przedziale czasu t € (0, t,), t; — koncowy czas obserwacji (obliczen).

Dane do obliczen:

» geometria tarczy

o [ = 6,0 [m]— dlugos¢ (rozpigtosé) tarczy

e h = 1,0 [m] - wysoko$¢ tarczy

e t=0,20 [m] — gruboéé tarczy
» warunki brzegowe kinematyczne

e lewy Kkoniec tarczy ma zablokowane przesuwy w obu kierunkach
» cechy fizyczne materiatu

e p=7800 [%] — gestos¢ objetosciowa

e E =2,1-10'"[Pa] - modut Younga

e v = 0,3 — wspotczynnik Poissona

o W (t) = u(l+ e™*) —funkcja relaksacji do opisu zmiany postaci

o W,(t) = 3K = const — funkcja relaksacji do opisu prawa zmiany objetosci

(zmiana objetosci ma charakter sprezysty)

e u=G-= E__ _ modut Kirchhoffa

T 21+v)
_E
T 3(1-2v)

— modut scisliwosci
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0,00 — o$rodek sprezysty
e k=) 0,05 - osrodek lepkosprezysty
0,10 — o$rodek lepkosprezysty
1,00 — osrodek lepkosprezysty
( — parametr opisujacy intensywnos¢ relaksaciji)

e przyjeto, ze przemieszczenia tarczy 1 predkosci przemieszczen w chwili poczat-
kowej t = 0, sa zerowe, tj. u;(t =0) =0, ;(t =0) =0
Rozwazana tarcza W istocie jest zginanym wspornikiem. Stosujac inzynierska teo-
ri¢ belkowa, mamy nastepujace znane rozwigzania od statycznego dziatania obcigzenia
p(t) = py = const:
» przemieszczenia pionowe konca wspornika (ugiecie)
e bez uwzglednienia $cinania

Winax = 9,2571 1076 [m]
e zuwzglednieniem $cinania
Winax = 9,524+ 107° [m]
» naprezenia normalne w utwierdzeniu
Omax = 1,08 - 10° [Pa]

Do rozwiazania metoda elementéw czasoprzestrzennych zastosowano rownomier-
na dyskretyzacj¢ czasoprzestrzeni (ryz. 4.1a), elementy SKECZ o ksztalcie prostopadto-
sciennym (rys. 4.5a) i liniowa funkcj¢ ksztaltu (4.8). Przestrzenny podziat tarczy na
elementy skonczone przedstawiono na rys. 5.17, a na rys. 5.18 pokazano dyskretyzowa-
ng tarcz¢ w czasoprzestrzeni.

X, p(t) = poH ()

VVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVVVVV

»

3

4-0,25 = 1,0[m]

A

v
K

24-0,25 = 6,0[m]
v
+

-~

Rys. 5.17. Dyskretyzacja przestrzenna tarczy

W celu okreslenia kroku catkowania h, skorzystano ze znanego wzoru na oblicze-
nie czestosei drgan wlasnych preta wspornikowego [53]

_ BE |EJ
W, = l—; o (5.21)
_ 2r—1

gdzie: 8, = 1,875; B, = 4,694, B3 = 7,855; B, = 10,996; Bs = 14,137; B, =
dlar > 5,
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Rys. 5.18. Dyskretyzacja czasoprzestrzenna rozwazanej tarczy

Geometria przekroju tarczy:

0,2:1,03
I =

= 0,016(6)m* - gtéwny centralny moment bezwtadnosci
A=0,2-1,0 = 0,2m? - pole przekroju poprzecznego tarczy

Ogolny wzor na czgstoSci wilasne przyjmuje w rozwazanym przypadku nastepujaca
efektywng postac

B2z [2,1-1011-0,016(6)
= = 41,607p32.
“r =602 7800 - 0,2 br
Kolejne piec czestosci w; 1 przynalezne okresy drgan swobodnych przedstawia si¢ ponizej:

w, = 146,275 Hz T, = 6,836-1073s

w, = 916,753 Hz T, =1,091-1073s

w3 = 2567,195 Hz T; = 3,895-107*s

w, = 5030,786 Hz T, =1,988-107*s

ws = 8315,357 Hz Ts =1,203-107*s

Mozna przyjac, ze ws = 8315,357 Hz jest czgstoScig dominujaca. Korzystajac z wa-
runku stabilnosci (5.15) mamy

V3 V3

- =2,08-107*
©max 8315357 S

h <

Do dalszej analizy tarczy metoda elementow czasoprzestrzennych przyjeto ostatecznie
krok catkowania rowny h = 1,0 - 10~*s (czasowy wymiar SKECZ).

Elementy sktadowe macierzy czasoprzestrzennej okresla ogdlny wzor (4.32). We
wspotrzegdnych bezwymiarowych wzor ten dla przyjetego SKECZ tarczy ma nastgpuja-
cg posta¢ (0znaczenia na rys. 4.5a):
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1 1 1
o = abh f f f (B&aCllp — Dipod)e) dédndr
-1-1-1
Poszczegdlne wyrazy tej macierzy okreslono analogicznie jak w przykladzie
poprzednim (pkt. 5.1). Do obliczenia catek (5.22) zastosowano metod¢ przyblizonego

calkowania numerycznego metode Gaussa, (tzw. kwadratury Gaussa) [79]. Catkowanie
takie w przypadku elementu prostopadto$ciennego (rys. 4.5a) prowadzi do zaleznosci

n

11 1 n
om = abh f J faz’,? (§,n,)d¢dndr = abhz z Hi HiHEG (@i, @), ai)
-1 -1 -1 '

n
i=1 j=1k=1
Z przyjetym oznaczeniem

Etexrﬁn(fl m T) = .Bieja 5’7?1 - ijﬁgd)ja

Inne oznaczenia majg nastgpujace znaczenie:
2% (a1, @, ay) — wartos¢ funkeji ESF (§,1,7) W punktach Gaussa a;, a;, ax

H;, Hj, Hy — wspodtczynniki wagi okreslone w publikowanych tablicach
a;, aj, ay — wspotrzedne punktéw Gaussa okreslone w publikowanych tablicach
n — liczba punktéw Gaussa

Do dalszych obliczen przyjeto trzy punkty Gaussa, n = 3.
Z dostepnych tablic odczytano wspolrzedne punktow Gaussa i przynalezne im wagi
[79]

a; = +0,7745966692, H; = 0,5555555556

a; = 00000000000, H; = 0,8888888889

Ponizej przedstawia si¢ wyniki obliczen wykonanych metoda elementéw czaso-
przestrzennych. W szczeg6lnosci przedstawia si¢ przemieszczenie pionowe punktu A i
napreZzenia normalne w punkcie B, o, u4 (rys. 5.20).

p(t) = poH(t)

A K2
7 | \ \ | | AN "
B
7 =
7
2 <
P I = 6,0m] > K
£ o :

Rys. 5.20. Analizowana tarcza z zaznaczonymi punktami A i B. W punkcie A analizuje si¢ prze-
mieszczenie pionowe uj, a w punkcie B naprezenie normalne of;
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Rys. 5.21. Tarcza sprezysta: ¥; = 211, '¥, = 3K. Przemieszczenie pionowe punktu A, u4
— ugiecie od statycznego dziatania obcigzenia (wspornik)
— ugiecie tarczy od dynamicznego dziatania obciazenia
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Rys. 5.22. Tarcza lepkosprezysta: W, (t) = p(1+e™),x = 0,05; k = 0,1; x = 1,0;¥, = 3K. Prze-
mieszczenie pionowe w punkcie A, u4

— ugigcie od statycznego dziatania obcigzenia (wspornik sprezysty)

— ugigcie od dynamicznego dzialania obciazenia (wspornik sprezysty)

— tarcza lepkosprezysta k = 0,05

— tarcza lepkosprezysta k = 0,1

— tarcza lepkosprezysta k = 1,0
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Rys. 5.23. Tarcza lepkosprezysta: W, (t) = u(1 + e™), k = 0,05; x = 0,1; x = 1,0; ¥, = 3K.
Naprezenia normalne w punkcie B, o5,
— naprezenia od statycznego dziatania sity (wspornik sprezysty)
— naprezenia od dynamicznego dziatania sity (wspornik sprezysty)
— tarcza lepkosprezysta, k = 0,05
— tarcza lepkosprezysta, k = 0,1
— tarcza lepkosprezysta, k = 1,0

Na rys. 5.21 analizuje si¢ tarcze sprezysta. Amplituda ugiecia w punkcie A,
ufmieéci sic w przedziale 1,83-107° + 1,91-107°m, wobec ugiecia statycznego
wynoszacego 9,3 107 + 9,5+ 107%m. Oznacza to, Ze amplituda ugiecia wynosi pra-
wie 2 Ugeqy.

Na rysunku 5.22 analizuje si¢ tarcze lepkosprezysta przy zmieniajagcym si¢ para-
metrze charakteryzujacym intensywnos$¢ relaksacji x. Ze wzrostem tego parametru
zmniejsza si¢ amplituda przemieszczen. Widac tez wzrastajacy efekt petzania.

Na rysunku 5.23 przedstawiono wykres napr¢zen normalnych w funkcji czasu
w punkcie B, o . Z obliczen analitycznych przeprowadzonych dla wspornika (teoria
belkowa), naprezenie to wynosi o o0 = 9,075 - 10*Pa. W przypadku analizy tarczy
sprezystej amplituda funkcji o dochodzi do wartosci 1,8 10°MPa. Ze wzrostem
wplywu relaksacji nastgpuje spadek wartosci amplitud naprezenia i zmierzanie do na-
prezen statycznych. Krotki czas obserwacji nie pozwala na wyrazne dostrzezenie zja-
wisk relaksacji 1 petzania. Wida¢ efekt thumienia drgan.

Otrzymane wyniki obliczeni numerycznych MECZ wskazuja na wysoka doktad-
no$¢ i poprawnos¢ dziatania zastosowanego modelu lepkosprezystego.
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ZAKONCZENIE

Wszystkie ciala stale ulegaja pewnym niekorzystnym efektom reologicznym, np.
petzanie, relaksacja. Dotyczy to oczywiscie takze materiatow i konstrukcji budow-
lanych (np. konstrukcje ciggnowe, kablobeton). Niektore konstrukcje na te efekty
reologiczne sa wrazliwe i koniecznie nalezy je uwzgledniaé w projektowaniu i w
uzytkowaniu tych konstrukcji. Do tego dochodza jeszcze takie negatywne zjawiska
jak starzenie materiatow itp., ogélnie nazywanych degradacja materiatu. Dzial me-
chaniki ciata stalego nazywany teoria lepkospre¢zystosci, umozliwia opis i uwzgled-
nienie petzania i relaksacji. Ponadto modele lepkosprezyste umozliwiaja opisanie
zjawiska tlumienia wewnetrznego, co ma istotne znaczenie zwlaszcza w analizie
drgan. Do opisu wymienionych zjawisk reologicznych stosuje si¢ najczesciej mode-
le fenomenologiczne, w ktérych zaleznosci fizyczne naprezenia oy;(X,t) od od-
ksztatcen &;;(X, t) (lub/i odwrotnie) opisuje si¢ rownaniami rézniczkowymi (modele
roézniczkowe) lub rownaniami calkowymi (modele catkowe). Modele rézniczkowe
sa malo praktyczne z powodu wysokiego rzedu réwnan rézniczkowych oraz pro-
blemoéw z pozyskiwaniem parametrow tych modeli, a modele catkowe z powodu
ztozonosci catek typu splotowego. W tej sytuacji stosowanie metod numerycznych
(komputerowych) staje si¢ wrecz koniecznoscia.

Metoda elementow czasoprzestrzennych (MECZ) jest pewnym uogoélnieniem meto-
dy elementow skonczonych (MES). W MES dyskretyzacji podlega przestrzen,
aw MECZ — czasoprzestrzen. Ta podstawowa charakterystyka MECZ powoduje, ze
réwnania rozniczkowe czastkowe zalezne od funkcji czasoprzestrzennych, przecho-
dza wprost w uktad réwnan algebraicznych. W MECZ dyskretyzacja czasoprze-
strzeni jest jednoznaczna i niczym nieskrgpowana. Funkcje ksztaltu moga by¢
sprzezone. Te cechy MECZ, zgodnie z fundamentalnymi zatozeniami fizyki relaty-
wistycznej, stwarzaja bogate mozliwosci dyskretyzacji czasoprzestrzeni dostosowa-
ne do analizowanego zjawiska procesu, problemu, np. do przebiegu zmieniajacego
si¢ obcigzenia, zmieniajacych si¢ warunkow brzegowych, zmieniajacych si¢ dowol-
nie cech fizycznych (w tym lepkosprezystych) i geometrycznych.

W niniejszej pracy, do opisu lepkosprezystych cech materiatdéw konstrukcyjnych,
przyjeto model calkowy. Zwigzki fizyczne opisano z wykorzystaniem funkcji relak-
sacji, oddzielnie do definiowania prawa zmiany postaci i oddzielnie do definiowania
prawa zmiany objetosci (3.3). Potrzebne funkcje relaksacji mogg wynikaé z analizy
modeli rézniczkowych (por. tab. 2.3) lub, co jest szczegdlnie istotne, z bezposred-
nich badan doswiadczalnych. Funkcje relaksacji wynikajace wprost z badan do-
$wiadczalnych moga zawiera¢ takze rézne dowolne nieciagtosci, efekty starzenia
itp.,

a wiec zjawiska degradacji materiatu charakterystyczne dla mechaniki zniszczenia.
Biorac pod uwage specyficzne cechy MECZ (np. maty wymiar czasowy elementu
czasoprzestrzennego, SKECZ) opracowano sposob (model) zdefiniowania naprezen
w obszarze SKECZ (4.25, 4.27). Jest to szczeg6lnie wazny i oryginalny element
pracy. Model ten doktadnie przedstawiono w punkcie 4.3 niniejszej Rozprawy.

Wykazano, ze modelowanie o$rodka lepkosprezystego nie zaburza ogdlnego algo-
rytmu obliczen metodg elementdw czasoprzestrzennych. Przy znanych warunkach



poczatkowych, rownania MECZ wazne dla calej dyskretyzowanej czasoprzestrzeni
sprowadza si¢ do formuty rekurencyjnej (4.39). Metode elementéw czasoprze-
strzennych zwykle formuluje si¢ w wersji warunkowo stabilnej, stad na wymiary
SKECZ natozone sg pewne ograniczenia. Problematyke stabilnosci MECZ omoéwio-
no w pkt. 4.6 niniejszej Rozprawy.

. Przyktady obliczenr dobierano w taki sposob, aby w do$¢ prosty sposéb wykazaé
poprawnos¢ przyjetego, zaproponowanego modelu osrodka lepkosprezystego. Roz-
wazano dwa zadania dotyczace rozcigganego preta oraz zginanej tarczy wsporniko-
wej. W obu przypadkach przyjeto obciazenie nagle przytozone i pozostawione bez
zmian w czasie. Takie obcigzenie powoduje, jak doktadnie wiadomo, ze w osrodku
liniowo sprezystym amplitudy sa dwukrotnie wicksze od wartosci pochodzacych od
obcigzen statycznych (dotyczy to przemieszczen, odksztatcen i naprgzen). Efekty
reologiczne takie jak petzanie i relaksacja powoduja miedzy innymi przyrost prze-
mieszczen i odksztalcen w czasie oraz spadek napr¢zen, zmierzajacych do naprezen
od statycznego dzialania obcigzen. Te zjawiska w zakresie ilo§ciowym i jakos$cio-
wym zostaty potwierdzone z duza doktadnoscia.

. Teza badawcza ,, Obliczenia statyczne osrodka (ciata) lepkosprezystego mozna efek-

tywnie realizowac (przeprowadzac) przy stosowaniu modelu catkowego (zastosowa-

nego do konstruowania réwnan fizycznych) i metody elementow czasoprzestrzen-
nych (MECZ)” zostata udowodniona gdyz:

» zastosowano model catkowy stuzacy do opisu ciala (o$rodka) lepkosprezystego,
ktory odpowiednio zaadaptowano do metody elementéw czasoprzestrzennych
(MECZ)

» sformutowano réwnania MECZ z wykazaniem struktury tych rownan oraz ich
cech i sposobu rozwigzania

» testowe przyktady obliczen wskazuja na efektywnos¢ zaproponowanego modelu
do analizy statycznej osrodka lepkosprezystego

. Nowos¢ i oryginalno$¢ Rozprawy stanowig nastepujace elementy:

» przystosowano efektywnie model catkowy opisu osrodka lepkosprezystego do
obliczen przy uzyciu metody elementéw czasoprzestrzennych (MECZ)

» przedstawiono efektywny algorytm obliczen metoda elementéw czasoprze-
strzennych osrodka lepkosprezystego

» istnieje mozliwos¢ analizy os$rodka quasi-statycznego (przypadek szczegdlny
przy pominigciu sit bezwladnosci).

. Istnieje wiele profesjonalnych programéw komputerowych stuzacych do rozwiazy-
wania przerdznych problemow poczatkowo-brzegowych (np. ABAQUS, ANSYS),
w tym takze osrodkow lepkosprezystych. W tych programach stosuje si¢ jednak
rozprzgzenie przestrzeni od czasu. Przy wigkszych predkosciach analizowanych
zjawisk, to rozprzezenie moze by¢ zrodlem istotnych niedoktadnosci obliczen. W
MECZ, przy odpowiednim doborze funkcji ksztaltu takie sprz¢zenie jest rzecza na-
turalng i jak najbardziej mozliwa. Warunki brzegowe, poczatkowe, cechy fizyczne
(w tym lepkosprezyste) moga si¢ dowolnie zmienia¢é w MECZ. Oznacza to, ze
MECZ jest metoda, ktéra mozna stosowac do rozwigzywania probleméw specyficz-
nych. Aby wykaza¢ specjalne cechy i walory MECZ, warto rozwigza¢ takie zadanie
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specyficzne ta metoda, porowna¢ z metodami uzytymi w profesjonalnych progra-
mach, np. ABAQUS, a wszystko zweryfikowa¢ w badaniach doswiadczalnych.
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