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WPROWADZENIE 
 

 
W 2012 roku odby a si  w obiektach Uniwersytetu Technologiczno- 

-Przyrodniczego w Bydgoszczy siódma ju  Sesja Naukowa Mechanika  
Stosowana 2012.  

Sesja zorganizowana by a przez Oddzia  Bydgoski Polskiego Towarzystwa 
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Wydzia  In ynierii Mechanicznej oraz 
Wydzia  Budownictwa i In ynierii rodowiska Uniwersytetu Technologiczno- 
-Przyrodniczego w Bydgoszczy.  

Tematyka prezentowanych w monografii prac dotyczy zagadnie  z zakresu 
mechaniki konstrukcji oraz mechaniki o rodków porowatych. 

W ramach zagadnienia mechaniki konstrukcji przeprowadzono analiz   
konstrukcji mostowej z o onej z makroelementów, przedstawiono metod  roz-
wi zywania grubych p yt ortotropowych, zbadano wp yw geometrii w smu-
k ych s upach kratowych na rozk ad przemieszcze  i si  wewn trznych, 
poddano analizie statycznej p yt  fundamentow  pod komin fabryczny. 

W zakresie problematyki mechaniki o rodków porowatych przedstawiono 
modelowanie kapilarnego transportu cieczy w nienasyconych materia ach 
porowatych, oddzia ywanie fal akustycznych z pó przestrzeni  losowego o rod-
ka warstwowego, makroskopowy opis wciskania niezwil aj cej cieczy w kulk  
materia u porowatego. 

W monografii przedstawiono wyniki prac naukowych realizowanych przez 
pracowników Wydzia u Budownictwa, Architektury i In ynierii rodowiska 
Uniwersytetu Technologiczno-Przyrodniczego w Bydgoszczy oraz Uniwersytetu 
Kazimierza Wielkiego w Bydgoszczy. 

Jako redaktor naukowy monografii „Zagadnienia mechaniki stosowanej” 
pragn  podzi kowa  wszystkim autorom za przygotowanie artyku ów do przed-
stawionej publikacji. Recenzentom dzi kuj  za wnikliwe recenzje. 

 
 
 
Jerzy SAWICKI 
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Mykhaylo Delyavskyy, Jerzy Go a , Maria Olejniczak 
 
ANALIZA STATYCZNA CIENKICH P YT ORTOTROPOWYCH 

W UJ CIU MACIERZOWYM 

1. WST P 

 Wszystkie konstrukcje in ynierskie podlegaj  obci eniu. W celu zapew-
nienia równowagi takich konstrukcji nak ada si  na nie dodatkowe wi zy. Wy-
ró nia si  wi zy sztywne i spr yste. Do sztywnych wi zów zaliczono: podpory 
sztywne, ciany podporowe itp., natomiast do spr ystych: fundamenty p yto-
we, grunt, który traktowany jest jako pod o e spr yste [22, 36, 58]. 
 W procesie pracy konstrukcji obci enie przekazywane jest przez funda-
ment na grunt. Na skutek tego ze strony gruntu powstaje reakcja odwrotna. Zwi -
zek mi dzy reakcj  gruntu a ugi ciem p yty fundamentowej jest do  
skomplikowanym zagadnieniem, poniewa  samo ugi cie zale y od charaktery-
styk odporu gruntu [23, 41, 34, 44]. Okre lenie przemieszcze  i si  wewn trznych 
w oddzielnych elementach konstrukcji wywo anych obci eniem zewn trznym 
nie jest mo liwe bez uwzgl dnienia deformacyjnych w asno ci gruntu [25, 26, 
31]. W asno ci te s  bardzo z o one w porównaniu z materia ami konstrukcyjny-
mi, dlatego przy rozwi zaniu konstrukcji in ynierskich cz sto stosuje si  modele 
uproszczone, w których pod o e spr yste zamienia si  reakcj  (obci eniem) 
dzia aj c  na doln  powierzchni  p yty fundamentowej, która jest roz o ona 
zgodnie z prawem omówionym w [12, 56]. Najprostszym i dotychczas po-
wszechnie stosowanym modelem pod o a spr ystego jest model Winklera [13], 
w którym przyjmuje si  liniowy zwi zek mi dzy ugi ciem p yty a reakcj  gruntu. 
 W pracy przedstawiono metod  rozwi zania cienkiej p yty elbetowej spo-
czywaj cej na takim pod o u. P yta potraktowana jest  jako ortotropowa z mo-
du ami zast pczymi zaproponowanymi przez M.T. Hubera [27]. Huber sugeruje 
oblicza  p yty g sto uzbrojone jak p yty ortotropowe, wprowadzaj c zreduko-
wane sztywno ci zast pcze. Opracowa  model p yty konstrukcyjnie ortotropo-
wej, który zastosowa  do oblicze  p yt elbetowych [28]. Podsumowanie tych 
rezultatów podano w jego monografii [29]. Metod  sztywno ci zast pczych  
do rozwi zywania p yt jednokierunkowo uzbrojonych stosuj  Timoshenko  
i Woinowsky-Krieger [57] oraz Nowacki [47]. 
 Wyra enia sztywno ci zast pczych dla p yt jednostronnie i dwustronnie 
uzbrojonych proponuje Z. K czkowski [33]. Metody okre lenia tych sztywno ci 
dla p yt jednokierunkowo periodycznie ebrowanych opisane s  w pracy [40]. 
 W literaturze omówione s  ró ne metody rozwi zywania p yt cienkich 
jednorodnych oraz zhomogenizowanych, które mo na rozdzieli  na dwie za-
sadnicze grupy: metody analityczne [52, 64] i metody numeryczne [24, 30, 59]. 
Ich analiza podana jest w fundamentalnej monografii pod red. Cz. Wo niaka 
[64]. 
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 Po ród metod numerycznych najcz ciej stosowana jest metoda elementów 
sko czonych [11, 43, 50, 52, 68]. 
 Zaprezentowana w pracy metoda rozwi zywania p yt elbetowych nale y 
do grupy metod analitycznie numerycznych ze wzgl du na wprowadzenie funk-
cji kszta tu i funkcji obci eniowych oraz na zapis warunków brzegowych  
w oddzielnych punktach w z owych na kraw dziach p yty. 

2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 

Analizie poddano cienk  p yt  ortotropow  spoczywaj c  na pod o u spr -
ystym Winklera (rys. 1). 

 

 
Rys. 1. Schemat p yty cienkiej spoczywaj cej na pod o u spr ystym 
 
 Pocz tek kartezja skiego uk adu wspó rz dnych  wybrano  
w geometrycznym rodku p yty. Osie  i  rozmieszczono w p aszczy nie 
oboj tnej p yty w g ównych kierunkach ortotropii materia u. O   skierowa-
no natomiast w dó , aby utworzony uk ad wspó rz dnych by  prawoskr tny. 
Stan równowagi takiej p yty opisuje równanie ró niczkowe czwartego rz du  
o pochodnych cz stkowych: 

 
4 4 4

11 12 66 22 04 2 2 4
1 1 2 2

2 2w w wD D D D K w q
x x x x

 (1) 

gdzie ,  oznaczaj  sztywno ci p yty na zginanie w dwóch wzajemnie 
prostopad ych kierunkach,  wyznacza sztywno  na skr canie,  – sztyw-
no  zwi zan ,  – sztywno  pod o a spr ystego, a  – obci enie przy o-
one do górnej powierzchni p yty. 
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3. ROZWI ZANIE RÓWNANIA PODSTAWOWEGO  

 Rozwi zanie ogólne niejednorodnego równania (1) za o ono w postaci: 

 w = w0 +w*    (2) 

sumy dwóch ca ek: ca ki ogólnej  równania jednorodnego: 
4 4 4

11 12 66 22 04 2 2 4
1 1 2 2

2 2 0w w wD D D D K w
x x x x

          (3) 

oraz ca ki szczególnej  niejednorodnego równania (1). 
 W celu okre lenia ca ki szczególnej obci enie przy o one do górnej po-
wierzchni p yty rozwini to w podwójny szereg Fouriera: 

 

1 20
1 2 1 2

1 1

1 2 1 21 0
1 2 1 2

1 2 1 21 0
1 2 1 2

1 2 1 21 0
1 2 1 2

1 21
1 2

, cos cos

cos cos cos sin

cos sin sin cos

sin cos sin sin

sin sin

mn m n
m n

mn m n mn m n

mn m n mn m n

mn m n mn m n

mn m n

q x x a x x

a x x b x x

b x x c x x

c x x d x x

d x x

  (4) 

 Parametry rozwini cia: 

 1 2

1 2

2 1 2 1
; ;

2 2m n

m n
a a

[1]

1
m

m
a

; [2]

2
n

n
a

 (5) 

 Wspó czynniki szeregu okre la si  nast puj co: 

 
1 2

1 2

1 20
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , cos cos
a a

mn m n
a a

a q x x x x dx dx
a a

 

 
1 2

1 2

1 21
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , cos cos
a a

mn m n
a a

a q x x x x dx dx
a a

 (6) 

itd. Jest to najbardziej ogólna posta  asymptotyczna obci enia jako funkcji 
dwóch zmiennych. Takie podej cie pozwala obci enie (ci g e, dyskretne, sku-
pione) wyrazi  funkcj  ci g , co jest istotnym wymogiem opracowanej metody.  
 Prawa cz  równania (1) jest funkcj  trygonometryczn , zatem ca k  
szczególn  tego równania za o ono w postaci: 



M. Delyavskyy, J. Go a , M. Olejniczak – ANALIZA STATYCZNA CIENKICH P YT...  
 

12 

 

1 2 1 20 1
1 2 1 2

1 1

1 2 1 20 1
1 2 1 2

1 2 1 20 1
1 2 1 2

1 2 1 20 1
1 2 1 2

cos cos cos cos

cos sin cos sin

sin cos sin cos

sin sin sin sin

mn m n mn m n
m n

mn m n mn m n

mn m n mn m n

mn m n mn m n

w A x x A x x

B x x B x x

C x x C x x

D x x D x x

 (7) 

 Poprzez podstawienie zale no ci (7) do równania (1) i przyrównanie wyra-
enia przy jednakowych iloczynach funkcji trygonometrycznych otrzymano 

uk ad równa  algebraicznych wzgl dem niewiadomych wspó czynników , 
 itd.: 

1 1 2 24 2 2 4 0 0
11 12 66 22 02 2m m n n mn mnD D D D K A a  

 1 1 2 24 2 2 4 0 0
11 12 66 22 02 2m m n n mn mnD D D D K B b  (8)  

itd. Ca k  ogóln  równania (3) wybrano w postaci: 

 

1 2 1 2
0 1 1 2 2 1 2

1

1 2 1 2
5 1 2 6 1 2

2 1 2 1
3 2 1 4 2 1

2 1 2 1
7 2 1 8 2 1

sin cos

sin cos

sin cos

sin cos

k k k k
k

k k k k

k k k k

k k k k

w f x x f x x

f x x f x x

f x x f x x

f x x f x x

 (9) 

gdzie  – niewiadome funkcje. Wyra enia (9) pod-
stawiono do równania (3) i po rozdzieleniu zmiennych otrzymano uk ad czte-
rech niezale nych równa  ró niczkowych zwyczajnych czwartego rz du 
wzgl dem niewiadomych funkcji o wska nikach parzystych [19]: 

2 41 2 1 2 1
11 2 1 12 66 2 1 22 0 2 12 2 0

IV

k k k k kD f x D D f x D K f x  

2 41 2 1 2 1
11 6 1 12 66 6 1 22 0 6 12 2 0

IV

k k k k kD f x D D f x D K f x  

2 42 1 2 1 2
22 4 2 12 66 4 2 11 0 4 22 2 0

IV

k k k k kD f x D D f x D K f x  
(10)

 

2 42 1 2 1 2
22 8 2 12 66 8 2 11 0 8 22 2 0

IV

k k k k kD f x D D f x D K f x   
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 Równania wzgl dem funkcji o wska nikach nieparzystych s  takie same. 
Uk ad równa  (10) mo na podzieli  na dwie grupy. Nazwano je  i . Ka d  
grup  podzielono na podgrupy odpowiednio do kierunków zmiennych , 

. W ten sposób otrzymano zatem cztery podgrupy: . Ka dej 
podgrupie przyporz dkowane s  dwie funkcje: 

1 1 2 2
1 1 2 1 1 3 2 4 2 2, ; ,k k k kf x f x f x f x  

 1 1 2 2
5 1 6 1 1 7 2 8 2 2, ; ,k k k kf x f x f x f x  (11) 

 Rozwi zania uk adu równa  (10) za o ono w postaci: 

 2 expj j j
pk pk k jf x R x  (12) 

dla grupy  oraz: 

 2 expj j j
pk pk k jf x R x  (13) 

dla grupy . W wyniku podstawienia wyra e  (12), (13) do uk adu równa  (10) 
otrzymano cztery równania algebraiczne – tzw. równania charakterystyczne 
wzgl dem parametrów ,j j

k k : 

 
4 2 2 41 2 1 2

11 12 66 22 02 2 0k k k kD D D D K  

 
4 2 2 41 2 1 2

11 12 66 22 02 2 0k k k kD D D D K  
(14)

 

 
4 2 2 42 1 2 1

22 12 66 11 02 2 0k k k kD D D D K  

 
4 2 2 42 1 2 1

22 12 66 11 02 2 0k k k kD D D D K   

 Badania numeryczne wykaza y, e pierwiastki tych równa  s  zespolono-
sprz one: 

 
1 11 2 1

3 1 4 1

;

; ; 1,2

j j j j j
k kk k k

j j j j
k k k k

i

j
 (15) 

 Podobnie dla: 

 
2 21 2 1

3 1 4 1

;

; ; 1,2

j j j j j
k kk k k

j j j j
k k k k

i

j
 (16) 

 Mo na zatem ogólne rozwi zanie równa  ró niczkowych (10) przedstawi  
w postaci:  

 
4

1

exp ; 1 4; 1,2j j j
pk j jpk kf x R x p j  
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4

1

exp ; 5 8; 1,2j j j
pk j jpk kf x R x p j  (17) 

 Pierwiastki równa  (14) s  zespolono-sprz one, wi c aby funkcje 
by y rzeczywiste, wspó czynniki  te  musz  by  zespolono-

sprz one. Za o ono zatem: 
 1 1 1 2 2 2;j j j j j j

pk pk pk pk pk pkR C iS R C iS   

 3 1 1 4 2 2;j j j j j j
pk pk pk pk pk pkR C iS R C iS  

(18)
 

Funkcje  przyjmuj  wówczas posta : 
 1 10 0

1 1 1 11,2 1,2 3,4 3,4;k kk k k kf x R F x f x R x  

 2 20 0
2 2 2 25,6 5,6 7,8 7,8;k kk k k kf x R x f x R x  

(19)
 

 W nawi zaniu do powy szego wprowadzono funkcje [31]: 
 

1 1
1 1 1 10

1 1 1
1 1

cosh cos
;

exp

k k

k
k

x x
F x

a

1 1
1 1 1 10

2 1 1
1 1

cosh sin

exp

k k

k
k

x x
F x

a
 

1 1
1 1 1 10

3 1 1
1 1

sinh cos
;

exp

k k

k
k

x x
F x

a

1 1
1 1 1 10

4 1 1
1 1

sinh sin

exp

k k

k
k

x x
F x

a
 

(20)

 

 
1 1

2 1 2 10
1 1 1

2 1

cosh cos
;

exp

k k

k

k

x x
x

a

1 1
2 1 2 10

2 1 1
2 1

cosh sin

exp

k k

k
k

x x
x

a
 

1 1
2 1 2 10

3 1 1
2 1

sinh cos
;

exp

k k

k
k

x x
x

a

1 1
2 1 2 10

4 1 1
2 1

sinh sin

exp

k k

k
k

x x
x

a
 

(21)

 

 Podobnie mo na zapisa  funkcje  odpowiednio dla pa-
rametrów . Wprowadzone funkcje nazwano funkcjami bazowymi rz du 
zerowego. Podstawiono funkcje (19) do zale no ci na ugi cie p yty (9). Wsku-
tek uwzgl dnienia zwi zków (2) i (7) otrzymano wyra enia opisuj ce ugi cie 
p yty w postaci: 



I. MECHANIKA KONSTRUKCJI  
 

15 

 

2 20 0
1 2 1 21 2

1

2 20 0
1 2 1 25 6

1 10 0
2 1 2 13 4

1 10 0
2 1 2 17 8

sin cos

sin cos

sin cos

sin cos

k k k kk k
k

k k k kk k

k k k kk k

k k k kk k

w R F x x R F x x

R x x R x x

R x x R x x

R x x R x x w

 (22) 

4. WYZNACZENIE SI  W WN TRZNYCH W P YCIE 

 Wprowadzono nowe funkcje, które nazwano funkcjami kszta tu: 

 

2 20 0
1 2 1 21 2

2 20 0
1 2 1 25 6

1 10 0
2 1 2 13 4

1 10 0
2 1 2 17 8

sin ; cos

sin ; cos

sin ; cos

sin ; cos

k k k kk k

k k k kk k

k k k kk k

k k k kk k

W F x x W F x x

W x x W x x

W x x W x x

W x x W x x

 (23) 

 Funkcje  nazwano funkcjami obci eniowymi ugi cia p yty. Z uwzgl d-
nieniem powy szych funkcji wyra enia opisuj ce ugi cie p yty przyjmuj  posta : 

 ( ) ( ) ; 1 4; 1 8; 1p k p kw R W w p k  (24) 

 W tym przypadku obowi zuje zasada sumacyjna Einsteina. Podobnie zapi-
sano przemieszczenia styczne: 

 1 ( ) ( ) 1 2 ( ) ( ) 2;p k p k p k p ku R U u u R V u  (25) 
gdzie: 

2 21 1
3 1 2 3 1 21 2

2 21 1
3 1 2 3 1 23 4

1 1 1 10 0
3 2 1 3 2 15 6

1 1 1 10 0
3 2 1 3 2 17 8

sin ; cos

sin ; cos

cos ; sin

cos ; sin

k k k kk k

k k k kk k

k k k k k kk k

k k k k k kk k

U x F x x U x F x x

U x x x U x x x

U x x x U x x x

U x x x U x x x

 (26) 
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2 2 2 20 0
3 1 2 3 1 21 2

2 2 2 20 0
3 1 2 3 1 23 4

1 11 1
3 2 1 3 2 15 6

1 11 1
3 2 1 3 2 17 8

cos ; sin

cos ; sin

sin ; cos

sin ; cos

k k k k k kk k

k k k k k kk k

k k k kk k

k k k kk k

V x F x x V x F x x

V x x x V x x x

V x x x V x x x

V x x x V x x x

 (27)

 

 Funkcje  s  funkcjami kszta tu, a funkcje  to funkcje 
obci eniowe przemieszcze  poziomych . 
 Wprowadzono nowe funkcje bazowe [19] nazywane funkcjami bazowymi 
pierwszego rz du: 

 
0

1 11 11 0 0
1 1 1 3 1 1 2 1

1

k
k k k k k

F x
F x F x F x

x
 

 
0

1 12 11 0 0
2 1 1 4 0 1 1 1

1

k
k k k k k

F x
F x F x F x

x
 

 
0

1 13 11 0 0
3 1 1 1 1 1 4 1

1

k
k k k k k

F x
F x F x F x

x
 

(28) 

 
0

1 14 11 0 0
4 1 1 2 1 1 3 1

1

k
k k k k k

F x
F x F x F x

x
  

 Momenty zginaj ce zapisano w postaci: 

 11 11 22 22;p k p k p k p kM R X M M R Y M  (29) 
gdzie: 

 

2 22 2 0
11 1 12 1 21

2 22 2 0
11 1 12 1 22

2 22 2 0
11 1 12 1 23

2 22 2 0
11 1 12 1 24

1 2 0 2
11 2 12 25

sin

cos

sin

cos

sin

k k kk

k k k kk

k k k kk

k k k kk

k k kk

X D F x D F x x

X D F x D F x x

X D x D x x

X D x D x x

X D x D x 1
1

1 12 0 2
11 2 12 2 16

1 12 0 2
11 2 12 2 17

1 12 0 2
11 2 12 2 18

cos

sin

cos

k

k k k kk

k k k kk

k k k kk

x

X D x D x x

X D x D x x

X D x D x x

 (30) 
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2 22 2 0
12 1 22 1 21

2 22 2 0
12 1 22 1 22

2 22 2 0
12 1 22 1 23

2 22 2 0
12 1 22 1 24

1 2 0 2
12 2 22 25

sin

cos

sin

cos

sin

k k kk

k k k kk

k k k kk

k k k kk

k k kk

Y D F x D F x x

Y D F x D F x x

Y D x D x x

Y D x D x x

Y D x D x 1
1

1 12 0 2
12 2 22 2 16

1 12 0 2
12 2 22 2 17

1 12 0 2
12 2 22 2 18

cos

sin

cos

k

k k k kk

k k k kk

k k k kk

x

Y D x D x x

Y D x D x x

Y D x D x x

 (31) 

 Analizowane funkcje  s  funkcjami kszta tu, a funkcje 
 s  funkcjami obci eniowymi momentów zginaj cych w p ycie. 

Wprowadzone nowe funkcje bazowe: 

 
2 0

1 1 1 1 1 11 12 2 0 2
1 1 1 1 1 1 1 4 1 1 1 12

1

2k
k k k k k k k k

F x
F x F x F x F x

x
 

 
2 0

1 1 1 12 12 2 0 0 2 0
2 1 1 2 1 1 1 3 1 2 12

1

2k
k k k k k k pk k

F x
F x F x F x F x

x
 

 
2 0

1 1 1 13 12 2 0 0 2 0
3 1 1 3 1 1 1 2 1 1 3 12

1

2k
k k k k k k k k

F x
F x F x F x F x

x
 

(32)
 

 
2 0

4 1 1 1 12 2 0 0 2 0
4 1 4 1 1 1 1 1 1 1 4 12 2k j

k j k k k k k k k
j

F x
F x F x F x x F x

x
  

nazwano funkcjami bazowymi drugiego rz du. Pos uguj c si  macierzowym 
zapisem stanu przemieszcze  i napr e  w p ycie, uzyskano [67]: 
 
 *w W R W  

 *
1u U R U ; *

2u V R V  (33)  

 *
11M X R X ; *

22M Y R Y ; *
12M Z R Z   
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5. PRZYK AD OBLICZENIOWY 

Badaniu poddano p yt  prostok tn , z o on  z dwóch p yt o grubo ci 
h = 0,2 m  ka da, o ró nych w asno ciach mechanicznych (rys. 2). 

 

 
Rys. 2. Schemat p yty dwusk adnikowej 
 
 Dla ka dej p yty wprowadzono lokalny uk ad wspó rz dnych 

 oraz oznaczono kraw dzie jak na rysunku. Linie punktowe oznaczaj  
kraw dzie swobodnie podparte, linie ci g e – kraw dzie swobodne. 
 Warunki brzegowe na kraw dziach p yty: 
 na kraw dzi wspólnej: 

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
11 1 2 11 1 2

, , ;

, , ;

w a x w a x

M a x M a x

1 1 1 2 2 2
1 1 2 1 1 2

1 1 1 2 2 2
1 1 2 1 1 2

, ,

, ,

u a x u a x

Q a x Q a x
 

 na kraw dzi swobodnie podpartej 1: 
1 1 1 1 1 1

1 2 11 1 2, 0; , 0w a x M a x  

 na kraw dzi swobodnej 7: 
2 2 2 2 2 2

22 1 2 2 1 2, 0; , 0M x a V x a itd. (34) 

 Dla rozwa anej p yty utworzono z o one macierze kszta tu oraz z o one 
funkcje obci eniowe. Niech  oznacza warto  statyczn  (momenty  
i si y tn ce) lub kinematyczn  (ugi cie i przemieszczenia poziome). Ich zapis  
w postaci macierzowej jest nast puj cy: 

 1 2 1 2, Z R ,Z x x Z x x  (35) 

 Warunek ci g o ci tej wielko ci na wspólnej kraw dzi 3 ma posta : 
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1 1 1 2 2 2

1 2 1 2, ,a x a x  (36) 

 W postaci macierzowej mo na go zapisa  jako: 

 

11 1 1 1 1 1
1 2 * 1 2

22 2 2 2 2 2
1 2 * 1 2

Z , R Z ,

Z , R Z ,

a x a x

a x a x
 (37) 

lub: 

 

1
1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 2

1 1 1 2 2 2
* 1 2 * 1 2

R
Z , Z ,

R

Z , Z , 0

a x a x

a x a x

 (38) 

 Wprowadzono nowe oznaczenia: 

 1 1 1 2 2 2
2 1 2 1 23

Z Z , Z ,x a x a x  (39)  

 1 2R R , R  

 1 1 1 2 2 2
* 2 * 1 2 * 1 23

Z Z , Z ,x a x a x  (40) 

 Nazwano je z o onym wektorem nieznanych parametrów uk adu oraz z o-
on  macierz  kszta tu i z o on  funkcj  obci eniow  na kraw dzi 3. Warunek 

(38) mo na zapisa  w postaci: 

 2 23 3
Z R Z 0x x  (41) 

 Niech na kraw dzi zewn trznej, na przyk ad , zadana jest wielko  
Z(1) a1,x2 =Zp

1 a1,x2 . Warunek ten w postaci macierzowej przybiera form : 

 
1 21 1 1 1 1 1 1

1 2 * 1 2 1 2Z , R Z , R ,pa x a x a x  (42) 

gdzie [O] i {O} oznaczaj  odpowiednio zerow  macierz i zerow  funkcj  ob-
ci eniow . Nast pnie przepisano warunek (42): 

 2 21 1
Z R Z 0x x  (43) 

gdzie: 

 1 1 1
2 1 21

Z Z ,x a x  (44) 
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 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 21

Z Z , Z ,px a x a x  (45) 

 Obliczenia numeryczne wykonano dla nast puj cych charakterystyk mate-
ria u: beton marki 15, modu  Younge’a i wspó czynnik Poissona wynosz  
odpowiednio ; modu  Younge’a pr tów sta-
lowych równa si  , zawarto  obj to ciowa pr tów  
w pierwszej p ycie równa si  , w drugiej p ycie –  . 
Odleg o  osi pr ta od dolnej powierzchni p yty wynosi  Do oblicze  
numerycznych przyj to warto ci zast pcze sztywno ci p yt: 

 (1) (1) 7 2 (2) (2) 7 2
11 22 11 221,6 10 N m ; 1,7 10 N mD D D D   

 (1) 6 -2 (2) 6 -2
12 123,2 10 N m ; 3,4 10 N mD D  (46) 

 (1) 6 -2 (2) 6 -2
66 666,4 10 N m ; 6,8 10 N mD D   

które zosta y okre lone za pomoc  wzorów Hubera [14]. 
Wymiary ka dej p yty okre lono odpowiednio 2a1

1 = 4 m, 2a2
1 = 4 m, 

2a1
1 = 4 m, 2a2

1 = 4 m. Ka da p yta znajduje si  pod obci eniem sta ym 
q 1 = 100 kN m-2, q 2 = 200 kN m-2. Wska nik górny jest numerem p yty.  
 Do oblicze  wybrano 28 punktów w z owych przy obliczeniach opraco-
wanych za pomoc  metody elementów konstrukcyjnych (MEK) i odpowiednio 
1071 w z ów oraz 1000 elementów sko czonych przy obliczeniach z wykorzy-
staniem metody elementów sko czonych (MES). Przy rozwi zaniu konstrukcji 
(MEK) na ka dym brzegu p yty wybrano po cztery punkty w z owe. Na kraw -
dziach zewn trznych w ka dym punkcie s  do wykorzystania po dwa warunki 
brzegowe, na kraw dzi wspólnej 3 – po cztery warunki. Ogólna liczba warun-
ków brzegowych wynosi 64. Jako wspó czynnik sztywno ci pod o a wybrano 
K0 = 5 107N m-3. 
 Na rysunku 3 przedstawiono wykres ugi cia p yty na linii styku dwóch 
elementów konstrukcyjnych (przekrój ); a na rysunku 4 – ugi cia p yty  
w przekroju rodkowym ( ). Wykresy uzyskane za pomoc  (MEK) poda-
ne dla pierwszej p yty zaznaczono lini  ci g  (oznaczenia EK28_(1)), a dla 
drugiej p yty – lini  przerwan  (oznaczenia EK28_(2)). Linia punktowa doty-
czy wyników uzyskanych z wykorzystaniem metody elementów sko czonych 
(MES). Liczba 28 oznacza ogóln  liczb  wybranych punktów w z owych.  
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Rys. 3. Ugi cie linii styku dwóch p yt   

 
Rys. 4. Ugi cie przekroju rodkowego p yty  
 
 Na rysunku 5 przedstawiono wykresy zmiany momentu zginaj cego  
na linii styku dwóch p yt (elementów konstrukcyjnych) uzyskane za pomoc  
opracowanej metody oraz metody elementów sko czonych. Na rysunku 6 za-
prezentowano wykresy zmiany momentu   w przekroju rodkowym 

 p yty. 
 

 
Rys. 5. Wykres zmiany momentu  na linii styku dwóch p yt  
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Rys. 6. Wykresy zmiany momentu  w przekroju  
 
 Warto ci momentów uzyskane ró nymi metodami ró ni  si  istotnie. Na 
brzegu swobodnie podpartym warto ci momentów uzyskane za pomoc  (MES) 
nie spe niaj  zerowego warunku brzegowego. 

6. WNIOSKI 

 Opracowano metod  rozwi zywania z o onych konstrukcji p ytowych 
(MEK), która w istocie jest bliska metodzie elementów sko czonych (MES)  
i wyró nia si  wi ksz  dok adno ci  rozwi zania. 
 Rozwi zano p yt  z o on  z dwóch p yt o tych samych grubo ciach i ró -
nych w asno ciach mechanicznych. 
 Ustalono, e rezultaty uzyskane z wykorzystaniem ró nych metod s  zgod-
ne w cz ci rodkowej p yty i w pobli u kraw dzi, gdy zadane s  kinematyczne 
warunki brzegowe. Dla statycznych warunków brzegowych rezultaty s  istotnie 
rozbie ne. 
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Mykhaylo Delyavskyy, Jerzy Go a , Aleksandra Niespodziana, Maria Olejniczak  
 

ANALIZA STATYCZNA P YTY MOSTOWEJ  
WZMOCNIONEJ KRATOWNIC  PRZESTRZENN  

1. SFORMU OWANIE PROBLEMU 

Mosty s  konstrukcjami zespolonymi, w których d wigary g ówne po -
czone s  z p yt  pomostu. D wigarem no nym mo e by   konstrukcja ukowa 
[48, 66], kratownica [20, 21, 37, 54] lub belka [42, 54]. W pracach tych opisane 
s  nast puj ce sposoby po czenia p yty z d wigarem g ównym: p yta po o ona 
jest na poziomie pasa górnego (jazda gór ) lub na poziomie pasa dolnego (jazda 
do em). W obu przypadkach si y wewn trzne w p ycie, wywo ane ci arem 
w asnym oraz poruszaj c  si  si , przekazuj  si  na elementy d wigara g ów-
nego. Rozwa a si  dwa sposoby po czenia d wigarów z p yt  pomostu: ci g y 
i dyskretny. W przypadku d wigarów kratowych wykazuje si  ma y wp yw 
sposobu po czenia na warto ci si  wewn trznych w pr tach kratownicy. Nie 
uwzgl dnia si  wspó pracy p yty z d wigarem g ównym oraz nie analizuje si  
rozk adu si  wewn trznych w p ycie. Pomija si  równie  odkszta calno  kra-
townic. W pracy [54] omówiono uk ad p ytowo-kratowy, w którym p yt  i kra-
townic  rozpatruje si  oddzielnie. P yt  rozwi zuje si  za pomoc  metody 
Levy’ego przy za o eniu, e kraw dzie pod u ne s  swobodnie podparte, a kra-
w dzie poprzeczne s  usztywnione. W prezentowanej pracy przedstawiono 
metod  rozwi zania uk adu p ytowo-kratowego, w którym p yta po czona jest 
z kratownic  w dyskretnych w z ach pasa dolnego. Zaproponowany sposób 
umo liwia uwzgl dnienie wspó pracy obu cz ci konstrukcji mostowej. 

W pracy zanalizowano okre lony typ konstrukcji mostowej z o onej z makro-
elementów, tj. kratownicy przestrzennej oraz p yty pomostu, modelowanej jako 
cienka izotropowa p yta. Kratownic  stanowi  dwa d wigary kratowe sztywno 
po czone ze sob  na poziomie pasów górnych (rys. 1), które cz  si  z p yt  po-
mostu w dyskretnych punktach (w z ach kratownicy) na kraw dziach pod u nych.  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Rys. 1. Schemat konstrukcji mostowej 

q(x1,x2) 

2 2 

2 1 
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Kraw dzie poprzeczne p yty s  swobodnie podparte. W modelu matema-
tycznym zak ada si  brak mo liwo ci obrotu makroelementu kratownicy wokó  
osi pod u nej jej pasa dolnego. 

Przyj to, e p yta pomostu obci ona jest na górnej powierzchni si  roz o-
on  q(x1, x2), prostopad  do powierzchni p yty oraz reakcjami (tzw. si ami 

wspó dzia ania), które s  wynikiem wspó pracy z kratownic  przestrzenn . 
Si y wspó dzia ania s  skupionymi si ami poprzecznymi, które wyst puj  

na kraw dziach pod u nych p yty pomostowej w miejscach przypadania w -
z ów kratownicy. 

Za o ono, e kratownica obci ona jest tylko nieznanymi si ami wspó -
dzia ania Tk (k = 1,…, n), przy o onymi do jej pasa dolnego, gdzie n oznacza 
liczb  punktów po cze  kratownicy z p yt  [17].  

Kartezja ski uk ad wspó rz dnych 1 2 3Ox x x  obrano w p aszczy nie rodko-
wej p yty z pocz tkiem w jej rodku. Osie 1Ox  i 2Ox  rozmieszczone s  w kierun-
ku pod u nym i poprzecznym, natomiast o  3Ox – skierowana w dó  (rys. 2). 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
Rys. 2.  Schemat obliczeniowy konstrukcji 

W celu rozwi zania tak sformu owanego zagadnienia konstrukcj  hipote-
tycznie rozdzielono na makroelementy. Dla ka dego z nich sformu owano od-
powiednie zwi zki, aby nast pnie poprzez agregacj  wymodelowa  ca  
konstrukcj .  

 
 

2. ROZWI ZANIE P YTY 

Podstawowe równanie zginania cienkiej p yty izotropowej ma posta : 

 
4 4 4

4 2 2 4
1 1 2 2

2w w w q
x x x x D

 (1) 

T2

T3 T4

T3

T1 

T2T1 

x1 h 

x3x2

T4 q(x1, x2) 
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gdzie w oznacza funkcj  ugi cia p yty, D – sztywno  p yty na zginanie oraz 
q – obci enie przy o one do górnej powierzchni p yty. 

Rozwi zanie ogólne niejednorodnego równania (1) wybrano w postaci su-
my dwóch ca ek:  
 *0 www  (2) 

gdzie 0w  jest ca k  ogóln  równania jednorodnego:  

 
4 4 4

4 2 2 4
1 1 2 2

2 0w w w
x x x x  

(3) 

 
 

natomiast  jest ca k  szczególn  równania (1). Obci enie przy o one do 
górnej powierzchni p yty mo na rozwin  w podwójny szereg Fouriera [19]:  

 

1 2
1 2 1 2

1 1

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2
1 2

, cos cos

cos sin sin cos

sin sin

mn m n
m n

mn m n mn m n

mn m n

q x x a x x

b x x c x x

d x x  

(4) 

 1 2

1 2

2 1 2 1
; ;

2 2m n

m n
a a

[1]

1
m

m
a

; [2]

2
n

n
a  

(5) 

w którym wspó czynniki rozwini cia maj  posta : 

 
1 2

1 2

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , cos cos
a a

mn m n
a a

a q x x x x dx dx
a a

 

 
1 2

1 2

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , cos sin
a a

mn m n
a a

b q x x x x dx dx
a a

 (6)
 

 
1 2

1 2

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , sin cos
a a

mn m n
a a

c q x x x x dx dx
a a

 

 
1 2

1 2

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

1 , sin sin
a a

mn m n
a a

d q x x x x dx dx
a a

 

Ca k  szczególn  równania (1) mo na wyrazi  w postaci podobnej do (4), 
tylko z niewiadomymi wspó czynnikami:  

 
1 2 1 2

1 2 1 2
1 1

1 2 1 2
1 2 1 2

cos cos cos sin

sin cos sin sin

mn m n mn m n
m n

mn m n mn m n

w A x x B x x

C x x D x x
 (7) 
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W wyniku podstawienia wyra enia (7) do równania niejednorodnego (1),  
a tak e przyrównania wyra enia przy jednakowych iloczynach funkcji trygono-
metrycznych otrzymano uk ad równa  wzgl dem niewiadomych wspó czynni-
ków , , ,mn mn mn mnA B C D : 

 1 1 2 24 2 2 42 /m m n n mn mnA a D  

 1 1 2 24 2 2 42 /m m n n mn mnB b D
 (8) 

 1 1 2 24 2 2 42 /m m n n mn mnC c D  

 1 1 2 24 2 2 42 /m m n n mn mnD d D  

Ca k  ogóln  równania (3) wybrano w postaci [2]: 

 
1 2 1 2

0 1 1 2 2 1 2
1

2 1 2 1
3 2 1 4 2 1

sin cos

sin cos

k k k k
k

k k k k

w f x x f x x

f x x f x x  

(9) 

gdzie: ( ), 1,2, 1 4j
pk jf x j p  oznaczaj  niewiadome funkcje, które okre-

lono w procesie rozwi zania zagadnienia. Podstawiaj c wyra enie (9) do rów-
nania (3) i rozdzielaj c zmienne, uzyskano uk ad czterech niezwi zanych 
równa  ró niczkowych zwyczajnych czwartego rz du wzgl dem niewiadomych 
funkcji: 

 
21 2 1 1

1 1 1 1 1 12 0
IV

k k k kf x f x f x  

 
22 1 2 2

3 2 3 2 3 22 0
IV

k k k kf x f x f x  
(10)

 

 
21 2 1 1

2 1 2 1 2 12 0
IV

k k k kf x f x f x  
 

22 1 2 2
4 2 4 2 4 22 0

IV

k k k kf x f x f x  
(11)

 

Rozwi zanie uk adu równa  (10) wybrano w postaci: 

 expj j j
pk j pk k jf x R x

 
(12) 

dla uk adu (11) przyj to:  

 expj j j
pk j pk k jf x R x

 
(13) 

Podstawiono wyra enia (12) i (13) do uk adu równa  i otrzymano cztery 
równania algebraiczne, tak zwane równania charakterystyczne z parametrami 

j
k  i j

k , j = 1, 2: 
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4 2 2 43 32 0j j j j

k k k k    

 
4 2 2 43 32 0j j j j

k k k k  
(14)

 
 

Badania numeryczne wykaza y, e pierwiastki ka dego z tych równa  s  
rzeczywiste i podwójne: 
 3 3

1,3 2,4;j j j j
k kk k  

 3 3
1,3 2,4; ; 1,2j j j j

k kk k j  
(15)

 
Ugi cie p yty okre lone jest warto ciami rzeczywistymi, a wi c wspó -

czynniki , ( 1 4, 1,2, 1 )j
pkR p k  te  musz  by  rzeczywiste.   

Rozwi zanie ogólne równa  ró niczkowych (10) i (11) przyjmuje posta : 

 1 1 2 1 2
2 1 2 1 1 2 2 1 1cosh sinhk k k k kf x R x R x x  

           1 2 1 2
2 3 1 2 4 1 1sinh coshk k k kR x R x x

 (16)
 

 1 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 2 1 1cosh sinhk k k k kf x R x R x x  

           1 2 1 2
1 3 1 1 4 1 2sinh coshk k k kR x R x x  

Podobnie zapisano funkcje: 1
2( ), 3,4pkf x p  na kierunku zmiennej 2x . 

Z uwagi na szybko rosn ce funkcje hiperboliczne wprowadzono do (16) funkcje 
unormowane: 

 
3

1 3

sinh
;

exp

j
k jj

k j j
k j

x
x

a

3

2 3

cosh

exp

j
k jj

k j j
k j

x
x

a
  

(17) 

 
3

1 3

sinh
;

exp

j
k jj

k j j
k j

x
x

a

3

2 3

cosh

exp

j
k jj

k j j
k j

x
x

a
 

nazywane funkcjami bazowymi; w wyniku tego otrzymano: 
 
 1 1 1 1[1]

2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1k k k k kf x R B x R x B x 1 1[1] [1]
2 3 1 1 2 4 1 2 1k k k kR B x R x B x  

 (18)
 

 1 1 1[1] [1]
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1k k k k kf x R x R x x 1 1[1] [1]

1 3 1 1 1 4 1 2 1k k k kR x R x x  
 

gdzie na przyk ad: 1
2]1[

11
]1[
11 exp aRR kkk . Podobnie zapisano funkcje na kie-

runku zmiennej 2x . 
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Wprowadzone zosta y nowe funkcje maj ce na celu ujednolicenie zapisu: 

 
1 10 0

1 1 2 1 2 1 1 1 1

1 1
3 1 1 1 4 1 1 2 1

;

;
k k k k

k k k k

F x x F x x x

F x x F x x x
 

 
2 20 0

1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 20 0
3 2 1 2 4 2 2 2 2

;

;
k k k k

k k k k

x x x x x

x x x x x
 

(19)

 

 
1 10 0

1 1 2 1 2 1 1 1 1

1 10 0
3 1 1 1 4 1 1 2 1

;

;
k k k k

k k k k

x B x x x B x

x B x x x B x
 

 
2 20 0

11 2 2 2 2 2 2 1 2

2 20 0
3 2 1 2 4 2 2 2 2

;

;
k k k

k k k k

x B x x x B x

x B x x x B x
  

Przyjmuj  one nazw  funkcji podstawowych. Ostateczna posta  funkcji 
j

pk jf x  jest nast puj ca: 

 1 20 0
1 1 1 1 3 1 3 2;k k k k k kf x R F x f x R x  (20)

 

 1 20 0
2 1 2 1 4 2 4 2;k k k k k kf x R x f x R x  

Po podstawieniu funkcji (20) do wyra enia na ugi cie p yty (9) oraz 
uwzgl dnieniu zwi zków (2) i (7) otrzymano  ugi cie p yty w postaci: 

 
2 20 0

1 1 2 2 1 2

1 10 0
3 2 1 4 2 1

sin cos

sin cos

k k k k k k

k k k k k k

w R F x x R x x

R x x R x x w  (21)
 

gdzie  jest zwi zane z obci eniem p yty i nazwane funkcj  obci eniow . 
Wprowadzono nowe funkcje: 

 
2 20 0

1 1 2 2 1 2

1 10 0
3 2 1 4 2 1

sin ; cos

sin ; cos

k k k k k k

k k k k k k

W F x x W x x

W x x W x x  

(22) 

zwane funkcjami kszta tu ugi cia p yty. Umo liwiaj  one zapisanie wyra enia 
na ugi cie p yty w postaci: 
 ; 1 4; 1 4; 1kp kpw R W w p k  (23) 

Podobnie zapisa  mo na wyra enia na przemieszczenia poziome p yty:  

 
1 1

2 2

kp kp

pk pk

u R U u

u R V u  (24) 
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gdzie: 

 
2 21 1

1 3 1 2 2 3 1 2

1 1 1 10 0
3 3 2 1 4 3 2 1

sin ; cos

cos ; sin

k k k k k k

k k k k k k k k

U x F x x U x x x

U x x x U x x x
 (25) 

 

 
2 2 2 20 0

1 3 1 2 2 3 1 2

1 11 1
3 3 2 1 4 3 2 1

cos ; sin

sin ; cos

k k k k k k k k

k k k k k k

V x F x x V x x x

V x x x V x x x
  

gdzie: pkpk VU , oznaczaj  funkcje kszta tu, a 21 , uu  – funkcje obci eniowe 

przemieszcze  poziomych 1u  i 2u . We wzorach (25)  funkcje bazowe ze 
wska nikiem górnym 1 s  pochodnymi pierwszego rz du od funkcji bazowych 
rz du zerowego. 

Wyra enia na momenty zginaj ce mo na zapisa  w postaci podobnej: 

 11 22;p k p k p k p kM R X X M R Y Y  (26) 
gdzie: 

2 22 2 0
1 1 1 2

2 22 2 0
2 1 1 2

1 12 0 2
3 2 2 1

1 12 0 2
4 2 2 1

sin

cos

sin

cos

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

X D F x F x x

X D x x x

X D x x x

X D x x x

  (27)

 

2 22 2 0
1 1 1 2

2 22 2 0
2 1 1 2

1 12 0 2
3 2 2 1

1 12 0 2
4 2 2 1

sin

cos

sin

cos

k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

Y D F x F x x

Y D x x x

Y D x x x

Y D x x x

 (28)

Funkcje ,p k p kX Y  s  funkcjami kszta tu, a ,X Y – funkcjami obci eniowymi 
momentów zginaj cych w p ycie. Funkcje z górnym wska nikiem 2 s  pochodnymi 
rz du drugiego od funkcji bazowych rz du zerowego. Podobnie zapisa  mo na wyra e-
nia na si y tn ce: 

 1 2;p k p k p k p kQ R T T Q R G G  (29) 
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gdzie: 

 

2 23 2 1
1 1 1 2

2 23 2 1
2 1 1 2

1 1 13 0 2
3 2 2 1

1 1 13 0 2
4 2 2 1

sin

cos

cos

sin

k k k k k

k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

T D F x F x x

T D x x x

T D x x x

T x x x  

(30) 

 

2 2 22 2 0
1 1 1 2

2 2 22 2 0
2 1 1 2

1 12 1 3
3 2 2 1

1 12 1 3
4 2 2 1

cos

sin

sin

cos

k k k k k

k k k k k k

k k k k k

k k k k k

G D F x F x x

G D x x x

G D x x x

G D x x x  

(31) 

 
We wzorach (30) i (31) zdefiniowano funkcje kszta tu si  tn cych w p ycie, 

gwiazdk  oznaczono funkcje obci eniowe, natomiast wska nikiem górnym 3 –
funkcje bazowe trzeciego rz du.  

Nast pnie okre lono uogólnione si y tn ce: 

 1 2;p k p k p k p kV R K K V R H H  (32) 
gdzie: 

 

2 23 2 1
1 1 1 2

2 23 2 1
2 1 1 2

1 1 13 0 2
3 2 2 1

1 13 0 2
4 2 2 1

2 sin

2 cos

2 cos

2 sin

k k k k k

k k k k k

k k k k k k

k k k k k

K F x F x x

K x x x

K x x x

K x x x

 

(33) 

 

2 2 22 3 0
1 1 1 2

2 2 22 3 0
1 1 1 2

1 12 1 3
3 2 2 1

1 12 1 3
4 2 2 1

2 cos

2 sin

2 sin

2 cos

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k

k k k k k

H F x F x x

H x x x

H x x x

H x x x  

(34) 

Wprowadzone wyra enia okre laj ce ugi cia, przemieszczenia styczne, 
momenty, si y tn ce i uogólnione si y tn ce w postaci macierzowej zapisane s  
nast puj co [16]: 
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 *w W R W  

 *
1u U R U ; *

2u V R V   

 *
11M X R X ; *

22M Y R Y ; *
12M Z R Z  (35) 

 *
1Q T R T ; *

2Q G R G   

 *
1V K R K ; *

2V H R H   
 
 
3. ROZWI ZANIE KRATOWNICY 

 
Przyjmuj c, e na konstrukcj  dzia a tylko obci enie prostopad e do po-

wierzchni rodkowej p yty, mo na w rozwa aniach pomin  si y wyst puj ce  
w st eniach poziomych górnych pasów kratownicy oraz na powierzchni 
wspólnej p yty z pasami dolnymi.  

Rozwi zanie uk adu kratowego sprowadza si  zatem do okre lenia prze-
mieszcze  pionowych w z ów kratownicy w punktach wspólnych z p yt . 
Rozwa ania mo na ograniczy  tylko do kratownicy p askiej jako jednego  
z makroelementów konstrukcji (rys. 3).  
 

 
Rys. 3. Cz  kratownicy przestrzennej 

 
Stosuj c zasad  pracy wirtualnej, okre la si  przemieszczenia w z ów 1 i 2 

wywo ane niewiadomymi si ami T1 i T2 [14]: 

 

3 3 3 3
1 1 22

3 3 3 3
2 1 22

1 12 68 6 58
9

1 6 58 12 68
9

k

k

w T b a T b a
h EA

w T b a T b a
h EA

 (36) 

gdzie b 2 2
kh a . Podobnie okre lone s  przemieszczenia 13 ww  i 24 ww  

w drugiej kratownicy wywo ane si ami T3 i T4. 
 

w1 w2T2

hk 

2a2a2a 

T1 

1 2
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4. MODELOWANIE KONSTRUKCJI MOSTOWEJ 
 

Model konstrukcji mostowej zbudowano przez przeprowadzenie agregacji 
oddzielnych makroelementów. Kraw d  poprzeczn  p yty Kp potraktowano jako 
sum  dwóch ci g ych zbiorów: cz ci Kw wspólnej z dolnym pasem kratownicy 
i cz ci swobodnej Ks: 

 p w sK K K  (37) 

Dokonano dyskretyzacji tego zbioru. Zbiór Kp jest zbiorem  n-elemento-
wym, zawieraj cym s punktów swobodnych oraz w = n – s  punktów wspól-
nych. 

 W punktach swobodnych uwzgl dniono warunki zerowania si  momentu 
zginaj cego i uogólnionej si y tn cej, natomiast w punktach wspólnych p yty  
i kratownicy przy o ono niewiadome si y wspó dzia ania 1w wT x T .  

W wyniku st enia górnych pasów kratownicy przemieszczenie poziome 
u2 tego pasa jest równe zeru. Odpowiednio zerowe warto ci przyjmuj  k ty 
obrotu (we wspólnych w z ach) dolnych pasów kratownic i kraw dzi p yty 
wokó  ich osi. Na kraw dziach pod u nych musz  by  spe nione kinematyczne  
i statyczne warunki brzegowe.  

Opracowany model zawiera 2n sta ych, które wyznacza si  z warunków 
brzegowych zapisanych w wybranych punktach kraw dzi p yty. Okre la si  
niewiadome si y wspó dzia ania, przyjmuj c, e przemieszczenia pionowe p yty 
i kratownicy w punktach wspólnych musz  by  jednakowe. 

 
5. OBLICZENIA NUMERYCZNE 
 

W obliczeniach przyj to uproszczony model konstrukcji p ytowo-kratowej,  
w którym zak ada si , e kratownica po czona jest z p yt  w sposób ci g y.   
W tym przypadku zbiór Ks jest pusty, a Kw jest zbiorem pe nym [18]. W rozwa-
aniach przyj to  schemat kratownicy przedstawiony na rysunku 4. 

 
 
 
 
 
 
Rys. 4. Przyj ty schemat kratownicy 
 

Rozpatrzono p yt  o wymiarach: a1 = 10 m, a2 = 5 m, grubo  h = 0,3 m. 
Przyj to wysoko  kratownicy hk = 5 m oraz pole przekroju poprzecznego pr -
tów A = 2 10-3 m2. Obliczenia przeprowadzono z uwzgl dnieniem nast puj -
cych sta ych materia owych dla p yty: modu  Younge’a E = 27000 MPa, 

a1a1

hk
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wspó czynnik Poissona v = 0,25,  natomiast dla kratownicy: E = 205000 MPa, 
v = 0,3. P yt  obci ono si  równomiernie roz o on  na ca ej powierzchni  
q = 10 kN·m-2.  

Warunki ci g o ci ugi  wspólnej cz ci p yty i kratownicy spe niono w 10 
punktach rozmieszczonych równomiernie wzd u  dolnego pasa. W tabeli 1 
przedstawiono, z jak  dok adno ci  spe niane s  warunki ci g o ci ugi  p yty  
i kratownicy statycznie wyznaczalnej w punktach po rednich. 

Tabela 1.  Spe nienie warunków ci g o ci ugi  wspólnej kraw dzi p yta-kratownica 

x1 (m) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Kratownica (cm) 2,410 2,188 1,910 1,693 1,443 1,207 0,963 0,723 0,482 0,241 
P yta (cm) 2,410 2,169 1,928 1,687 1,446 1,205 0,964 0,723 0,482 0,241 
Ró nica (%) 0,000 0,860 0,945 0,356 0,204 0,133 0,087 0,044 0,017 0,154 

 
W tabeli 2 zestawiono warto ci ugi  kraw dzi p yty (x2 = 5) wzmocnionej  

kratownic  (wiersz górny) i p yty swobodnej (wiersz dolny). Ugi cie p yty  
bez kratownicy jest orientacyjnie 15 razy wi ksze ni  p yty wzmocnionej  kra-
townic . Dla p yty wzmocnionej kratownic  podano warto ci ugi , jakie 
otrzymano za pomoc  opracowanej metody (wynik z lewej strony) oraz z wyko-
rzystaniem metody elementów sko czonych w systemie Robot Millenium (wy-
nik z prawej strony). Dla przypadku kratownicy wzmocnionej podano tak e 
ró nice wzgl dne pomi dzy otrzymanymi wynikami. Najwi ksze odchylenie 
rezultatów zaobserwowano w rodku kraw dzi p yty. W miar  zbli enia si  do 
naro nika ró nica ta maleje do zera. Ugi cie rodka p yty wynosi w(0,0) =  
= 2,0374 (cm). 

Tabela 2. Warto ci ugi cia kraw dzi p yty 

x1 (m) 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 

P
yt

a 
 

z 
kr

at
ow

ni
c

 
(c

m
) 

1,906
2,103

1,730 
1,819 

1,510 
1,600 

1,339
1,420

1,141
1,220

0,955
1,139

0,761
0,795

0,572
0,591

0,381
0,390

0,191 
0,205 

0,000 
0,000 

10,5% 6,9% 6,6% 6,0% 5,7% 4,8% 4,4% 3,9% 2,9% 0,4% 0,0% 

P
yt

a 
be

z 
kr

at
ow

ni
cy

 
(c

m
) 

27,31 26,98 26,01 24,40 22,20 19,45 16,21 12,55 8,7 4,35 0,00 

 
Warto ci ugi  wybranych punktów przekroju rodkowego poprzecznego 

(x1 = 0) p yty przedstawiono w tabeli 3. Sens wyników podanych dla p yty 
usztywnionej kratownic  jest taki sam jak w tabeli 2. 
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Tabela  3.  Warto ci ugi  przekroju poprzecznego (x1 = 0) p yty 

x2 (m) 5,0 4,5 4,0 3,5 3,0 2,5 2,0 1,5 1,0 0,5 0,0 

P
yt

a 
 

z 
kr

at
ow

ni
c

 
(c

m
) 

1,906
2,091

1,889 
2,003 

1,877 
2,039 

1,882
1,990

1,903
2,033

1,932
2,021

1,964
2,038

1,993
2,069

2,017
2,080

2,032 
2,090 

2,037 
2,010 

10,5% 6,2% 6,0% 5,4% 5,4% 4,8% 4,0% 3,4% 3,0% 3,0% 3,0% 

P
yt

a 
be

z 
kr

at
ow

ni
cy

 
(c

m
) 

27,32 27,77 28,16 28,50 28,79 29,02 29,22 29,36 29,47 29,53 29,55 

 
Na rysunku 5 zaprezentowano wykresy zmiany ugi cia p yty w przekroju 

rodkowym (x1 = 0), a na rysunku 6 – w przekroju kraw dziowym (x2 = 5) dla 
po owy kratownicy. Krzywe górne dotycz  p yty wzmocnionej kratownic ,  
a krzywe dolne – p yty bez wzmocnienia. Efekt wzmocnienia jest istotny. 
Wzmocnienie p yty powoduje oko o pi tnastokrotne zmniejszenie ugi cia. 

 

 
Rys. 5. Warto ci ugi cia przekroju rodkowego p yty (x1 = 0) (mm) 
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Rys. 6. Warto ci ugi cia przekroju kraw dziowego p yty (x2 = 5,0 m) (mm) 

 
Nast pnie rozwa ono przypadek p yty wzmocnionej kratownic  jednokrot-

nie statycznie niewyznaczaln  z dodatkow  podpor  w rodku rozpi to ci. 
Przyj to takie same wymiary p yty i kratownicy oraz sta e materia owe. W tabe-
li 4 podane s  warto ci ugi  w wybranych punktach wspólnej cz ci p yty  
i kratownicy (x2 = 5). 

Tabela 4. Warto ci ugi  wspólnej cz ci p yty i kratownicy 

x1 (m) 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 
Kratownica  

(cm) 0,0 0,247 0,494 0,741 0,988 1,236 1,483 1,730 1,977 2,224 

P yta (cm) 0,0 0,255 0,494 0,794 0,988 1,193 1,483 1,775 1,977 2,164 
Ró nica (%) 0,0 4,10 0,00 -6,61 0,00 3,61 0,00 -2,55 0,00 2,79 

 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 9,5 
Kratownica 

(cm) 2,471 2,718 2,965 2,595 2,224 1,853 1,483 1,112 0,741 0,332 

P yta (cm) 2,471 2,831 2,965 2,709 2,224 1,792 1,483 1,157 0,741 0,333 
Ró nica (%) 0,00 -3,98 0,000 -4,23 0,000 3,44 0,00 -3,87 0,00 -0,00 

 
Maksymalne rozchodzenie si  warto ci ugi  p yty i kratownicy otrzymano 

w punkcie (1,5;5) i wynosi ono w przybli eniu 7%. Wykresy  ugi  p yty i kra-
townicy w przekroju kraw dziowym przedstawiono na rysunku 7.  
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0
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Rys. 7. Warto ci ugi  wspólnej cz ci p yty  i kratownicy statycznie niewyznaczalnej 

 

6. WNIOSKI 

Opracowano metod  rozwi zywania konstrukcji p ytowo-kratowej z o o-
nej z p yty izotropowej i kratownicy przestrzennej. 

Wykazano ci g o  ugi  p yty i kratownicy na ca ej d ugo ci pasa dolnego 
oraz istotny wp yw wzmocnienia p yty kratownic  przestrzenn  na warto ci 
ugi  w wybranych punktach  p yty. 

Ustalono, e po czenie p yty z kratownic  prawie pi tnastokrotnie zmniej-
sza ugi cie p yty w porównaniu z p yt  swobodn . 
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Mykhaylo Delyavskyy, Jerzy Go a , Maria Olejniczak, Krystian Rosi ski 
 

METODA ROZWI ZYWANIA GRUBYCH P YT 
ORTOTROPOWYCH 

 

1. WST P 

 Metody formu owania modeli p yt s  obszernie opisane w literaturze. Teo-
rii p yt cienkich i pow ok po wi cono wiele ksi ek, monografii i prac przegl -
dowych. Mniej  opracowa  dotyczy p yt redniej grubo ci i grubych. W ród 
prac opublikowanych po polsku na szczególn  uwag  zas uguje monografia pod 
redakcj  Czes awa Wo niaka [31], w której usystematyzowano teorie technicz-
ne p yt i pow ok redniej grubo ci. Opisano m.in. teorie Lévy’ego, Love’a,  
Reissnera, Hencky’ego i Bolle’a. Osobny rozdzia  po wi cono teorii liniowych 
p yt redniej grubo ci: uogólnionej teorii Hencky’ego-Bolle’a opartej na hipote-
zie kinematycznej oraz uogólnionej teorii Reissnera, w której zak ada si   
hipotez  statyczn  rozk adu napr e  po grubo ci p yty. Rozwa ono ró ne wa-
rianty fizycznej niejednorodno ci p yt – w szczególno ci przypadek p yty  
o symetrycznej niejednorodno ci poprzecznej, pod u nie jednorodnej oraz p yty 
anizotropowej. Wprowadzono wspó czynniki cinania, za pomoc  których 
uwzgl dnia si  efekty cinania poprzecznego przy zginaniu p yt. 
 Analizie utraty stateczno ci pow ok cienkich przy wymuszeniach termicz-
nych po wi cono prac  [6] autorów Awrejcewicza i Kryski, w której rozwa a 
si  wariacyjnie spr ony dynamiczny model i podej cie wariacyjne. Rozwi za-
no równania ró nicowe przy pe nych warunkach pocz tkowych. 
 Monografi  [7] po wi cono rozwi zaniu trójwymiarowych zagadnie  teo-
rii spr ysto ci w odniesieniu do p yt. W szczególno ci zanalizowano zagad-
nienia liniowe statyczne i dynamiczne oraz nieliniowe. Rozwi zano zagadnienia 
teorii termospr ysto ci z uwzgl dnieniem i bez uwzgl dniania sprz e  pól 
odkszta ce  i temperatury. 
 W pracy [8] opisano drgania p yt. Uwzgl dniono teoretyczno-do wiad-
czalne badania drga  konstrukcyjnie niejednorodnych p yt i pow ok, w tym p yt 
o z o onym kszta cie, ustrojów z niejednorodno ci  jednosk adnikow  i wielo-
sk adnikow . Przeprowadzono analiz  drga  swobodnych p yt o z o onej struk-
turze za pomoc  metody elementów sko czonych. Opisano równie  drgania 
p yt z uwzgl dnieniem dodatkowych mas (dodatków dyskretnych w postaci cia  
doskonale sztywnych) oraz metody optymalizacji kszta tu powierzchni w ra-
mach racjonalnego projektowania p yt i pow ok. 
 Analiz  grubych p yt i tarcz z wykorzystaniem metody elementów sko -
czonych opisano w pracy [38]. Przedstawiono podstawowe równania stanu p y-
towego i tarczowego. Przeprowadzono analiz  p yt prostok tnych. Zastosowano 
równie  wielomiany Legendre’a do analizy grubych p yt i tarcz. Analityczne 
rozwi zanie niejednorodnych p yt grubych znajdziemy w pracy [15] natomiast 
wspó dzia anie p yty z kratownic  przedstawiono w pracy [16]. 



M. Delyavskyy, J. Go a , M. Olejniczak, K. Rosi ski – METODA ROZWI ZYWANIA... 

38 

2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 

 Badaniu poddano grub  p yt  ortotropow  o grubo ci  i wymiarach  
w rzucie . P yta jest odniesiona do bazy ortonormowanej 

. Uk ad wspó rz dnych  wybrano w kierunku wersorów . 
 

 
Rys. 1. Schemat p yty 

 P yta jest obci ona na powierzchni dolnej obci eniem normalnym  
i stycznym o intensywno ci , a na powierzchni górnej – obci eniem .  
 Na powierzchni p yty s  do spe nienia po trzy statyczne warunki brzegowe: 

(1) 

gdzie . Pole powierzchni p yty wybrano w postaci [53]: 

 

 

 

 

(2) 

 (3) 

  W analizowanym przypadku  s  niewiado-
mymi funkcjami dwóch zmiennych, opisuj cymi stan napr e  i przemieszcze  
w p ycie w p aszczyznach równoleg ych do jej p aszczyzny rodkowej. Funkcje 
te nazwano potencja ami przemieszcze . Okre lone s  one w procesie rozwi -
zania zagadnienia. Za pomoc  funkcji  spe nione s  warunki brzegowe na 
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powierzchniach p yty. Funkcje te koryguj  stan napr e  w p ycie odpowiednio 
do wi zów na o onych na jej powierzchniach. Z tego wzgl du nazwano je ko-
rektorami. 
 Funkcje  opisuj  rozk ad przemieszcze  po grubo ci 
p yty. Funkcje te nie mog  by  okre lone w procesie rozwi zania zagadnienia,  
a musz  by  wybrane a priori. Umo liwia to modelowanie ró nych stanów 
napr e  w p ycie. W zwi zku z tym funkcje te nazwano modelatorami. 
 Korzystaj c z równa  fizycznych [31]: 

(4) 

 

 
(5) 

gdzie ,  oznaczaj  sztywno ci materia u ortotropowego, okre lono sk a-
dowe tensora napr e : 

 

 

 

 

 

(6) 

 

 (7) 

 

 
(8) 

 Korektory okre lono z warunków brzegowych (1) zadanych na powierzch-
niach p yty. Po podstawieniu ich do przemieszcze  (2-3) otrzymano ostateczn  
posta  przemieszcze : 

 

 

(9)  
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Podobnie zapisa  mo na wyra enie na przemieszczenie  

 

 

 

(10) 

gdzie ,  to funkcje zwi zane z obci eniem zewn trznym. 
 
 Podobnie po podstawieniu korektorów do wyra e  (6-8) otrzymano osta-
teczn  posta  napr e . 

3. BUDOWA RÓWNA  RÓWNOWAGI 

Wyra enia na napr enia w p ycie zapisano w postaci operatorowej: 

 

 

 

 

 
 

(11) 

 (12) 

 (13) 

Podane równania mo na zapisa  w postaci wska nikowej: 

 (14) 

gdzie: 
  –  indeks napr enia , 
  –  indeks potencja u przemieszcze  , 
  –  kierunek osi wspó rz dnych , 
  –  symbol pochodnej, 

 – funkcje obci eniowe wyra one przez sk adowe wektora ob-
ci e  przy o onych do p yty, 

 – operatory materia owe wyra one przez sta e materia owe i gru-
bo  p yty. 
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 Kolejnym krokiem post powania jest zapisanie równa  równowagi: 

 (15) 

w postaci operatorowej: 

 (16) 

gdzie  oznaczaj  kombinacje liniowe funkcji obci eniowych . Operatory 
ró niczkowe  maj  posta : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (17) 
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 U yty powy ej symbol  oznacza pochodn  od operatora materia owego 
wzgl dem parametru , np.: 

 (18) 

4. ROZWI ZANIE RÓWNA  RÓWNOWAGI 

 Rozwi zanie niejednorodnego uk adu równa  równowagi (16) wybrano w 
postaci sumy: 

 (19) 

ca ki ogólnej  równania jednorodnego: 

 (20) 

oraz ca ki szczególnej  niejednorodnego równania (16). 
Ca k  szczególn  wybrano nast puj co: 

 

 

 

 

 

(21) 

Nieznane wspó czynniki  okre lono z równania 
niejednorodnego (16). W tym celu obci enie zewn trzne roz o ono w podwój-
ne szeregi Fouriera, tak eby zachowa  charakter symetrii pola przemieszcze . 

Ca k  ogóln  jednorodnego uk adu równania (20) wybrano w postaci: 
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(22) 

gdzie  oznaczaj  funkcje nieznane, w których . 

 Nast pnie podstawiono potencja y  do uk adu równa  (20). Wy-
konano operacj  ró niczkowania wzgl dem zmiennych , . Po rozdzieleniu 
zmiennych rozpatrzono uk ad trzech równa  zwyczajnych ró niczkowych 
wzgl dem nieznanych funkcji . Równania na kierunku zmiennej , tj. 

wed ug funkcji , maj  posta : 

 

 

 

 

 

(23) 
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(24) 

 

 

 

 

(25) 

Na kierunku zmiennej  równania s  podobne. Jest to uk ad o wspó czyn-
nikach zmiennych po grubo ci p yty. Po to, aby go rozwi za , dokonano reduk-
cji symetrycznej: 

 (26) 

oraz antysymetrycznej: 

 (27) 

 Po zredukowaniu przeanalizowano dwa roz czne uk ady równa  drugiego 
i trzeciego rz du. Pierwszy uk ad dotyczy stanu tarczowego, a drugi – stanu 
gi tnego p yty. 
 Rozwi zanie tych uk adów równa  wybrano w postaci: 

 (28) 

Po podstawieniu rozwi za  (28) do uk adu równa  ró niczkowych (23)-
(25) rozpatrzono uk ad równa  algebraicznych, tzw. równa  charakterystycz-
nych, odpowiadaj cych równaniom (23)-(25): 
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(29) 

oraz: 
 

 

 

(30) 

 Wspó czynniki  wyra one s  przez sta e materia owe i parametr  
nast puj co: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(31) 

Uk ady równa  algebraicznych (29), (30) jako jednorodne maj  rozwi za-
nie niezerowe tylko wtedy, gdy wyznaczniki ich macierzy s  równe zero: 

 (32) 
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 (33) 

Równanie (32) jest równaniem czwartego, a (33) – równaniem szóstego 
rz du; zawieraj  one pierwiastki: 

 (34) 

 (35) 

 (36) 

 (37) 

 (38) 

 Wyznaczniki macierzy równa  (29), (30) s  zerowe, dlatego równania s  
liniowo zale ne. Za niezale ny wybrano wspó czynnik  w stanie tarczo-

wym i  w stanie gi tnym. Odpowiadaj ce im funkcje  i  
te  wybrano jako niezale ne. Niezale ne funkcje mo na okre li  nast puj co: 

 (39) 

 W prawej cz ci tego wyra enia wska nik  wyst puje dwa razy.  
W zwi zku z tym poni ej w celu uproszczenia zapisu zastosowano zasad  su-
macyjn  Einsteina: je eli w jakim  wyra eniu pewien wska nik wyst puje 
dwukrotnie, nale y dokona  operacji sumowania po tym wska niku odpowied-
ni  ilo  razy. 

Funkcje  nazwano funkcjami podstawowymi. Okre lono je na-
st puj co: 

 (40) 

Funkcje bazowe  maj  posta : 

 (41) 

 (42) 
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 (43) 

 (44) 

Zale n  funkcj   okre la si  nast puj co: 

 (45) 

Wspó czynniki  wyra aj  zwi zki mi dzy parametrami  i  
w równaniu (291). 
 Podobnie okre lono niezale n   oraz zale ne  i  
funkcje w stanie gi tnym p yty. 
 Funkcje  nale y podstawi  do potencja ów przemieszcze  (22). 

Podobnie okre lono funkcje  na kierunku zmiennej  i te  podstawio-
no do potencja ów przemieszcze . Maj c potencja y przemieszcze , mo na 
podstawi  je razem z ich pochodnymi do wyra e  na przemieszczenia i zapisa  
je w postaci jednolitej: 

 

 
(46) 

Wprowadzone funkcje nazwano funkcjami kszta tu, a funkcje z „ ” – 
funkcjami obci eniowymi przemieszcze  p yty. 

Za pomoc  równa  fizycznych (4), (5) okre lono napr enia normalne: 

 

 
(47) 

styczne: 
(48) 

i tn ce: 

 (49) 

U yty powy ej wska nik  Znaczy to, e w iteracji pierwszej 
 na ka dym kierunku zmiennej  wyst puje 10 sta ych, wo-

bec czego musi by  spe nionych 10 warunków brzegowych na tym kierunku. 
Na ogó  mo na wykorzysta   dowolnych sta ych, dzi ki którym warunki 
brzegowe s  spe nione w oddzielnych punktach kraw dzi p yty. 
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Poni ej rozpatrzono ró ne typy warunków brzegowych zadanych na przy-
k ad na kraw dzi . 
 
1. Brzeg p yty zamocowany 

 Musz  by  spe nione trzy zmienne po grubo ci warunki statyczne: 

 (50) 

gdzie  – zadane przemieszczenia punktów kraw dzi  p yty.  
 

Po to, aby wyeliminowa  parametr , nale y zredukowa  warunki brzego-
we (50). 

Redukcja symetryczna: 

 (51) 

daje wy cznie przemieszczenia punktów kraw dzi p yty. 
Redukcja antysymetryczna przemieszcze  tangencjalnych  da-

je obroty punktów kraw dzi p yty wokó  osi  i . Redukcja antysyme-
tryczna przemieszczenia : 

 (52) 

jest ciskaniem poprzecznym p yty. W danym modelu tego efektu nie uwzgl d-
niono, wobec czego warunku (52) nie wzi to pod uwag . 
 
2. Brzeg obci ony p yty 

 W tym przypadku s  do spe nienia trzy zmienne po grubo ci statyczne 
warunki brzegowe: 

 (53) 

gdzie  oznacza zadane na brzegu p yty obci enia. 

Redukcja symetryczna napr e   daje si y normalne styczne  
i tn ce przy o one do brzegu p yty, a redukcja antysymetryczna napr e  

,  – moment zginaj cy  i moment skr caj cy  
przy o one do brzegu p yty. 

Redukcja antysymetryczna napr enia tn cego  daje si  ciska-
j c  p yty po grubo ci. W tym przypadku postawiono warunek brzegowy: 

 (54) 

który nie jest spe niony. 
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3. Brzeg p yty podparty spr y cie 

 W tym przypadku nale y spe ni  trzy warunki brzegowe mieszane: 

 

 

 

(55)  

Warunki te s  kombinacj  rozpatrzonych poprzednio warunków, wi c dla 
ka dego typu zamocowania kraw dzi trzeba spe ni  5 warunków brzegowych 
na tej kraw dzi i 5 warunków na kraw dzi przeciwleg ej. Podobnie zapisano 
warunki brzegowe na kierunku zmiennej . W taki sposób nale y spe ni  20 
warunków brzegowych za pomoc  20 sta ych . W ka dej nast pnej iteracji 

 liczba sta ych  zwi ksza si  o . Rozwi zuj c sformu owany 
uk ad równa , okre lono te sta e, zatem po podstawieniu ich do wzorów (2), (3) 
i (4)-(5) mo na wyznaczy  przemieszczenia i napr enia w p ycie grubej orto-
tropowej obci onej na obu powierzchniach w sposób dowolny. 

5. WNIOSKI 

 Opracowano metod  rozwi zywania grubej p yty ortotropowej pod obci -
eniem normalnym i stycznym przy o onym do górnej i dolnej powierzchni. 

Dok adnie spe niono warunki statyczne na powierzchniach zewn trznych za 
pomoc  korektorów. Ponadto uwzgl dniono wp yw ciskania poprzecznego na 
stan napr e  i przemieszcze  w grubej p ycie ortotropowej. 
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Jerzy Go a , Lubov Onyshko, Mykhaylo Senjuk, Dariusz Buchaniec 
 

STRESS STATE IN HOMOGENEOUS MATERIAL 
HAVING CRACK 

1. INTRODUCTION  

The construction materials having no uniform structure are widely used in                       
different branches Mechanical Engineering. The most general procedure which 
have been used to  solution of such materials is homogenization one. One of the 
many approaches  using  for homogenization of material is theory of micropo-
larity  parameters have been proposed by Prof. Cz. Wozniak [63-65].  
W. Nagórko and Cz. Wozniak [45, 46] have used the theory of micropolarity  
parameters to account of ribbed slabs. Using the method of ‘tolerance averag-
ing’ Authors have reduced the solution of the problem to differential equation 
of fourth order with constant ‘effective’ modulus. 

Prof. J. Awrejciewicz and others [1-5] have worked the procedure of ho-
mogenization of differential equations describing the considered problem. This 
procedure have been applied to the construction having unidirectional reinforc-
ing elements [4, 5].  

A square membrane reinforced in two main directions by the continuous 
fibers is solved in article [1]. The problem is described by Poisson equation 
with respect to unknown displacement of the membrane. Next the sought func-
tion is expressed in terms of small parameter and approximated by the power 
series. 

As a result the considered problem is reduced to problem for uniform dis-
tribution of fiber stiffness alone the membrane. Authors [2] apply  the procedure 
of homogenization to quasi- periodic structure which are described by a linear 
second order differential equation. Its solution is sought in the form of power 
series. 

The article [3] deals the analysis of influence of functionally graded mate-
rial parameters on longitudinal rod deformations. The problem is described by  
a linear second order differential equation the same as [2]. The expansion of 
solution into the power series is used. As an example two typical gradient cases 
are considered, when gradient described by a square and cubic polynomial. 
There is  shown the results obtained by the  exact and asymptotic methods are 
very close. 

Inhomogeneous material having cracks is considered in this paper. The lo-
cal ‘effective’ properties of material are smeared all over the structural volume 
near the crack tip. 
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2. CONSTRUCTION OF A MODEL 

Let us consider a material having variable properties all over its area. Such 
material is called structurally inhomogeneous. Let us consider the vector 

 of material structure, where  is a component of 
structure. Introduce also the space of material mechanical characteristics  
as the combination of rigidity  and strength  spaces. The material in this 
paper is represented as intersection of  and  spaces.  

The type of the structure represents a measure of homogeneity of material. 
The homogeneous material has a scalar structure, while a material composed of 
homogeneous components (for example reinforced material) has a vector struc-
ture and so on  [14]. 

Assume that the considered material is characterised by the scalar struc-
tures. Such material is call a microinhomogeneous one. 

Such materials are represented as a continuous set ‘characteristic’ micro-
volumes which mutually intersect. Assume that inside every microvolume the 
material is ‘statistically homogeneous’. All defects are less than the dimensions 
of the microvolume are averaged over it. The distribution of random quantity , 
which defines mechanical properties of the material (rigidity or strength param-
eters), is described by a modified Weibul-Bolotin law [9]. 

 (1) 

Here parameter m characterizes the structure inhomogeneity (the case 
 represents an absolute inhomogeneous material, while  represents 

an absolute homogeneous one). The volume  is a measure of the material 
defectiveness. Define this volume as an averages volume of pores and denote it 
as a structural material volume. Assume that real volume v is ;  
for absolute homogeneous material and  for absolute inhomogeneous one. 

According to this model, the rigidity and strength parameters inside the 
volume v are constants and are determined as averaged over the semi-infinite 
intervals 

 (2) 

Substituting expression (1) to formulae (2) we obtained 

 (3) 
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Here , where V is total volume of the material, while  is sum-
mary volume of its inhomogeneity. Then parameter in eq. (2) can be determined 
as . 

Thus we come to such model of microinhomogeneous material:  
1.  Material is represented as a continuous set of equal volumes which do not 

intersected.  
2.  Mechanical properties of material inside the arbitrarily chosen volume v are 

the same and are equal to the . They differ are distinguished from prop-
erties X for total material. 

From equation (3) we see that 
. (4) 

3. ANALYSIS OF THE STRESSED STATE FOR THE CRACKED 
MATERIALS 

Let us consider the infinite unit thickness of microinhomogeneous sheet 
with an  unloaded a crack. The crack is related to orthonormalized basic set 

 with the origin in this crack center and axis Ox1, directed along its 
edges. At infinity the sheet loaded by uniformly distributed tensile load is ori-
ented in the -angle direction to the crack line. 

Accomplish transformation to the local polar coordinate system  at 
the crack tip. At any arbitrary taken point of its vicinity consider the characteris-
tic volume (Fig. 1).  

 

 
 

Fig. 1. The characteristic volume near the crack tip 
 
The area of the microvolume is equal to 

 (5) 

Using equation (3) we establish the relation between parameters v and v0 

 (6) 
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where 

 (7) 

Then define the dimensions of microvolume. From equation (5) it obtained  

 (8) 

Accept  
 (9) 

Taking into account the relation (6), (7), (9) we obtain 

 (10) 

For calculation we postulate that 

 (11) 

where  is average volume of the defect. 
Let us introduce the ‘effective’ (volume-averaged) components of strain 

tensor [13, 39] 

 

 (12) 

Here 

 

 (13) 

where are components of the displacement vector. They are determined 
for the "effectively" homogeneous material according to relations [13] 

 (14) 

In the above relation, ; ,  are stresses complex poten-

tials for the homogeneous infinite isotropic plane with a crack [10];  in 
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the case of plane tension, where  is for plane stressed state, 
while  for plane strain.  

The stressed state in a microinhomogeneous cracked plane is described by 
volume-averaged components of stresses tensor: 

; 

 (15) 

Here G[v] and  are shear modules, and Poisson's ratio for the material within 
the considered volume v; S is the area of its cross-section (by the plane x1x2); 

. 
For cracks having sizes , according to [13], we obtain the asymp-

totical representations of relations (15). Now we can write expression for the 
‘effective’ normal tensile stress , 

 

;      (16) 

where and  are stress intensity factors. 

; 

;                                 (17) 

; 

; 

;                       (18) 

.                             (19) 

The coefficient  (17) is the ratio of the uniformly distributed at infinity 
and mutually perpendicular stresses  and ;  is the angle between the 
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stress  direction and the crack line. Parameter  equals the unit for the 
bending of a plate.  
 

Assume the microinhomogeneous material in issue is isotropic in any mi-
crovolume 

 (20) 

where ,  and  are Young’s module, Kirchhoff’s module and Poisson 
coefficient for microvolume material. Assume that for any inhomogeneity de-
gree  the material is isotropic. In such case  [10]. Then the 
following relationship takes place: 

 (21) 

where G and  are Kirchhoff’s module and Poisson coefficient for macrovolume 
material. 

The direction of crack propagation is determined from extreme condition 

 (22) 

Thus we obtained the third order equation for angle [11] 

 (23) 

Consider the area concentrate on the crack tip to have a radius , 
where  is a set of natural numbers. Changing n in the interval  
we represent all material as concentric areas set. We will treat those areas as the 
stressed state levels for microinhomogeneous material.  
From eq. (10) we have 

 (24) 

Function  is determined from eq. (7) for Poisson coefficient. Thus 

 (25) 

Here  is the Poisson coefficient for absolutely homogeneous material. 
Satisfying the additional condition 
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 (26) 

we obtained the Poisson coefficient  expressed by degree   

 

 
 

 
 
Fig. 2. Dependence of stress (a) and its direction (b), on angle   

 
The solid lines are for value  = 0.01, while the dash lines for  =1, 1 

corresponds to value  = 0.1, 2 –  = 0.5 and 3 –  = 0.9. 
The curves (Fig. 2b) show the dependence of the crack propagation angle 

 on the angle  of external load. The calculations have shown the quantity  
is independent to the material Poisson’s ratio and its inhomogeneity degree . It 
is also independent of the volume dimensions  and  and its distance from the 
crack tip. Limiting  we obtained  which is inconsistent with the 
fact observed. The curves presented in the (Fig. 2a) illustrate the dependence of 
maximal macrostress  on the angle . Stress  depends on this pa-
rameters.  

It tends to zero for an absolutely inhomogeneous material and approaches 
infinity in the case of an absolutely homogeneous one. The microvolume v 
tends to zero in this case. It agrees with results of classical fracture mechanics 
for homogeneous body. 
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5. CONCLUSION 
 

The mathematical model of microinhomogeneous cracked material has 
been proposed. 

The model is supported on the threeparameter Weibull-Bolotin law and on 
the bases of linear fracture mechanics. 

The volume averaged components of stresses tensor near the crack tip have 
been obtained 
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Tomasz Janiak, Aleksandra Niespodziana, Adam Grabowski 

WP YW GEOMETRII W SMUK YCH S UPACH 
KRATOWYCH NA ROZK AD PRZEMIESZCZE  I SI  

WEWN TRZNYCH 

1. WPROWADZENIE 

Kratownice s  jednym z podstawowych typów elementów konstrukcyjnych 
stosowanych w budownictwie. Wed ug klasycznej definicji kratownice zbudo-
wane s  z pr tów prostych, po czonych przegubowo w w z ach, przenosz -
cych wy cznie si y osiowe. Cho  mo liwe s  bardziej z o one ustroje, to 
najcz ciej kratownice konstruuje si  w taki sposób, e s siednie pr ty ograni-
czaj  pola o kszta cie trójk tów. 

Zginane d wigary kratowe s  zazwyczaj na tyle sztywne, a ich prze-
mieszczenia na tyle ma e, e nie wp ywaj  w istotny sposób na rozk ad si   
wewn trznych w pr tach – w tym przypadku zasada zesztywnienia (jedno  
z podstawowych za o e  wytrzyma o ci materia ów) jest jak najbardziej uza-
sadniona. Istnieje jednak grupa smuk ych ustrojów kratowych, takich jak masz-
ty, wie e, konstrukcje wsporcze kominów przemys owych czy s upy wysokich 
hal, w których obci enie pionowe jest jednym z wa niejszych, a przemiesz-
czenia konstrukcji (przede wszystkim poziome) mog  w istotny sposób wp y-
wa  na rozk ad si  w pr tach [35, 49, 52, 55, 61, 62]. 

2. CEL I ZAKRES ANALIZY 

Analizie poddano smuk e dwuga ziowe s upy wykratowane, traktowane 
jako uk ady p askie oraz trzy- i czteroga ziowe s upy przestrzenne. S upy dwu-
ga ziowe obci ano niesymetrycznym obci eniem pionowym (jednorazowo 
obci ana by a tylko jedna ga ). S upy przestrzenne obci ano si ami piono-
wymi o równych warto ciach, przyk adanymi jednocze nie do wszystkich ga -
zi. Parametrem ró nicuj cym s upy by  sposób (kszta t) wykratowania, 
rozumiany jako uk ad krzy ulców. Poszczególne typy wykratowania, przedsta-
wione na rysunku 1, oznaczono liczbami od 1 do 4. W wykratowaniu typu 4 
krzy ulce mijaj  si  (nie s  ze sob  po czone), co tworzy uk ad statycznie nie-
wyznaczalny. W s upach przestrzennych ograniczono si  do analizy wykrato-
wa  typu 1 i 2, ale dodatkowym czynnikiem ró nicuj cym by o ukierunkowanie 
krzy ulców w ka dej pionowej p aszczy nie wykratowania (pomi dzy s sied-
nimi ga ziami). 

Przeprowadzone obliczenia numeryczne mia y na celu: 
 wykazanie wp ywu sposobu wykratowania na wielko ci statyczne i geome-

tryczne w smuk ych uk adach kratowych, 
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 okre lenie wp ywu nieliniowo ci geometrycznej na pole przemieszcze   
i napr e  w tego typu konstrukcjach, 

 ocen  przydatno ci analizy liniowej. 

 
Rys. 1. Analizowane sposoby wykratowania s upów 

3. ANALIZA NUMERYCZNA 

W obliczeniach wykorzystano dwa autorskie programy komputerowe ba-
zuj ce na metodzie elementów sko czonych, uwzgl dniaj ce nieliniowo ci 
geometryczne zwi zane z przemieszczeniami w z ów s upów kratowych. Jeden  
z programów s u y  do oblicze  s upów p askich, a drugi – przestrzennych.  
W programach zastosowano algorytmy metody iteracyjnej, w której na podsta-
wie lokalizacji w z ów z poprzedniej iteracji wyznaczana jest macierz sztywno-
ci uk adu w iteracji bie cej. Jednocze nie uwzgl dniany by  stan wst pnego 

napr enia w pr tach kratownicy, wynikaj cy z ich wyd u enia lub skrócenia  
w iteracji poprzedniej. Proces narastania przemieszcze  w kolejnych iteracjach 
przedstawiany by  w formie graficznej – przyk adowe wykresy przemieszcze  
zaprezentowano na rysunku 2. 

a)                     b) 

  
Rys. 2.  Wykresy deformacji: a) kratownicy p askiej (warto ci przemieszcze  powi k-

szono dziesi ciokrotnie), b) kratownicy przestrzennej czteroga ziowej (warto-
ci przemieszcze  powi kszono dwudziestokrotnie) 
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3.1. S UPY DWUGA ZIOWE 

Przedmiotem oblicze  by y s upy kratowe, których ogólny schemat przed-
stawiono na rysunku 3. Wysoko  s upów wynosi a H = 10,0 m, a rozstaw ga -
zi b w jednej serii oblicze  wynosi  1,0 m, a w drugiej – 0,6 m. Ka dy s up  
obci any by  jedn  si  pionow  obci aj c  ga  lew  (si a PL na rys. 3)  
lub praw  (si a PP). Przyjmowano warto ci si  PL i PP wynosz ce 300 kN lub 
600 kN. Skrócone wyniki oblicze , obejmuj ce warto ci ekstremalnych si   
w pr tach kratownicy (zawsze wyst puj  one w ciskanej ga zi s upa) oraz 
ekstremalne przemieszczenia poziome, dotycz ce w z a obci onego, przed-
stawiono w tabelach 1 i 2. Wyniki w wierszach pogrupowane s  dla poszcze-
gólnych typów wykratowania zaprezentowanych na rysunku 1. 

 
Rys. 3. Schemat s upa kratowego p askiego (dwuga ziowego) 

Warto ci w ostatnich wierszach (opisane jako „typ 2 porównawczy”)  
s  wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu in ynierskiego, komercyjnego 
programu RM-Win. Obliczenia wykonano na podstawie teorii I rz du (analizy 
liniowej). Przy modelowaniu s upa w programie RM-Win przyj to, e ga zie 
wykonane s  z dwuteowników walcowanych normalnych I200, a wykratowanie 
– z rur kwadratowych o wymiarach 60×60×5 mm. Warto doda , e przy si ach  
o warto ci 300 kN i przyj ciu d ugo ci wyboczeniowych ga zi z p aszczyzny 
uk adu równych 10,0 m wyt enie ga zi ze wzgl du na warunki SGU wynosi 
oko o 101%, a odpowiednio przy si ach 600 kN i d ugo ci wyboczeniowej 
5,0 m (odpowiadaj cej wyst pieniu dodatkowych usztywnie  w po owie wyso-
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ko ci s upa) uzyskano wyt enie 95%. Przemieszczenia dla typu porównawcze-
go mo na odnie  do ca kowitej wysoko ci s upa H (pozwala to wprost spraw-
dzi  warunek SGU). W ten sposób okre lone, wzgl dne przemieszczenia s  
równe: 
• dla b = 1,0 m i si y 300 kN – H/459, 
• dla b = 0,6 m i si y 300 kN – H/275, 
• dla b = 1,0 m i si y 600 kN – H/229, 
• dla b = 0,6 m i si y 600 kN – H/137. 

Tabela 1. Wyniki oblicze  dla kratownicy o rozstawie ga zi b = 1,0 m 

Si a obci aj ca Obci enie lewej ga zi Obci enie prawej ga zi 

Typ  
wykratowania 

Si a obci aj ca
(kN) 

Min. si a 
w pr cie 

kratownicy 
(kN) 

Ekstremalne
przem. 
(mm) 

Min. si a 
w pr cie 

kratownicy 
(kN) 

Ekstremalne
przem. 
(mm) 

Typ 1 300 -306,15 -20,5 -307,51 25,0 
600 -625,70 -42,9 -631,35 52,3 

Typ 2 300 -306,82 -22,8 -306,82 22,7 
600 -628,44 -47,5 -628,46 47,4 

Typ 3 300 -307,54 -20,6 -307,54 20,6 
600 -631,58 -43,2 -631,58 43,2 

Typ 4 300 -297,37 -22,7 -297,37 22,7 
600 -609,03 -47,2 -609,03 47,3 

Typ 2 
porównawczy 

300 -300,00 -21,8 -300,00 21,8 
600 -600,00 -43,7 -600,00 43,7 

 
Tabela 2. Wyniki oblicze  dla kratownicy o rozstawie ga zi b = 0,6 m 

Si a obci aj ca Obci enie lewej ga zi Obci enie prawej ga zi 

Typ 
wykratowania 

Si a obci aj ca
(kN) 

Min. si a 
w pr cie 

kratownicy 
(kN) 

Ekstremalne
przem. 
(mm) 

Min. si a 
w pr cie 

kratownicy 
(kN) 

Ekstremalne 
przem. 
(mm) 

Typ 1 
 

300 -318,36 -36,8 -322,38 44,8 
600 -683,46 -83,7 -701,45 101,5 

Typ 2 
 

300 -320,35 -40,8 -320,35 40,7 
600 -692,26 -92,6 -692,29 92,3 

Typ 3 
 

300 -322,73 -37,4 -322,73 37,4 
600 -705,10 -86,7 -705,10 86,7 

Typ 4 
 

300 -299,13 -40,6 -299,13 40,6 
600 -647,76 -91,5 -647,76 91,6 

Typ 2 
porównawczy 

300 -300,00 -36,4 -300,00 36,4 
600 -600,00 -72,8 -600,00 72,8 
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ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKÓW 

Przy porównywaniu wyników jako bazowe przyj to warto ci si  i prze-
mieszcze  uzyskane dla typu 2 porównawczego (dla ka dej z dwóch serii obli-
cze  przyj to, e stanowi  one 100%). 

S upy kratowe typu 1 i 2 s  niesymetryczne wzgl dem osi pionowej,  
w zwi zku z czym nale y spodziewa  si  ró nic w wynikach si  i przemiesz-
cze  uzyskanych przy obci aniu lewej i prawej ga zi. Dla s upów typu 1,  
w których wszystkie krzy ulce s  nachylone w tym samym kierunku, uzyskano 
ró nic  wzgl dn  si  przy obci aniu raz lewej, a raz prawej ga zi nie wi ksz  
ni  2,6% (dla b = 0,6 m i si y 600 kN). Analogiczna ró nica dotycz ca prze-
mieszcze  maksymalnych wynosi prawie 22%. S upy typu 2 s  równie  niesy-
metryczne, ale w nich krzy ulce pochylone s  naprzemiennie w lewo i w prawo. 
Dla nich uzyskano identyczne warto ci si  i niewiele ró ni ce si  przemieszcze-
nia (ró nice by y nie wi ksze ni  0,5%).  

W przypadku s upów o rozstawie ga zi b = 1,0 m i b = 0,6 m zaobserwo-
wano, e analiza nieliniowa generalnie daje wi ksze warto ci si  w ga zi obci -
onej – wyj tkiem s  s upy statycznie niewyznaczalne typu 4. Maksymalne 

przyrosty si  w ga ziach obci onych wynosz : 
• 5,3% dla s upów o rozstawie ga zi b = 1,0 m, 
• 17,5% dla s upów o rozstawie ga zi b = 0,6 m. 

W obu przypadkach dotyczy to s upów typu 3 obci onych si  600 kN. 
Porównanie warto ci przemieszcze  nie prowadzi do jednoznacznych 

wniosków. W przypadku s upów o rozstawie ga zi b = 1,0 m dla niektórych 
typów wykratowania analiza nieliniowa daje mniejsze warto ci przemieszcze  
ni  bazowe. Szczegó owo przedstawia si  to nast puj co: 
• najmniejsze przemieszczenia – oko o 94% warto ci bazowej – zaobserwo-

wano dla s upa typu 1 przy obci eniu lewej ga zi si  300 kN; w przypad-
ku s upów o wykratowaniu symetrycznym najmniejsze przemieszczenia (dla 
typu 3) wynios y 94,5%, 

• najwi ksze przemieszczenia – oko o 120% warto ci bazowej – zaobserwo-
wano dla s upa typu 1 przy obci eniu prawej ga zi si  600 kN; w przy-
padku s upów o wykratowaniu symetrycznym najwi ksze przemieszczenia 
(dla typu 2) wynios y oko o 108,5%. 

Dla s upów o rozstawie ga zi b = 0,6 m, bardzo smuk ych, analiza nielinio-
wa dawa a wi ksze warto ci przemieszcze . Uzyskano w tym przypadku wyniki: 
• dla s upów niesymetrycznych typu 1 uzyskano warto ci wzgl dnych prze-

mieszcze  w zakresie od 101,1% (obci enie lewej ga zi si  300 kN) do 
139,4% (obci enie prawej kraw dzi si  600 kN), 

• dla s upów symetrycznych warto ci przemieszcze  z analizy nieliniowej 
mie ci y si  w przedziale od 102,8% (typ 3 przy obci eniu si  300 kN) do 
125,8% (typ 4 przy obci eniu si  600 kN). 

Dokonano równie  oszacowania wra liwo ci s upów o ró nych typach 
wykratowania na efekty nieliniowe. Przy stosowaniu teorii liniowej przyrost si   
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i przemieszcze  konstrukcji jest proporcjonalny do przyrostu obci enia.  
W przypadku analizy nieliniowej taka zale no  z za o enia musi by  w mniej-
szym lub wi kszym stopniu nieliniowa. Dla analizowanych s upów zastosowa-
no obci enia si ami o warto ci 300 lub 600 kN, w zwi zku z czym jako miar  
wra liwo ci przyj to zale no  (0,5 w600 – w300)/w300 100%, gdzie w300 oznacza 
analizowan  wielko  (ekstremaln  si  wewn trzn  lub przemieszczenie) obli-
czon  przy obci eniu si  300 kN, a w600 – t  sam  wielko  przy sile 600 kN. 
Zaobserwowano, e wra liwo  okre lona w odniesieniu do przemieszcze  jest 
wi ksza ni  odniesiona do si  wewn trznych. Dla kratownic o b = 1,0 m naj-
wi ksz  wra liwo  (4,9%) zanotowano dla wykratowania typu 3. Równie  
przy b = 0,6 m dla kratownic typu 3 wykazano najwi ksz  wra liwo , a wyno-
si a ona a  15,9%.  

3.2.  S UPY PRZESTRZENNE TRZYGA ZIOWE  
I CZTEROGA ZIOWE 

Przedmiotem analizy by y przestrzenne s upy kratowe, czyli takie, których 
pr ty nie le  w jednej p aszczy nie. Ogólne ich schematy przedstawiono na 
rysunku 4. Wysoko  wszystkich s upów wynosi a H = 10,0 m. S upy trzyga -
ziowe mia y w rzucie kszta t trójk tów równobocznych o d ugo ciach boków 
wynosz cych a = 0,6 m. S upy czteroga ziowe zbudowane by y na planie kwa-
dratu o bokach a = b = 0,6 m lub prostok ta o wymiarach a = 0,6 m i b = 1,0 m. 

 
Rys. 4.  Schematy s upów kratowych przestrzennych: a) widok s upa trzyga ziowego, 

b) przekrój poziomy s upa trzyga ziowego, c) widok s upa czteroga ziowego, 
d) przekrój poziomy s upa czteroga ziowego 
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Zastosowanie w odniesieniu do s upów przestrzennych identycznych jak 
w stosunku do s upów p askich kryteriów ró nicuj cych spowodowa oby uzy-
skanie podobnych rezultatów. Dlatego w przypadku analizy s upów przestrzen-
nych skupiono si  na ocenie wp ywu przestrzennego uk adu wykratowania  
na stan napr e  w pr tach i przemieszcze  w z ów. Nie ró nicowano obci e-
nia, które w ka dym przypadku sk ada o si  z si  pionowych o warto ci  
P = 2000 kN (lub mniejszej, je li si y 2000 kN powodowa y utrat  stateczno ci 
s upa), obci aj cych ka d  z ga zi s upa. Sumaryczne obci enie s upów czte-
roga ziowych by o 1,33 razy wi ksze ni  sumaryczne obci enie s upów trzy-
ga ziowych. 

Podstawowymi typami wykratowania s upów przestrzennych by y typy 1  
i 2 przedstawione na rysunku 1. Ukierunkowanie krzy ulców w ka dej piono-
wej p aszczy nie wykratowania (pomi dzy dwiema s siednimi ga ziami) mo e 
by  ró ne, dlatego okre lono dodatkowo podtypy zestawione na rysunku 5. Na 
rysunku tym przedstawiono rozwini cia bocznych p aszczyzn wykratowania 
s upów. 

 
Rys. 4. Podtypy wykratowania s upów trzyga ziowych i czteroga ziowych 

Wszystkie podtypy bazuj  na podstawowym typie 1, dlatego oznaczono je 
symbolami od 1a do 1f. Podtypy 1a i 1b odnosz  si  do s upów trzyga zio-
wych, pozosta e – do s upów czteroga ziowych.  

Wybrane wyniki analizy s upów trzyga ziowych zestawiono w tabeli 3,  
a wyniki analizy s upów czteroga ziowych – w tabelach 4 i 5. Si a obci aj ca 
ka d  ga  wynosi 2000,0 kN, co oznacza, e w przypadku analizy liniowej 
uzyskano by w ga ziach si y ciskaj ce o warto ciach -2000,0 kN, a pozosta e 
pr ty by yby zerowe. Pojawienie si  w ga ziach wi kszych co do warto ci 
bezwzgl dnej si  ciskaj cych oraz ró nych od zera si  w pozosta ych pr tach 
jest skutkiem prowadzenia analizy nieliniowej. Maksymalne wypadkowe prze-
mieszczenia poziome w z ów (zestawione w dwóch ostatnich kolumnach tabel 
3÷5) s  wychyleniami w z ów analizowanych s upów poza pierwotne (okre lo-
ne przed obci eniem) osie ich pionowych ga zi. 
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Tabela 3. Wyniki oblicze  s upów kratowych trzyga ziowych 

Typ  
wykratowania 

Si a 
obci aj ca 
pojedyncz  

ga  
(kn) 

Minimalna 
si a w 

ga ziach  
(kn) 

Ekstremaln
a si a w 

wykratowa
niu (kn) 

Maksymalne 
przemieszczenie 
poziome w z ów 

(wypadkowe) (mm) 
analiza 
liniowa 

analiza 
nieliniowa 

Typ 1a 
(krzy ulce  

jednosko ne) 
2000,0 

-2026,2 30,58 32,52 38,42 

Typ 1b 
(krzy ulce  

dwusko ne) 

-2726,4 63,40 32,52 82,35 

Typ 2 -2026,2 30,58 3,25 3,79 
 
Tabela 4.  Wyniki oblicze  s upów kratowych czteroga ziowych na planie kwadratu 

0,6×0,6 m 

Typ 
wykratowania 

Si a 
obci aj ca 
pojedyncz  

ga  
(kn) 

Minimalna 
si a  

w ga ziach 
(kn) 

Ekstremalna 
si a w 

wykratowa
niu (kn) 

Maksymalne 
przemieszczenie 
poziome w z ów 

(wypadkowe) (mm) 
analiza 
liniowa 

analiza 
nieliniowa 

Typ 1c 2000,0 -2011,8 13,75 23,00 24,81 
Typ 1d 1700,0 -2256,9 49,07 19,55 69,50 
Typ 1e 1500,0 -1959,3 38,03 17,25 66,24 
Typ 1f 2000,0 -2522,7 38,19 23,00 55,59 
Typ 2 2000,0 -2011,8 13,75   2,30   2,47 

 
Tabela 5.  Wyniki oblicze  s upów kratowych czteroga ziowych na planie prostok ta 

0,6×1,0 m 

Typ 
wykratowania 

Si a 
obci aj ca 
pojedyncz  

ga  
(kn) 

Minimalna 
si a w 

ga ziach  
(kn) 

Ekstremaln
a si a w 

wykratowa
niu (kn) 

Maksymalne 
przemieszczenie 
poziome w z ów 

(wypadkowe) (mm) 
analiza 
liniowa 

analiza 
nieliniowa 

Typ 1c 2000,0 -2185,0 27,63 18,96 29,50 
Typ 1d 2000,0 -2343,1 36,95 18,96 43,91 
Typ 1e 2000,0 -2414,1 47,53 18,96 54,25 
Typ 1f 2000,0 -2255,3 28,96 18,96 33,25 
Typ 2 2000,0 -2019,4 14,74   1,90   2,02 
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ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKÓW 

Analiza s upów kratowych przestrzennych ukierunkowana by a na okre le-
nie wp ywu uk adu krzy ulców w poszczególnych p aszczyznach wykratowania 
na statyk  i przemieszczenia tych uk adów. W celach porównawczych warto ci 
si  w pr tach s upów, uzyskane w wyniku oblicze  uwzgl dniaj cych nielinio-
wo ci geometryczne, odnoszono do warto ci si y obci aj cej pojedyncz  ga-

. Warto ci przemieszcze  z analizy nieliniowej odnoszono z kolei do 
przemieszcze  uzyskanych na podstawie oblicze  liniowych. 

W ka dym z uwzgl dnianych typów ustrojów kratowych najlepszy okazy-
wa  si  2. typ wykratowania, w którym krzy ulce ka dej p aszczyzny wykrato-
wania tworzy y zygzak. Uzyskiwano w jego przypadku ekstremalne si y  
w ga ziach o warto ciach nie wi kszych ni  101,31% warto ci si  obci aj -
cych i warto ci si  w pozosta ych pr tach s upów nie wi ksze ni  1,53% warto-
ci si  obci aj cych. Maksymalne przemieszczenia poziome w z ów, okre lone 

poprzez analiz  liniow  by y zawsze oko o 10 razy mniejsze w stosunku do 
przemieszcze  s upów o wykratowaniach typu 1. Proporcja ta wynika z faktu, 
e w kierunku pionowym w s upach wyst puje 10 pól skratowania. Ukierunko-

wanie krzy ulców w jedn  stron  (typ 1) powoduje, e przemieszczenia te ku-
muluj  si  wraz ze wzrostem wysoko ci. Przeciwstawne ukierunkowanie 
krzy ulców (typ 2) powoduje, e przemieszczenia z s siednich pól wykratowa-
nia (przesuwaj c si  w kierunku pionowym) wzajemnie si  znosz . Dla wykra-
towania typu 2 analiza nieliniowa generowa a przemieszczenia do 17% wi ksze 
ni  analiza liniowa.  

Badane podtypy wykratowania typu 1 przedstawiono na rysunku 4.  
W przypadku s upów trzyga ziowych uwzgl dniano podtypy 1a i 1b. Dla pod-
typu 1a uzyskano warto ci si  w pr tach ustroju identyczne jak dla wykratowa-
nia typu 2. Wzrost warto ci przemieszcze  z analizy nieliniowej w stosunku do 
liniowej wyniós  oko o 18%, co jest równie  porównywalne z wynikami uzy-
skanymi dla typu 2. W przypadku podtypu 1b uzyskano stosunkowo du y 
wzrost si  w ga ziach, wynosz cy 36,3%. Odpowiada  temu wzrost przemiesz-
cze  a  o 153% w stosunku do analizy liniowej. Tak bardzo ró ni ce si  wyniki 
si  i przemieszcze , uzyskane dla podtypów 1a i 1b, wynikaj  z odmiennego 
sposobu deformacji s upów. Na rysunku 5 przedstawiono widziane z góry uk a-
dy pr tów s upów po deformacji. S up (o wykratowaniu 1a – jednosko nym 
usytuowaniu krzy ulców na rozwini ciu) dozna  skr cenia wokó  swojej osi 
pionowej, co zaprezentowano na rysunku 5a. Na rysunku 5b (odpowiadaj cym 
wykratowaniu 1b) widoczne jest, e s up dozna  odchylenia od pionu oraz nie-
wielkiego skr cenia. W a nie to wychylenie od pionu by o g ówn  przyczyn  
tak du ego wzrostu si  i przemieszcze  obliczonych za pomoc  analizy nieli-
niowej. 

W przypadku s upów czteroga ziowych analizowano cztery podtypy wy-
kratowania typu 1. Dla wykratowania 1c uzyskano stosunkowo najmniejsze 
wzrosty si  i przemieszcze  w stosunku do analizy liniowej. Wykratowanie to 
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wywo uje skr canie si  s upa wokó  w asnej osi bez wi kszej deformacji jego 
przekrojów poziomych. Pozosta e podtypy (1d÷1f) powoduj  w mniejszym lub 
wi kszym stopniu wychylenia s upów od pionu oraz istotn  deformacj  ich 
przekrojów poziomych (z prostok tnych staj  si  równoleg oboczne). Najwi k-
szy wzgl dny wzrost si  (o oko o 33%) zaobserwowano dla s upa kwadratowe-
go o wykratowaniu 1d. Najwi kszy wzrost przemieszcze  w z ów wynosi  
184% i wyst pi  w s upie kwadratowym o wykratowaniu 1e.  

a)                                                        b) 

 

Rys. 5. Widok z góry zdeformowanych s upów trzyga ziowych: a) o wykratowaniu 
typu 1a, b) o wykratowaniu typu 1b (uwaga: warto ci deformacji powi kszono 
dziesi ciokrotnie) 

Czteroga ziowe s upy kwadratowe o wykratowaniu 1d i 1e wykaza y 
najmniejsz  no no . Analiza nieliniowa dowiod a, e przy obci eniu ca kowi-
tym wynosz cym 4×2000 kN nast puje utrata stateczno ci, dlatego obci ono 
je ostatecznie mniejszymi si ami.  

4. PODSUMOWANIE  

Przeprowadzone analizy dotyczy y smuk ych ciskanych s upów krato-
wych, jednak e w stosunku do s upów p askich (dwuga ziowych) przyj to inne 
kryteria ró nicuj ce ni  do s upów przestrzennych (trzy- i czteroga ziowych). 
Z tego wzgl du wnioski wynikaj ce z wyników uzyskanych dla s upów p a-
skich i przestrzennych nie pokrywaj  si . 

Na podstawie przeprowadzonych oblicze  i analizy wyników dla s upów 
p askich (dwuga ziowych) mo na stwierdzi , e: 
1. W wi kszo ci typowych przypadków oblicze  statyczno-wytrzyma o -

ciowych p askich s upów kratowych analiza liniowa jest wystarczaj co do-
k adna.  

2. W przypadku s upów bardzo smuk ych, obci onych niesymetrycznie  
i mocno wyt onych zastosowanie analizy liniowej mo e powodowa  istot-
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ne niedoszacowanie wyników, przy czym wi ksze ró nice wyników uzysku-
je si  dla przemieszcze , a mniejsze dla si . W przeprowadzonych oblicze-
niach najwi ksze niedoszacowanie przemieszcze  wynosi o oko o 40%. 

3. Spo ród analizowanych czterech typów wykratowania (patrz: rys. 1) nie 
mo na obiektywnie wskaza  typu najlepszego. Porównuj c przyk adowo 
wyniki uzyskane dla typów 3 i 4, mo na zauwa y , e dla typu 3 otrzymano 
mniejsze warto ci przemieszcze , a dla typu 4 – mniejsze warto ci si  we-
wn trznych. 

4. W przypadku wykratowania typu 1 uzyskano niesymetryczne wyniki prze-
mieszcze  i si  wewn trznych przy obci aniu lewej i prawej ga zi s upa. 
Przy wiadomym i rozs dnym stosowaniu takiego wykratowania dla s upów 
obci anych niesymetrycznie (np. s upów hal z suwnicami) mo na osi gn  
rozwi zania optymalne. 

Analiza s upów przestrzennych nasuwa nast puj ce wnioski: 
1. Najlepszym typem wykratowania takich s upów (daj cym w analizie nieli-

niowej najmniejsze przyrosty si  wewn trznych i przemieszcze  w z ów) 
okaza  si  typ 2, w którym krzy ulce w ka dej p aszczy nie wykratowania 
tworz  aman  w kszta cie zygzaka. 

2. W przypadku wykratowa  typu 1 najlepsze okaza y si  podtypy 1a i 1c.  
W obu przypadkach krzy ulce na rozwini ciach s upów (rys. 4) by y usta-
wione jednosko nie, czyli ich osie by y do siebie wzajemnie równoleg e. 
Powodowa o to skr canie si  s upów wokó  w asnej osi, ale nie generowa o 
istotnych deformacji ich przekrojów poziomych i nie zakrzywia o osi s upa 
traktowanego jako ca o . Dla takich wykratowa  uzyskiwano warto ci si  
wewn trznych niemal identyczne jak w przypadku wykratowania typu 2. 
Nale y jednak mie  na uwadze to, e gdyby takie s upy by y elementami 
uk adów statycznie niewyznaczalnych, ich skr canie si  pod wp ywem si  
osiowych wprowadza oby dodatkowe napr enia w tych uk adach. 

3. Pozosta e podtypy wykratowania, tj. 1b i 1d÷1f, powodowa y istotne defor-
macje kszta tu przekrojów poziomych s upów lub/i wychylenia ich osi od 
pionu. Wywo ywa o to w analizie nieliniowej znaczny wzrost si  wewn trz-
nych w pr tach (osi gaj cy nawet 36%) i bardzo du y wzrost przemieszcze  
poziomych w z ów (ponad trzyipó krotny) w stosunku do oblicze  linio-
wych. Dodatkowym negatywnym skutkiem wprowadzenia takiego wykra-
towania by o obni enie no no ci s upów (nast powa a utrata ich stateczno ci 
przy obci eniach, które przenosi y s upy o innym uk adzie wykratowania). 
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Nina Zdolbicka 
 

ANALIZA STATYCZNA P YTY FUNDAMENTOWEJ  
POD KOMIN FABRYCZNY 

1. SFORMU OWANIE PROBLEMU 

Rozwa a si  cienk  p yt  elbetow  swobodnie posadowion  na gruncie ja-
ko fundament pod komin fabryczny. W modelu matematycznym taka p yta po-
traktowana jest jako jednorodna i ortotropowa z modu ami zast pczymi, po o ona 
na pod o e spr yste Winklera. Modu y zast pcze opisane s  za pomoc  wzorów 
zaproponowanych przez Hubera [27]. Wzory te zamieszczono w monografii [33]: 

  
 

 
 

 ,    (1) 

gdzie    – odpowiednio modu  Younge’a i wspó czynnik Poissona mate-

ria u betonu,  – stosunek modu ów Younge’a pr tów stalowych  

i betonu,    – zawarto  obj to ciowa pr tów w kierunkach osi

 i  – odleg o ci od osi pr ta do p aszczyzny rodkowej p yty.  
Dzia ania komina zamieniono obci eniem poprzecznym o intensywno ci , 
roz o onym równomiernie na obszarze prostok tnym  

 (rys. 1). 

 
Rys. 1. P yta obci ona polem 
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Rozwi zanie p yty fundamentowej sprowadzono do rozwi zania podsta-
wowego równania zginania cienkich p yt ortotropowych na spr ystym pod o u 
Winklera [57]: 

 
    (2) 

gdzie  oznaczaj  sztywno ci na zginanie, skr canie i sztywno ci mieszane,  

a  – sztywno  pod o a spr ystego. Warto ci tego wspó czynnika dla ró -
nych rodzajów gruntu podaje Z. K czkowski [33]. 

2. OKRE LENIE CA KI OGÓLNEJ RÓWNANIA 
PODSTAWOWEGO  

Rozwi zanie równania (2) podano w postaci sumy dwóch rozwi za : ca ki 
ogólnej  równania jednorodnego (3): 

  (3) 

oraz pewnej ca ki szczególnej niejednorodnego równania (2). 
Obci enie przy o one do górnej powierzchni p yty mo na rozwin   

w podwójny szereg Fouriera: 

  (4) 

którego wspó czynniki wyra aj  si  wzorem: 

  (5) 

Parametry rozk adu obci enia okre la si  nast puj co: 

  
  (6) 

Prawa strona równania podstawowego (2) jest funkcj  trygonometryczn , 
dlatego ca k  szczególn  tego równania wybrano w takiej samej postaci tylko  
z niewiadomymi wspó czynnikami:  
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Po podstawieniu rozwi zania (6) do równania podstawowego (2) okre lono 
wspó czynnik:  

  (8) 

Ca k  ogóln  równania jednorodnego (3) wybrano w postaci: 

  (9) 

Po podstawieniu danego rozwi zania do równania jednorodnego (3) i roz-
dzieleniu zmiennych rozpatrzono uk ad dwóch równa  ró niczkowych zwy-
czajnych wzgl dem niewiadomych funkcji : 

   

  
(10)

 

 

   

Rozwi zanie tych równa  wybrano w postaci: 

; ; p = 1, 2 (11) 

W rezultacie otrzymano cztery równania charakterystyczne o parametrach 
: 
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Wykonane badania numeryczne wykaza y, e pierwiastkami tych równa  
s  tylko liczby zespolono-sprz one.  

Wykorzystuj c wyra enia (7), (9), (11), ustalono ugi cie p yty w postaci 
[19]: 

  (13) 

Wprowadzone funkcje:  

  

  

  (14) 

   

nazwano funkcjami kszta tu, a:  

 
(15) 

funkcjami obci eniowymi ugi cia p yty. Funkcje: 

  

 (16) 

s  podstawowymi funkcjami rozwi zania. 
Maj c wyra enie na ugi cie p yty, okre lono przemieszczenia poziome 

oraz momenty i si y tn ce w p ycie. 
Obliczenia numeryczne wykonano dla rzeczywistych wymiarów p yty jako 

cz ci konstrukcji przedstawionych na rysunku 2. 
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Rys. 2. Schemat p yty fundamentowej pod komin fabryczny 

 
W analizowanym przypadku d ugo  p yty wynosi: 2a1 = 5,4 m, szeroko  

2a2 = 3,6 m, grubo  h = 0,9 m.  
Dzia ania komina zamieniono normatywnym obci eniem poprzecznym  

o intensywno ci q0 = 343 kN·m-2. W obliczeniach uwzgl dniono tak e ci ar 
w asny p yty qp = 22,051 kN·m-2 . 

W obliczaniach wybrano beton o nast puj cej charakterystyce: beton marki 
B15, modu  Younge’a Eb = 2,3·104 MN·m-2, wspó czynnik Poissona ; 
wytrzyma o  na rozci ganie i ciskanie odpowiednio b(+) = 1147373 N·m-2   
i b(–) = 10983407 N·m-2.  

Beton uzbrojony by  dwiema rodzinami pr tów stalowych o rednicy 0,016 
m rozmieszczonych symetrycznie wzgl dem p aszczyzny rodkowej p yty; 
odleg o  mi dzy pr tami wynosi a 0,2 m. Modu  Younge’a materia u pr ta 
mia  warto  Es = 2·105 MN·m-2 . Zawarto ci obj to ciowe uzbrojenia p yty  
w kierunkach osi i  by y takie same i równe  dla górnej  
i dolnej cz ci p yty. Odleg o ci p aszczyzny osi oboj tnej pr tów od p aszczy-
zny rodkowej p yty wynosi y e1 = e2 = 0,045 m, a wytrzyma o  stali na rozci -
ganie i ciskanie s(+)= s(–) 239807700 N·m-2. 

Za pomoc  wzorów (1) policzono sztywno ci zast pcze materia u p yty 
elbetowej: D11 = D22 = 1520642044 N·m-2, D12 = 304128408 N·m-2,  

D66 = 608256817 N·m-2.  
Wspó czynnik sztywno ci pod o a wybrano w postaci: K0 = 66150000 

N·m-2.  
Otrzymane rezultaty porównano z wynikami oblicze  uzyskanymi metod  

elementów sko czonych za pomoc  systemu „Lira” (w Instytucie Cybernetyki 
Narodowej Akademii Nauk Ukrainy). W celu uzyskania zbie no ci wyników 
przy obliczeniach MES dodatkowo przyj to, e przemieszczenia pionowe na-
ro ników p yty s  zerowe, poniewa  w opracowanej metodzie te warunki spe -
nione s  to samo ciowo.  

2,0bv

1Ox 2Ox %1,0yx
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Na rysunku 3 przedstawiono wykresy zmiany ugi cia p yty w przekrojach 
rodkowych   . Do oblicze  wykonywanych za pomoc  opracowa-

nej metody wybrano 32 punkty w z owe równomiernie rozmieszczone na brze-
gu p yty, a w przypadku metody elementów sko czonych – 2035 w z ów. 
Warto ci maksymalnego ugi cia osi gni to w rodku p yty; wynosi y one od-
powiednio 0,0013085 m dla EK  0,0013123 m – dla MES. Ró nica wzgl dna 
wyników nie przekracza 0,3%. W tabeli 1 podano warto ci ugi  przekrojów 
rodkowych   , obliczone z wykorzystaniem ró nych metod. 

)   b) 

 
 

Rys. 3. Ugi cia przekrojów rodkowych p yty:  ) (x2 = 0), b) (x1 = 0) 
 

Tabela 1. Warto ci ugi  przekrojów rodkowych p yty 

 Warto ci ugi  
2 EK (32) ES (2035) x1 K (32) S (2035) 

-1,8 1,2326E-03 1,2346E-03 -2,7 2,8811E-04 2,9362E-04 
-1,7 1,2362E-03 1,2384E-03 -2,6 3,4407E-04 3,4941E-04 
-1,6 1,2406E-03 1,2430E-03 -2,5 4,0025E-04 4,0544E-04 
-1,5 1,2455E-03 1,2481E-03 -2,4 4,5647E-04 4,6151E-04 
-1,4 1,2509E-03 1,2537E-03 -2,3 5,1255E-04 5,1744E-04 
-1,3 1,2567E-03 1,2596E-03 -2,2 5,6828E-04 5,7304E-04 
-1,2 1,2626E-03 1,2657E-03 -2,1 6,2347E-04 6,2810E-04 
-1,1 1,2686E-03 1,2718E-03 -2,0 6,7791E-04 6,8242E-04 
-1 1,2746E-03 1,2779E-03 -1,9 7,3139E-04 7,3580E-04 

-0,9 1,2803E-03 1,2837E-03 -1,8 7,8371E-04 7,8801E-04 
-0,8 1,2857E-03 1,2892E-03 -1,7 8,3463E-04 8,3885E-04 
-0,7 1,2907E-03 1,2943E-03 -1,6 8,8394E-04 8,8809E-04 
-0,6 1,2952E-03 1,2988E-03 -1,5 9,3141E-04 9,3549E-04 
-0,5 1,2992E-03 1,3028E-03 -1,4 9,7682E-04 9,8084E-04 
-0,4 1,3025E-03 1,3062E-03 -1,3 1,0200E-03 1,0239E-03 
-0,3 1,3051E-03 1,3088E-03 -1,2 1,0606E-03 1,0646E-03 
-0,2 1,3070E-03 1,3108E-03 -1,1 1,0987E-03 1,1026E-03 
-0,1 1,3082E-03 1,3119E-03 -1,0 1,1339E-03 1,1378E-03 

0 1,3085E-03 1,3123E-03 -0,9 1,1663E-03 1,1701E-03 

01x 02x
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Na rysunku 4 zaprezentowano wykresy zmiany przemieszcze  poziomych
w przekroju rodkowym p yty ( ). 

 

 
Rys. 4. Zmiana przemieszcze  w przekroju rodkowym (x2 = 0) p yty 

 
W tabeli 2 zamieszczono natomiast warto ci tych przemieszcze  uzyskane 

za pomoc  ró nych metod. Ró nica wzgl dna wyników nie przekracza 0,3%.  
 
Tabela 2. Warto ci przemieszcze  u1 w przekroju rodkowym (x2 = 0) p yty  

 
1 

Warto ci przemieszcze  
K (32) S (2035) 1 K (32) S (2035) 

-2,7 -2,5102E-04 -2,5030E-04 -1,3 -1,8873E-04 -1,8853E-04 
-2,6 -2,5244E-04 -2,5173E-04 -1,2 -1,7726E-04 -1,7710E-04 
-2,5 -2,5305E-04 -2,5236E-04 -1,1 -1,6505E-04 -1,6492E-04 
-2,4 -2,5282E-04 -2,5215E-04 -1 -1,5216E-04 -1,5205E-04 
-2,3 -2,5172E-04 -2,5108E-04 -0,9 -1,3866E-04 -1,3857E-04 
-2,2 -2,4973E-04 -2,4913E-04 -0,8 -1,2461E-04 -1,2453E-04 
-2,1 -2,4682E-04 -2,4627E-04 -0,7 -1,1007E-04 -1,1002E-04 
-2 -2,4299E-04 -2,4248E-04 -0,6 -9,5118E-05 -9,5076E-05 

-1,9 -2,3821E-04 -2,3775E-04 -0,5 -7,9811E-05 -7,9776E-05 
-1,8 -2,3245E-04 -2,3204E-04 -0,4 -6,4205E-05 -6,4177E-05 
-1,7 -2,2570E-04 -2,2534E-04 -0,3 -4,8359E-05 -4,8341E-05 
-1,6 -2,1792E-04 -2,1761E-04 -0,2 -3,2335E-05 -3,2326E-05 
-1,5 -2,0914E-04 -2,0886E-04 -0,1 -1,6196E-05 -1,6193E-05 
-1,4 -1,9938E-04 -1,9915E-04 0 4,0503E-21 -1,8588E-15 

 
Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono wykresy zmiany momentów zginaj cych 
,  w przekrojach rodkowych p yty (x2 = 0)  (x1 = 0), a w poni szych 

tabelach zamieszczono warto ci tych momentów. 
 

1u 02x

1u
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Rys. 5. Zmiana momentu zginaj cego w przekroju (x2 = 0) p yty 

 
Tabela 3. Warto ci momentu zginaj cego  przekroju (x2 = 0) p yty 

1 
Warto ci momentu  

EK (32) ES (2035) 1 EK (32) ES (2035) 
-2,70 -4,65E-06 1,19E+04 -1,27 4,13E+05 4,15E+05 
-2,60 2,53E+04 3,62E+04 -1,17 4,38E+05 4,39E+05 
-2,50 5,12E+04 6,15E+04 -1,07 4,60E+05 4,60E+05 
-2,39 7,79E+04 8,77E+04 -0,97 4,81E+05 4,80E+05 
-2,29 1,06E+05 1,15E+05 -0,87 4,99E+05 4,98E+05 
-2,19 1,34E+05 1,43E+05 -0,76 5,15E+05 5,13E+05 
-2,09 1,63E+05 1,72E+05 -0,66 5,29E+05 5,27E+05 
-1,99 1,94E+05 2,01E+05 -0,56 5,41E+05 5,38E+05 
-1,88 2,25E+05 2,32E+05 -0,46 5,51E+05 5,48E+05 
-1,78 2,57E+05 2,63E+05 -0,36 5,59E+05 5,56E+05 
-1,68 2,90E+05 2,96E+05 -0,25 5,65E+05 5,61E+05 
-1,58 3,23E+05 3,29E+05 -0,15 5,69E+05 5,65E+05 
-1,48 3,55E+05 3,60E+05 -0,05 5,71E+05 5,67E+05 
-1,38 3,85E+05 3,88E+05    

 

 
Rys. 6. Zmiana momentu zginaj cego w przekroju (x1 = 0) p yty 
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Tabela 4. Warto ci momentu zginaj cego w przekroju rodkowym (x1 = 0) p yty 

Warto ci momentu  

1 
EK ES 

1 
EK ES 

32 2035 32 2035 
-1,80 2,69E-07 6,73E+03 -0,87 1,64E+05 1,65E+05 
-1,70 1,49E+04 2,11E+04 -0,77 1,78E+05 1,78E+05 
-1,59 3,11E+04 3,73E+04 -0,67 1,91E+05 1,89E+05 
-1,49 4,91E+04 5,52E+04 -0,57 2,01E+05 1,99E+05 
-1,39 6,91E+04 7,49E+04 -0,46 2,10E+05 2,07E+05 
-1,29 9,05E+04 9,57E+04 -0,36 2,17E+05 2,14E+05 
-1,18 1,12E+05 1,16E+05 -0,26 2,22E+05 2,18E+05 
-1,08 1,31E+05 1,34E+05 -0,15 2,25E+05 2,22E+05 
-0,98 1,49E+05 1,50E+05 -0,05 2,27E+05 2,23E+05 

 
Momenty obliczone z wykorzystaniem ró nych metod prawie pokrywaj  

si  w rodku p yty i nieco ró ni  si  w pobli u kraw dzi. Z tabeli wynika, e 
momenty obliczone za pomoc  metody elementów konstrukcyjnych dok adnie 
spe niaj  warunki brzegowe . Dok adno  spe nienia 
tych warunków w metodzie elementów sko czonych nie jest wystarczaj ca 

.  
Maksymalne warto ci momentów obliczone z wykorzystaniem metody 

elementów konstrukcyjnych równe s :  
M11max = 593612 Nm/m, M22max = 297653 Nm/m, M12max = 247927 Nm/m,  

a MES:  
M11max = 594687 Nm/m, M22max = 301453 Nm/m, M12max = 240093 Nm/m. 
Wyniki ró ni  si  o 0,2 i 1,3% dla momentów zginaj cych  i oraz 

na 3,2% dla momentu skr caj cego . 
Dokonano oceny no no ci granicznej rozwa anej konstrukcji zgodnie  

z kryterium Hubera-Misesa: 

  (17) 

przyjmuj c wytrzyma o  betonu na rozci ganie . 

Wielko ciami opisuj cymi stan napr e  w p ycie s  momenty, dlatego 
dane kryterium te  podawane jest w terminach momentów: 

  (18) 
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Po podstawieniu do tego kryterium maksymalnych warto ci momentów 
uzyskano , a wi c kryterium bezpiecze stwa 
pracy konstrukcji jest spe nione. 

3. WNIOSKI 

W pracy zaprezentowano metod  rozwi zywania p yty elbetowej po -
czonej z kominem fabrycznym. Konstrukcja jest posadowiona na gruncie, który 
potraktowano jako pod o e spr yste Winklera. 

Obliczono przemieszczenia i momenty w p ycie. Okre lono ich warto ci 
maksymalne. 

Dokonano oceny no no ci granicznej konstrukcji zgodnie z kryterium Hu-
bera-Misesa. Ustalono, e zgodnie z tym kryterium konstrukcja mo e pracowa  
bezpiecznie. 

 

109834074961779i
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Mieczys aw Cieszko 
 

MODELOWANIE KAPILARNEGO TRANSPORTU CIECZY 
W NIENASYCONYCH MATERIA ACH POROWATYCH. 

I. KINEMATYKA I RÓWNANIA BILANSU* 

1. WST P 

Opis i analiza procesów transportu cieczy i gazu w nienasyconych materia-
ach porowatych odgrywaj  wa n  rol  w zagadnieniach in ynierskich w wielu 

obszarach. Dotyczy to m.in. porozymetrii [15, 18, 50, 51], in ynierii materia ów 
porowatych [1, 30], przep ywu wód gruntowych [41, 55], budownictwa wodne-
go [56], eksploatacji z ó  ropy naftowej i gazu [2], geofizyki [38, 40], suszar-
nictwa [29, 37]. Umo liwia to g bsze rozumienie i przewidywanie zjawisk 
zachodz cych w takich materia ach, a przez to m.in. wyznaczanie dok adnych 
ich charakterystyk materia owych, skuteczne sterowanie zachodz cymi w nich 
procesami, a tak e wytwarzanie materia ów porowatych o po danych w asno-
ciach fizycznych. 

Przebieg zjawisk w nienasyconych materia ach porowatych w ogólnym 
przypadku jest bardzo z o ony. Zale y nie tylko od w asno ci fizycznych poro-
watego szkieletu oraz p ynu i gazu wype niaj cych jego pory, ale dodatkowo 
komplikowany jest oddzia ywaniem tych faz podczas ich wzgl dnego ruchu 
i deformacji. Czynnikiem decyduj cym o charakterze tego oddzia ywania s  
zjawiska powierzchniowe wyst puj ce na powierzchniach kontaktu tych faz, 
a w szczególno ci zjawiska kapilarnego oddzia ywania. S  one okre lone przez 
charakter oddzia ywania p ynu ze szkieletem (zwil alno /niezwil alno  szkie-
letu) oraz ci le zwi zane ze struktur  mikroskopow  przestrzeni porów szkiele-
tu. Ze wzgl du na silnie rozbudowan  powierzchni  wewn trzn  cieczy wype -
niaj cej pory materia u porowatego, rzadko spotykan  w p ynie poza przestrze-
ni  porów, w asno ci i zachowanie si  takiego p ynu s  istotnie ró ne. Czynniki 
te powoduj , e modelowanie zjawisk transportu cieczy i gazu w nienasyconych 
materia ach porowatych zarówno na poziomie mikroskopowym, jak i makro-
skopowym jest bardzo trudnym zagadnieniem, wymagaj cym wypracowania 
nowych koncepcji i metod opisu. Zastosowanie standardowego podej cia do 
modelowania tego typu zjawisk musi skutkowa  uproszczonymi opisami (czego 
przyk adem jest model Richardsa [13, 41, 43]), w których parametry modelu s  
z o onymi funkcjami stanu o rodka. 

W pracy zaprezentowano nowy makroskopowy opis kapilarnego transportu 
cieczy i gazu w materia ach porowatych. Kluczowym elementem rozwa a  
teoretycznych jest odrzucenie za o enia powszechnie przyjmowanego przy 
                                                 
*  Praca zosta a wykonana w ramach realizacji projektu badawczego w asnego Ministerstwa 

Nauki i Szkolnictwa Wy szego Nr N N501 325335. 
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modelowaniu przep ywu cieczy w nienasyconych materia ach porowatych, e 
ci nienie kapilarne jest zmienn  konstytutywn  i jest jednoznaczn  funkcj  
lokalnej zawarto ci cieczy w materiale porowatym. Konsekwencj  takiego za-
o eni jest opis, w którym przyk adowo zawarto  niezwil aj cej cieczy w qua-

si-statycznych procesach jej wciskania w materia  porowaty jest jednorodna 
niezale nie od kszta tu i wielko ci próbki, a ka da makroskopowa niejednorod-
no  rozk adu cieczy powoduje przep yw cieczy. Nawet bardzo zaawansowane 
modele termodynamiczne procesów przep ywów dwufazowych w materia ach 
porowatych przedstawione w pracach [23, 25, 26, 42, 43] nie opisuj  niejedno-
rodnego rozk adu cieczy w procesach quasi-statycznych. Ci nienie kapilarne 
w  tych pracach jest definiowane jako wielko  termodynamiczna, która oprócz 
tego, e okre la zawarto  cieczy, mo e by  tak e funkcj  innych parametrów 
stanu uk adu: g sto ci, temperatury oraz w a ciwej powierzchni mi dzyfazowej. 

W zaproponowanym w pracy podej ciu znacz co zmieniono opis przep y-
wu p ynu przez nienasycony materia  porowaty oraz jego parametryczn  cha-
rakterystyk , umo liwiaj c m.in. opis niejednorodno ci rozk adu cieczy w pro-
cesach quasi-statycznych.  

Rozwa ania teoretyczne przeprowadzono w ramach wielofazowej mecha-
niki o rodków ci g ych. Za o ono, e gaz i ciecz wype niaj ce nieodkszta calny 
porowaty materia  tworz  makroskopowy o rodek ci g y z o ony z trzech 
sk adników: gazu, cieczy mobilnej i cieczy kapilarnej. Nieodkszta calny szkie-
let stanowi przestrze , w której maj  miejsce procesy transportu. Podzia  cieczy 
na dwa kontinua jest uzasadniony zarówno pod wzgl dem kinematycznym, jak 
i energetycznym. Ciecz kapilarna tworzy cienk  warstewk , która styka si  
z wewn trzn  powierzchni  porów. Ciecz ta zawiera ca  energi  kapilarn  
cieczy wype niaj cej pory i nie przemieszcza si . Mo e ona jednak e wymie-
nia  mas  z ciecz  mobiln  w otoczeniu powierzchni menisków. Wymiana ma-
sy wyst puje jedynie podczas ruchu menisków w przestrzeni porów i jest opi-
sywana odr bnym polem pr dko ci. Umo liwia to modelowanie mechanizmów 
ruchu menisków w przestrzeni porów. Ciecz mobilna jest cz ci  wewn trzn  
cieczy wype niaj cej pory, otoczon  przez powierzchni  kontaktu cieczy ze 
szkieletem (zaj t  przez ciecz kapilarn ) oraz powierzchnie menisków. Ka dy 
sk adnik charakteryzowany jest przez g sto  masy, a ich rozk ad okre laj  
parametry zawarto ci obj to ciowej.  

Praca sk ada si  z dwóch cz ci. W pierwszej przedstawiono szczegó owo 
za o enia modelowe proponowanego opisu, sformu owano kinematyk  sk adni-
ków o rodka, równania bilansu masy, p du oraz energii wewn trznej ca ego 
uk adu. W cz ci drugiej pracy wykorzystano wyniki cz ci pierwszej i wypro-
wadzono równania opisuj ce makroskopowe procesy quasi-styczne i quasi- 
-stacjonarne transportu cieczy i gazu w materia ach porowatych, a tak e równa-
nia konstytutywne. W rozwa aniach wykorzystano nowe sformu owanie defini-
cji procesu quasi-statycznego oraz zaproponowano now  klas  procesów quasi-
stacjonarnych.  
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2. PODSTAWOWE ZA O ENIA  

2.1. SK ADNIKI KINEMATYCZNE O RODKA 

Zjawiska kapilarne w nienasyconych materia ach porowatych s  ci le 
zwi zane z istnieniem rozbudowanej w przestrzeni porów powierzchni we-
wn trznej cieczy. Powierzchnia ta, niezale nie od charakteru oddzia ywania 
fizycznego cieczy z materia em szkieletu (zwil ania, braku zwil ania), jest 
miejscem, w którym skupiona jest ca a energia kapilarna cieczy. Energia kapi-
larna ma charakter energii wewn trznej. 

W procesach wciskania cieczy niezwil aj cej, np. rt ci, w materia  poro-
waty praca wykonywana podczas takiego procesu jest zamieniana na energi  
kapilarn , skupion  w rozbudowywanej w przestrzeni porów powierzchni we-
wn trznej cieczy. Powierzchnia ta oraz umownie wyodr bniona powierzchnia 
kontaktu cieczy w o rodku porowatym z ciecz  zewn trzn  ograniczaj  obszar 
zaj ty przez ciecz w przestrzeni porów szkieletu, a przez to okre laj  równie  
obszar zaj ty przez gaz (rys. 1).  

 

 
Rys. 1. Ilustracja procesu wciskania niezwil aj cej cieczy w kapilar  i w próbk  mate-

ria u porowatego 
 

Ca  powierzchni  wewn trzn  cieczy mo na podzieli  pod wzgl dem ki-
nematycznym na dwa rodzaje: powierzchni  przylegania oraz powierzchni  
menisków. Powierzchnia przylegania jest t  cz ci  powierzchni wewn trznej 
cieczy, która pozostaje w bezpo rednim kontakcie ze szkieletem. Powierzchnia 
ta pod wzgl dem wielko ci dominuje nad powierzchni  menisków i wraz 
z cienk  warstewk  cieczy jest niemobilna, tj. pozostaje nieruchoma na po-
wierzchni porów szkieletu. W rozwa aniach za o ono, e ca a energia kapilarna 
cieczy jest zawarta w cienkiej warstewce powierzchni jej przylegania. 

Ze wzgl du na niemobilno  powierzchni przylegania energia kapilarna nie 
mo e by  traktowana jako energia wewn trzna cieczy wype niaj cej pory mate-
ria u porowatego. Energia wewn trzna ka dego sk adnika jest transportowana 
wraz z tym sk adnikiem. Oznacza to, e powierzchnia przylegania wraz z cien-
k  powierzchni  cieczy powinna by  traktowana w rozwa aniach jako odr bny 
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sk adnik o rodka. Takie wyodr bnienie jest uzasadnione zarówno kinematycz-
nie, jak i energetycznie. W asno ci fizyczne tego sk adnika s  istotnie ró ne od 
w asno ci cieczy wype niaj cej cz ci wewn trzne przestrzeni porów. Jednak e 
ze wzgl du na jego charakter sk adnik ten nazwano ciecz  kapilarn . 

Pozosta  cz  cieczy ograniczon  warstewk  cieczy kapilarnej i meni-
skami nazwano ciecz  mobiln , bowiem mo e ona si  przemieszcza  w prze-
strzeni porów. Obie ciecze – kapilarna i mobilna – w trakcie procesów mecha-
nicznych w o rodku wymieniaj  mas  mi dzy sob . 

W rezultacie nienasycony o rodek porowaty w rozwa aniach makrosko-
powych zamodelowano jako czterosk adnikowe kontinuum. Tworz  je: szkielet, 
gaz, ciecz kapilarna oraz ciecz mobilna. Odno nie szkieletu za o ono, e jest 
sztywny i nieruchomy, o losowej, statystycznie jednorodnej i izotropowej struk-
turze przestrzeni porów. 

2.2. PARAMETRYZACJA RUCHU MENISKÓW 

Wa n  rol  w przebiegu procesów kapilarnych w nienasyconym materiale 
porowatym odgrywa powierzchnia menisków, tj. powierzchnia, w otoczeniu 
której ciecz mobilna jest w kontakcie z gazem. Aktualne po o enie menisków 
okre la jednoznacznie obszary zaj te przez p ynne sk adniki o rodka w prze-
strzeni porów: ciecz kapilarn , ciecz mobiln  i gaz. W odró nieniu od po-
wierzchni przylegania powierzchnia menisków mo e si  przemieszcza  w trak-
cie przebiegu procesów w o rodku, powoduj c wymian  masy mi dzy ciecz  
mobiln  a kapilarn . Powierzchnie menisków s  miejscami, w których taka 
wymiana masy zachodzi, a warunkiem jej wyst pienia jest ruch menisków. 

Bior c pod uwag , e w procesach quasi-statycznych ruch menisków po-
wodowany jest zmian  ci nienia kapilarnego  definiowanego jako ró nica 
ci nienia  w cieczy (mobilnej) oraz ci nienia  w gazie: 

            (1) 

w rozwa aniach za o ono, e w ogólnym przypadku istnieje wielko  skalarna 
 okre laj ca stan równowagi menisków. Wielko  ta mo e by  funkcj  

zmiennej przestrzennej  i czasu : 

                                (2) 

Zmiana warto ci parametru  wywo uje ruch menisków, a ustalenie war-
to ci tego parametru na nowym poziomie powoduje unieruchomienie menisków 
w nowej konfiguracji. Na obecnym etapie rozwa a  nie okre lono charakteru 
tej wielko ci. Przyj to jedynie wst pnie, e w procesach quasi-statycznych 
wielko  ta jest równa ró nicy ci nie  w cieczy mobilnej i gazie. W takim 
przypadku parametr  mo e by  interpretowany jako ci nienie kapilarne  
( ). Nale y przy tym podkre li , e ci nienie kapilarne  zdefiniowane 
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wzorem (1) nie okre la bezpo rednio stanu napr enia w cieczy kapilarnej jako 
sk adniku rozwa anego modelu o rodka. 

3. MODELOWANIE KINEMATYKI O RODKA  

Makroskopowy opis ruchu sk adników nienasyconego o rodka porowatego 
przeprowadzono w ramach poj  wielofazowej mechaniki o rodków ci g ych. 
Za o ono przy tym, e pod wzgl dem makroskopowym sk adniki te tworz  
kontinua materialne rozumiane ogólnie jako o rodki o ci g ych rozk adach 
przestrzennych masy i strumieni masy. Takie podej cie umo liwia zdefiniowa-
nie podstawowych poj  kinematyki tych sk adników w ramach przestrzennego 
opisu o rodka bez konieczno ci pos ugiwania si  poj ciem makroskopowej 
cz stki p ynu, której to samo  materialna w trakcie ruchu w przestrzeni porów 
nie jest zapewniona. 

3.1. G STO CI PARCJALNE I FAZOWE SK ADNIKÓW 

W rozwa aniach za o ono istnienie przestrzennych obszarów reprezenta-
tywnych o rodka o obj to ci , w których wszystkie makroskopowe wielko-
ci charakteryzuj ce sk adniki kinematyczne o rodka – ciecz mobilna, ciecz 

kapilarna oraz gaz – maj  w a ciw  reprezentacj  stochastyczn . W takim przy-
padku masy cieczy mobilnej, kapilarnej i gazu zawarte w ele-
mencie obj to ci  o rodka mog  by  przedstawione w postaci: 

; ;          (3) 

gdzie  oznaczaj  g sto ci parcjalne tych sk adników. S  one zwi za-

ne z g sto ciami fazowymi  zale no ciami: 

; ;        (4) 

gdzie przez   oznaczono porowato  obj to ciow  materia u, natomiast przez 
 – nasycenia ciecz  mobiln , kapilarn  i gazem. Nasycenia te s  defi-

niowane jako stosunek obj to ci danego sk adnika, zawartego w reprezentatyw-
nej próbce nienasyconego o rodka, do obj to ci porów w tej próbce. Spe niaj  
one to samo : 

                  (5) 
Zgodnie z uwagami sformu owanymi w poprzednim rozdziale dla ustalonej 

warto ci parametru  ruch menisków oraz wymiana masy mi dzy ciecz  mo-
biln  a kapilarn  w nienasyconym materiale porowatym nie wyst puj . W takim 
przypadku jedyn  przyczyn  zmian parametrów nasycenia o rodka ciecz  
i gazem jest zmiana g sto ci sk adników o rodka. Przy za o eniu, e ciecz kapi-
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larna jest nie ci liwa w trakcie rozwa anych procesów, w przypadku braku 
ruchu menisków nasycenie ciecz  kapilarn   nie ulegnie zmianie. W konse-
kwencji sta e s  równie  nasycenia ciecz  mobiln  i gazem, bowiem s  one  
w kontakcie mi dzy sob  jedynie poprzez powierzchnie menisków. W takim 
przypadku aktualne po o enie menisków jednoznacznie okre la obszary zaj te 
przez sk adniki o rodka w przestrzeni porów. Oznacza to jednocze nie, e nasy-
cenia ciecz  mobiln , kapilarn  i gazem powinny by  dodatkowo funkcjami 
parametru  i nie mog  by  bezpo rednio zale ne od czasu, bowiem zmiana 
tych wielko ci przy ustalonej warto ci parametru  jest niemo liwa. Zatem: 

; ;        (6) 
Funkcje te musz  jednak e jawnie zale e  od wspó rz dnej przestrzennej 

, gdy  w przeciwnym przypadku jednorodno  parametru , np. w procesach 
quasi-statycznych, powodowa aby jednorodno  rozk adu zawarto ci p ynów  
w materiale porowatym. W takim przypadku jedyn  mo liwo ci  zmiany za-
warto ci p ynów w o rodku jest przemieszczenie si  menisków. 

Funkcje (6) s  jawnie zale ne od czasu jedynie w przypadku gdy ciecz ka-
pilarna jest ci liwa. Nasycenia (6) okre lone s  wzorami: 

;  ;   (7) 

3.2. STRUMIENIE MASY SK ADNIKÓW 

Po to, aby zdefiniowa  strumienie i pola pr dko ci transportu masy po-
szczególnych sk adników kinematycznych nienasyconego o rodka porowatego, 
analizie poddano infinitezymalny element  powierzchni kontrolnej   
ograniczaj cej obszar : 

        (8) 
gdzie dS oznacza pole tego elementu, a  – jednostkowy wektor prostopad y 
do elementu powierzchni, zewn trznie zorientowany wzgl dem obszaru . 

Ze wzgl du na niemobilno  cieczy kapilarnej jej strumie  masy  
przez element powierzchni  jest równy zero: 

       (9) 
Pozosta e dwa sk adniki p ynne o rodka – ciecz mobilna i gaz – prze-

mieszczaj  si  w o rodku. Zatem ich strumienie masy  i , przep ywa-
j ce przez element powierzchni , s  ró ne od zera. S  one zwi zane z par-
cjalnymi wektorami strumieni masy  i   zale no ciami: 

   (10) 
gdzie kropk  oznaczono iloczyn skalarny wektorów. 

Wa nym elementem kinematyki rozwa anego o rodka, silnie wp ywaj -
cym na ruch cieczy mobilnej i gazu, jest ruch menisków. Ich oddzia ywanie ze 
szkieletem oraz ciecz  i gazem powoduje, e ruch menisków w o rodku istotnie 
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ró ni si  od ruchu ka dego ze sk adników o rodka. Mo liwe s  sytuacje,  
w których mimo ruchu p ynów ruch menisków nie wyst puje. Jednak e ka dej 
zmianie po o enia menisków towarzyszy ruch cz ci cieczy mobilnej i cz ci 
gazu. Oznacza to, e lokalna kinematyka cieczy mobilnej i gazu okre lona jest 
przez dwa czynniki: ruch menisków oraz ruch swobodny ka dego z tych sk ad-
ników w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach. Z tego wzgl du za o ono, 
e parcjalne strumienie masy cieczy mobilnej i gazu maj  dwie sk adowe. Jedn  

sk adow  tworz  strumienie masy  i  zwi zane z ruchem menisków. 
Strumie  ten wykorzystano do zdefiniowania pola pr dko ci menisków. Drug  
sk adow  tworz  natomiast strumienie masy zwi zane ze swobodnym ruchem 
tych sk adników w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach. 

Parcjalne strumienie masy cieczy mobilnej i gazu mo na zatem przedstawi  
w postaci: 

m f
m m mq q q  ; m f

g g gq q q                     (11) 

Jednocze nie przyj to, e parcjalne strumienie  i   oraz  i 

zwi zane s  ze strumieniami fazowymi   i   oraz  i zale no ciami: 

;                     (12) 
 ;          (13) 

przy czym: 
m f

m m mq q q ; m f
g g gq q q       (14) 

gdzie    i   oznaczaj  fazowe strumienie masy cieczy mobilnej i gazu. 

Strumienie    i   cieczy mobilnej i gazu zwi zane z ruchem meni-
sków powinny przyjmowa  warto  zerow  w przypadku gdy meniski s  nieru-
chome, wi c strumienie masy obu sk adników powinny by  funkcjami lokal-
nych zmian parametru , który okre la ich stan równowagi. Z tego powodu 
reprezentacje tych strumieni przyj to w postaci: 

m r
m m

r
t

q q  ; m r
g g
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q q     (15) 

gdzie    i   – strumienie masy cieczy mobilnej i gazu powodowane ru-
chem menisków w -przestrzeni, tj. strumienie wywo ane zmianami parametru 

. W rozwa aniach  -przestrze  jest analogiem czasoprzestrzeni. 
W reprezentacjach (15) wykorzystano pochodne lokalne parametru , bo-

wiem strumienie masy (15) powinny przyjmowa  warto ci zerowe w przypadku 
gdy procesy zachodz ce w takim o rodku s  stacjonarne. Dla takich procesów 
ruch menisków nie wyst puje. 
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3.3. POLA PR DKO CI SK ADNIKÓW I MENISKÓW 

Ze wzgl du na fakt, e strumienie (15) charakteryzuj  transport masy cie-
czy mobilnej i gazu powodowany ruchem menisków, wykorzystano te wielko-
ci, eby zdefiniowa  pole pr dko ci  ruchu menisków. Definicj  tej 

pr dko ci przyj to w postaci: 

     (16) 

To samo  (16) mo e by  interpretowana jako danie, aby pr dko ci ru-
chu cz ci cieczy mobilnej i gazu w przestrzeni porów szkieletu, zwi zane z 
ruchem menisków, by y równe.  

Po uwzgl dnieniu reprezentacji (15) otrzymano: 

   (17) 

gdzie wielko : 

    (18) 

mo e by  interpretowana jako „pr dko ” ruchu menisków w -przestrzeni. 
Wielko  ta charakteryzuje szybko  zmiany po o enia menisków przy zmianie 
parametru . 

Wykorzystuj c z kolei strumienie  i , mo na zdefiniowa  pola pr d-
ko ci ruchu cz ci swobodnych cieczy mobilnej i gazu: 

;             (19) 

Po uwzgl dnieniu wyra e  (12)-(18) strumienie (11) masy cieczy mobilnej 
i gazu mo na przedstawi  w postaci: 

                   (20) 

                  (21) 

Z wyra e  (20) i (21) wynika, e pola pr dko ci  i  charakteryzuj  
ruch cieczy mobilnej i gazu przy ustalonych rozk adach nasycenia o rodka oby-
dwoma sk adnikami. 

Z (20) i (21) otrzymano wyra enia dla wypadkowych pól pr dko ci cieczy 
mobilnej i gazu w postaci: 

 ;         (22) 
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4. RÓWNANIA BILANSU MASY SK ADNIKÓW  

4.1. RÓWNANIE BILANSU MASY CIECZY KAPILARNEJ 

Ze wzgl du na niemobilno  cieczy kapilarnej jej równanie bilansu masy 
przyjmuje posta : 

      (23) 

Wielko   w równaniu (23) reprezentuje ród o obj to ciowe masy cie-
czy kapilarnej. Okre la ono mas  cieczy kapilarnej, jaka powstaje z cieczy mo-
bilnej w jednostce czasu, w jednostce obj to ci o rodka. 

Bior c pod uwag , e w procesach stacjonarnych nie nast puje wymiana 
masy cieczy kapilarnej z ciecz  mobiln , bowiem parametr  nie ulega zmia-
nie, wielko   przyj to w postaci: 

                  (24) 

Wówczas równanie bilansu (23) dla procesów stacjonarnych jest spe nione 
to samo ciowo. Oznacza to jednocze nie, e rozk ad cieczy kapilarnej w takich 
procesach musi by  okre lony na podstawie innych równa . 

Wielko   w wyra eniu (24) okre la mas  cieczy kapilarnej, jaka po-
wstaje z cieczy mobilnej w jednostce obj to ci o rodka przy jednostkowej 
zmianie parametru . Jest ona zwi zana z wielko ci  , odniesion  do jed-
nostki obj to ci cieczy kapilarnej, zale no ci : 

       (25) 

4.2. RÓWNANIA BILANSU MASY CIECZY MOBILNEJ I GAZU 

Z uwzgl dnieniem reprezentacji (20) i (21) strumienia masy cieczy mobil-
nej i gazu oraz istnienia wymiany masy mi dzy ciecz  mobiln  a kapilarn  lo-
kalne postacie równa  bilansu masy cieczy mobilnej i gazu mog  by  zapisane 
nast puj co:  

       (26) 

     (27) 

gdzie wypadkowe pola pr dko ci i  obu sk adników dane s  wyra enia-
mi (22), natomiast obj to ciowe ród o  okre lone jest wzorem (25). 
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5. RÓWNANIA BILANSU P DU SK ADNIKÓW  

Przyj ty w rozwa aniach czterosk adnikowy model kinematyki nienasyco-
nego o rodka porowatego wymaga sformu owania trzech równa  bilansu p du. 
Dotyczy to: cieczy kapilarnej, mobilnej oraz gazu. Ze wzgl du na niedeformo-
walno  i niemobilno  szkieletu jego równanie bilansu p du pomini to, traktu-
j c szkielet jak przestrze , z któr  mog  oddzia ywa  si owo pozosta e sk adniki 
o rodka. 

Warstewka cieczy kapilarnej na poziomie mikroskopowym separuje ciecz 
mobiln  i szkielet od siebie, dlatego sk adniki te nie mog  bezpo rednio oddzia-
ywa  ze sob  powierzchniowo. Oddzia ywanie takie mo e natomiast wyst po-

wa  mi dzy ciecz  kapilarn  a ka dym z pozosta ych sk adników o rodka.  
W przypadku cieczy niezwil aj cych obszary przestrzeni porów zaj te przez 
gaz s  miejscem oddzia ywania powierzchniowego gazu ze szkieletem. Dla 
cieczy zwil aj cych materia  szkieletu obszary zaj te przez gaz s  natomiast 
miejscem oddzia ywania powierzchniowego gazu z ciecz  kapilarn  lub szkiele-
tem w zale no ci od charakteru przebiegu procesu. 

Szczególn  rol  w strukturze oddzia ywa  mi dzy sk adnikami nienasyco-
nego materia u porowatego odgrywaj  miejsca wyst powania menisków. 
W analizowanym przypadku wyst puj  oddzia ywania wszystkich czterech 
sk adników o rodka: szkieletu, gazu, cieczy kapilarnej i cieczy mobilnej. Jest to 
jedyne miejsce, w którym gaz oddzia uje powierzchniowo bezpo rednio z cie-
cz  mobiln , natomiast oba te sk adniki oddzia uj  „liniowo” poprzez menisk 
z ciecz  kapilarn  w miejscach jej kontaktu z meniskiem. Nale y przy tym pod-
kre li , e oddzia ywanie sk adników w otoczeniu menisków z uwagi na brak 
ich wzgl dnego ruchu nie ma dyssypacyjnego charakteru. 

Ze wzgl du na kinematyczny zwi zek cieczy kapilarnej ze szkieletem 
i niemobilno  obu sk adników ka de oddzia ywanie cieczy mobilnej i gazu 
z ciecz  kapilarn  mo e by  rozwa ane jako bezpo rednie oddzia ywanie tych 
sk adników ze szkieletem. 

Wyst puj ce na poziomie mikroskopowym powierzchniowe oddzia ywa-
nia sk adników o rodka oraz oddzia ywania „liniowe” niektórych z nich mode-
lowano na poziomie makroskopowym jako oddzia ywania obj to ciowe (lub 
masowe). 

 
5.1. RÓWNANIA BILANSU P DU CIECZY KAPILARNEJ 

Z uwagi na to, e w ogólnym przypadku ciecz kapilarna jest w bezpo red-
nim kontakcie ze szkieletem, ciecz  mobiln  oraz gazem, wszystkie trzy sk ad-
niki o rodka oddzia uj  si ami obj to ciowymi na ciecz kapilarn . Ze wzgl du 
na niemobilno  cieczy kapilarnej jej równanie bilansu p du ma charakter rów-
nania równowagi si . Jego lokaln  posta  mo na przedstawi  nast puj co: 

   (28) 0)( wgT ccgcmcscdiv
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gdzie  – tensor parcjalnego napr enia w cieczy kapilarnej,  – 
g sto ci obj to ciowe si  oddzia ywania (odpowiednio) szkieletu, cieczy mobil-
nej i gazu na ciecz kapilarn . Wielko   reprezentuje natomiast si y oddzia-
ywania pola grawitacyjnego na ten sk adnik, przy czym  jest wektorem przy-

spieszenia ziemskiego. Przez  oznaczono pr dko  masy wymienianej mi -
dzy ciecz  mobiln  a kapilarn . Sk adnik  reprezentuje p d wymieniany 
wraz mas  w jednostce obj to ci o rodka. 

Równanie (28) stanowi jednocze nie definicj  si y  oddzia ywania ob-
j to ciowego szkieletu na ciecz kapilarn . Oznacza to, e jest ono spe nione 
to samo ciowo dla dowolnej postaci si  wyst puj cych w tym równaniu. Z tego 
wzgl du równanie to nie odgrywa istotnej roli w opisie ruchu p ynów w takim 
o rodku. 

5.2. RÓWNANIA BILANSU P DU CIECZY MOBILNEJ 

Ciecz mobilna nie ma bezpo redniego kontaktu ze szkieletem, dlatego mo-
e jednie oddzia ywa  z ciecz  kapilarn  i gazem, przy czym oddzia ywanie 

z gazem mo e mie  jedynie charakter ci nieniowy, bowiem oba p yny pozostaj  
ze sob  w kontakcie jedynie poprzez powierzchnie menisków. Jednak e tego 
typu oddzia ywanie w mechanice o rodków wielosk adnikowych nie jest trak-
towane jako oddzia ywanie obj to ciowe sk adników. Jest ono uwzgl dniane 
w opisie na etapie formu owania napr eniowych zwi zków konstytutywnych. 
Z tego wzgl du jedyn  si  oddzia ywania obj to ciowego, jaka jest wywierana 
na ciecz mobiln , jest si a oddzia ywania z ciecz  kapilarn  o g sto ci obj to-
ciowej : 

            (29) 

Si a ta zawiera przynajmniej dwie sk adowe oddzia ywania o odmiennym 
charakterze: si  lepkiego oddzia ywania wynikaj c  z ruchu wzgl dnego 
sk adników oraz si  oddzia ywania kapilarnego. 

W równaniu bilansu p du cieczy mobilnej dodatkowo nale y uwzgl dni  
wymian  p du  z ciecz  kapilarn  zwi zan  z wymian  masy mi dzy 
tymi sk adnikami. Równanie bilansu p du cieczy mobilnej przyjmuje posta : 

  (30) 

Wykorzystuj c równanie bilansu masy (26) cieczy mobilnej, z zale no ci 
(30) otrzymano: 

               (31) 

gdzie: 
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przy czym przez  oznaczono wypadkow  pr dko  cieczy mobilnej okre lo-
n  wzorem (22)1, a przez  – tensor parcjalnego napr enia w cieczy mobil-
nej, zwi zany z tensorem napr enia fazowego  zale no ci  . 
G sto  obj to ciowa  si y oddzia ywania jest zwi zana z jej g sto ci  ma-
sow   zale no ci : 

                 (32) 

Ostatni wyraz w równaniu (31) reprezentuje si  odrzutu powodowan  
wymian  masy mi dzy ciecz  mobiln  i kapilarn . 

5.3. RÓWNANIA BILANSU P DU GAZU 

Wykorzystuj c argumentacj  przytoczon  w poprzednim rozdziale, si  
oddzia ywania ci nieniowego mi dzy gazem a ciecz  mobiln  uwzgl dniono 
przy analizie warunków równowagi uk adu na etapie formu owania zwi zków 
konstytutywnych. Oznacza to, e si  obj to ciow , któr  nale y uwzgl dni  
przy formu owaniu równania bilansu p du gazu w nienasyconym materiale 
porowatym, oprócz si y oddzia ywania grawitacyjnego, jest si a oddzia ywania 
z ciecz  kapilarn  lub szkieletem. Równanie to mo na zapisa  w postaci: 

      (33) 

gdzie  oznacza wypadkow  pr dko  gazu okre lon  wzorem (22)2, nato-

miast  ( ) – obj to ciow  g sto  si y oddzia ywania cieczy 

kapilarnej (lub szkieletu) na gaz, zwi zan  z g sto ci  masow   (lub ) 
zale no ci : 

;               (34) 

Po uwzgl dnieniu równania bilansu masy gazu (27) równanie (33) mo na 
zredukowa  do postaci: 

       (35) 

gdzie: 
  

natomiast  jest tensorem parcjalnego napr enia w gazie. 
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6. RÓWNANIA BILANSU ENERGII WEWN TRZNEJ UK ADU 

Wykorzystuj c zdefiniowane wcze niej wielko ci charakteryzuj ce stan 
poszczególnych sk adników nienasyconego o rodka porowatego oraz ich rów-
nania bilansu masy i p du, mo na sformu owa  równanie bilansu energii we-
wn trznej rozwa anego uk adu jako ca o ci. Równanie to przyjmuje posta : 

  (36) 

gdzie przez oznaczono g sto ci masowe energii wewn trznych (od-

powiednio) cieczy kapilarnej, mobilnej i gazu, natomiast przez wielko   – 
szybko  lokalnej wymiany energii cieplnej sk adników p ynnych o rodka ze 
szkieletem. 

7. UWAGI KO COWE I WNIOSKI  

W pracy przedstawiono nowy makroskopowy model procesów transportu cie-
czy i gazu w nienasyconych materia ach porowatych. Rozwa ania przeprowadzono 
na podstawie metod i koncepcji wielosk adnikowej mechaniki kontinuum. Kluczo-
wym elementem zaproponowanego modelu fizycznego nienasyconego o rodka jest 
podzia  cieczy cz ciowo wype niaj cej przestrze  porów na dwa sk adniki: ciecz 
mobiln  i ciecz kapilarn . Ciecz mobilna zachowuje w asno ci fizyczne cieczy 
wyst puj cej poza przestrzeni  porów i mo e si  przemieszcza  w o rodku. Ciecz 
kapilarna tworzy cienk  warstewk  przylegaj c  do powierzchni porów szkieletu. 
Z tego powodu ciecz ta jest niemobilna i ma inne w asno ci fizyczne. Skupia ona 
ca  energi  kapilarn  cieczy. Obie ciecze wymieniaj  mas  mi dzy sob  w trak-
cie ruchu menisków, który jest opisywany w modelu niezale nym makroskopo-
wym polem pr dko ci. Sformu owano kinematyk  sk adników o rodka, równania 
bilansu masy, p du oraz energii wewn trznej ca ego uk adu. 

Umo liwi o to (patrz: cz  II) wyprowadzenie uk adu równa  opisuj cych 
po raz pierwszy makroskopowy przebieg quasi-statycznych procesów kapilar-
nego transportu cieczy i gazu jako szczególnego przypadku sformu owanego 
modelu. Równania te maj  uogólnion  posta  niestacjonarnej dyfuzji, w których 
zamiast czasu – jako zmiennej niezale nej – wyst puje ci nienie kapilarne.  

Sformu owany w pracy matematyczny model radykalnie zmienia obraz 
przebiegu procesów transportu cieczy i gazu w nienasyconym materiale poro-
watym. Wykazano, e procesy kapilarnego transportu w takim o rodku zacho-
dz  w pi ciowymiarowej ci nienio-czasoprzestrzeni, a próba ich opisu wy cz-
nie w kategoriach zmian czasowych i przestrzennych zawsze b dzie implikowa-
a niejednoznaczne zale no ci i trudno wyt umaczalne efekty wynikaj ce z re-

dukcji jednego wymiaru ich przebiegu.  
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Mieczys aw Cieszko 
 

MODELOWANIE KAPILARNEGO TRANSPORTU CIECZY 
W NIENASYCONYCH MATERIA ACH POROWATYCH. 

II. OPIS PROCESÓW QUASI-STATYCZNYCH 
I QUASI-STACJONARNYCH* 

1. WST P 

Praca jest kontynuacj  poprzedniej i wraz z ni  tworzy integraln  ca o . 
W cz ci II zaproponowano now  definicj  procesu quasi-statycznego oraz 
now  klas  procesów quasi-stacjonarnych, w których warunki brzegowe proce-
su stacjonarnego ulegaj  quasi-statycznej ewolucji. Umo liwi o to wykorzysta-
nie wyników pierwszej cz ci  pracy i wyprowadzenie równa  opisuj cych 
makroskopowe procesy quasi-stycznego i quasi-stacjonarnego transportu cieczy 
i gazu w materia ach porowatych, a tak e sformu owanie równa  konstytutyw-
nych dla tych procesów. Dotyczy to m.in. opisu procesów wciskania rt ci  
w porozymetrii rt ciowej oraz przep ywu lepkiej cieczy i gazu przez materia  
porowaty w warunkach niepe nego nasycenia. 

2. RÓWNANIA I PODSTAWOWE ZA O ENIA  

2.1. PODSTAWOWE ZA O ENIA 

W rozwa aniach przedstawionych w pracy [9] za o ono, e nienasycony 
o rodek porowaty jest  makroskopowo modelowany jako czterosk adnikowe 
kontinuum. Tworz  je: szkielet, gaz, ciecz kapilarna oraz ciecz mobilna. 
O szkielecie za o ono, e jest sztywny i nieruchomy, o losowej, statystycznie 
jednorodnej i izotropowej strukturze przestrzeni porów. Ciecz kapilarna jest 
zawarta w cienkiej warstewce rozbudowanej w przestrzeni porów powierzchni 
wewn trznej cieczy, przylegaj cej do powierzchni szkieletu. Warstewka ta jest 
nieruchoma i zawiera ca  energi  kapilarn  cieczy. W asno ci fizyczne tego 
sk adnika s  istotnie ró ne od w asno ci cieczy wype niaj cej cz  wewn trzn  
przestrzeni porów. Pozosta a cz  cieczy ograniczona warstewk  cieczy kapi-
larnej i meniskami tworzy sk adnik, który mo e si  przemieszcza  w przestrzeni 
porów w trakcie procesów mechanicznych. Dlatego sk adnik ten nazywany jest 
ciecz  mobiln . Obie ciecze – kapilarna i mobilna – wymieniaj  mas  mi dzy 
sob  w otoczeniu menisków podczas ich ruchu. 

Istotne znaczenie w przebiegu procesów kapilarnych w nienasyconym ma-
teriale porowatym ma powierzchnia menisków, tj. powierzchnia, w otoczeniu 
                                                 
*  Praca zosta a wykonana w ramach realizacji projektu badawczego w asnego Ministerstwa 

Nauki i Szkolnictwa Wy szego Nr N N501 325335. 
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której ciecz mobilna jest w kontakcie z gazem. Aktualne po o enie menisków 
okre la jednoznacznie lokalne nasycenie p ynnymi sk adnikami o rodka 
w przestrzeni porów, tj. ciecz  mobiln  ( ), kapilarn  ( ) oraz gazem ( ). 
Nasycenia te s  definiowane jako stosunek obj to ci danego sk adnika, zawar-
tego w reprezentatywnej próbce nienasyconego o rodka, do obj to ci porów 
w tej próbce i spe niaj  to samo : 

        (1) 

W odró nieniu od powierzchni przylegania powierzchnia menisków mo e 
si  przemieszcza  w trakcie przebiegu procesów w o rodku niezale nie od ru-
chu cieczy mobilnej i gazu w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach. Dla-
tego ruch menisków charakteryzowany jest niezale nym polem pr dko ci. 

W modelu za o ono, e istnieje wielko  skalarna  okre laj ca stan rów-
nowagi menisków, która w procesach quasi-statycznych jest uto samiana 
z ci nieniem kapilarnym  definiowanym jako ró nica ci nienia  w cieczy 
(mobilnej) oraz ci nienia  w gazie. Zatem: 

       (2) 

Ci nienie kapilarne nie okre la jednak e bezpo rednio stanu napr enia  
w cieczy kapilarnej jako sk adniku rozwa anego modelu o rodka. 

Parametr  mo e by  funkcj  zmiennej przestrzennej  i czasu  ( ). 
Zmiana warto ci parametru  wywo uje ruch menisków, a ustalenie warto ci 
tego parametru na nowym poziomie powoduje unieruchomienie menisków  
w nowej konfiguracji. Oznacza to, e nasycenia ciecz  mobiln , kapilarn  
i gazem powinny by  dodatkowo jawnymi funkcjami parametru :  

; ;  (3) 

przy czym w przypadku gdy ciecz kapilarna jest nie ci liwa, parametry nasyce-
nia p ynami nie mog  by   jawnie zale ne od czasu, bowiem zmiana tych wiel-
ko ci przy ustalonej warto ci parametru  jest niemo liwa. W takim przypadku 
nasycenia (3) przyjmuj  posta : 

; ;   (4) 

2.2. RÓWNANIA BILANSU SK ADNIKÓW 

Makroskopowy opis ruchu sk adników nienasyconego o rodka porowatego 
sformu owano w ramach poj  wielofazowej mechaniki o rodków ci g ych. 
Za o ono przy tym, e pod wzgl dem makroskopowym sk adniki o rodka 
(ciecz kapilarna, mobilna oraz gaz) tworz  kontinua materialne rozumiane 
ogólnie jako o rodki o ci g ych rozk adach przestrzennych masy i strumieni 
masy. Takie podej cie umo liwi o zdefiniowanie podstawowych poj  kinema-
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tyki tych sk adników w ramach przestrzennego opisu o rodka oraz sformu owa-
nie równa  bilansu masy i p du tych sk adników, a tak e równania bilansu 
energii wewn trznej uk adu. Maj  one posta : 
– równania bilansu masy: 

      (5) 

     (6) 

    (7) 

– równania bilansu p du: 

   (8) 

                           (9) 

              (10) 

– równania bilansu energii wewn trznej uk adu: 

 (11) 

gdzie: 
;     (12) 

dla , natomiast  oznaczaj  g sto ci parcjalne (odpowied-
nio) cieczy mobilnej, kapilarnej i gazu. S  one zwi zane z g sto ciami fazowy-
mi  zale no ciami: 

 ;   ;         (13) 

przy czym  – porowato  obj to ciowa o rodka.  
Przez , , (  = m, c, g), , , w równaniach 

(5)-(11) oznaczono (odpowiednio) parcjalne i fazowe tensory napr enia  
w sk adnikach o rodka oraz ich g sto ci masowe energii wewn trznej, wektor 
przyspieszenia ziemskiego, pr dko  masy wymienianej mi dzy ciecz  mobiln  
a kapilarn  oraz szybko  lokalnej wymiany energii cieplnej sk adników p yn-
nych o rodka ze szkieletem, natomiast przez  ( ) – 
g sto ci obj to ciowe si  oddzia ywania (odpowiednio) szkieletu, cieczy mobil-
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nej i gazu na ciecz kapilarn . S  one zwi zane z g sto ciami masowymi 
 tych wielko ci zale no ciami: 

;  ;   

Wektory  i  reprezentuj  wypadkowe pola pr dko ci ruchu cieczy 
mobilnej i gazu. Charakteryzuj  one g sto ci masowe strumieni transportu ma-
sy tych p ynów zwi zane zarówno z ich ruchem w aktualnie zajmowanych 
przez nie obszarach, jak i z ruchem menisków opisywanym niezale nym polem 
pr dko ci, który powoduje zmiany zajmowanych przez nie obszarów.  Wypad-
kowe pola pr dko ci cieczy mobilnej i gazu dane s  wyra eniami: 

 ;     (14) 
gdzie: 

                 (15) 

natomiast wielko  mo e by  interpretowana jako „pr dko ” ruchu 
menisków w -przestrzeni. Wektor ten charakteryzuje szybko  zmiany po o-
enia menisków przy zmianie parametru . 

Wielko   w równaniach (5) i (6) oraz (8), (9) i (11) reprezentuje ród o 
obj to ciowe masy cieczy kapilarnej. Okre la ono mas  cieczy kapilarnej, jaka 
powstaje z cieczy mobilnej w jednostce czasu, w jednostce obj to ci o rodka. 
Bior c pod uwag , e w procesach stacjonarnych wymiana masy cieczy kapi-
larnej z ciecz  mobiln  nie zachodzi, bowiem parametr  nie ulega zmianie,  
w modelu za o ono: 

      (16) 

gdzie wielko   okre la mas  cieczy kapilarnej, jaka powstaje  
z cieczy mobilnej w jednostce obj to ci o rodka przy jednostkowej zmianie 
parametru .  

3. OPIS PROCESÓW QUASI-STATYCZNYCH  

Standardowo proces quasi-statyczny w uk adzie definiowany jest jako bar-
dzo powolny proces, w którym ewolucja stanu uk adu realizowana jest w spo-
sób ci g y poprzez stany równowagowe uk adu. Taka definicja jednak e jest 
ma o praktyczna, bowiem jest formu owana w oderwaniu od ogólnego przebie-
gu procesów w danym uk adzie. Proces quasi-statyczny powinien by  definio-
wany jako przypadek szczególny przebiegu procesów w uk adzie.  

W rozwa aniach wykorzystano definicj  procesu quasi-statycznego jako 
bardzo powolnego procesu, w którym wszystkie gradienty wielko ci charakte-
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ryzuj cych stan materia ów w uk adzie s  pomijalnie ma e, a jego przebieg nie 
zale y od szybko ci powolnych zmian wszystkich niezale nych wielko ci opi-
suj cych stan uk adu. Oznacza to, e w procesach quasi-statycznych dyssypacja 
wewn trznej energii mechanicznej jest pomijalnie ma a. Dlatego szybko   
lokalnej wymiany energii cieplnej sk adników p ynnych o rodka ze szkieletem 
w takich procesach jest równa zeru. Równanie bilansu energii wewn trznej 
uk adu powinno by  natomiast spe nione to samo ciowo dla dowolnych warto-
ci bardzo powolnych zmian niezale nych wielko ci charakteryzuj cych stan 

uk adu.  
W przypadku rozwa anego nienasyconego o rodka porowatego zachodz cy 

w nim proces jest traktowany jako quasi-statyczny, je li gradienty nast puj -
cych wielko ci mog  by  uznane za pomijalnie ma e: 

; ; ;c m g r                    (17) 

Sk adowe  wypadkowych pól pr dko ci  cieczy mo-
bilnej i gazu nie mog  by  uznane za jednorodne, gdy  ich dywergencje s  
zwi zane ze zmianami nasycenia i g sto ci tych sk adników poprzez ich rów-
nania ci g o ci.  

Nasycenia ciecz  mobiln , gazem oraz ciecz  kapilarn  podobnie jak po-
rowato  obj to ciowa czy inne parametry struktury przestrzeni porów nie s  
wielko ciami charakteryzuj cymi stan materia u. Dlatego w procesach quasi- 
-statycznych gradienty tych wielko ci mog  mie  du e warto ci, a mimo to 
uk ad mo e znajdowa  si  w stanie równowagi statycznej. Parametrami stanu 
materia u s  wielko ci, których niejednorodno  wywo uje procesy transportu w 
uk adzie. 

3.1. RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE 

Poni ej przeanalizowano konsekwencje, jakie nak ada równanie bilansu 
energii wewn trznej nienasyconego materia u porowatego na zwi zki konstytu-
tywne w przypadku gdy procesy zachodz ce w takim materiale przebiegaj  
quasi-statycznie. W rozwa aniach przyj to za o enie, e g sto ci energii we-
wn trznych cieczy mobilnej i gazu, a tak e cieczy kapilarnej s  jednoznacznymi 
funkcjami ich g sto ci fazowych: 

;  ;      (18) 

przy czym energia wewn trzna niezwil aj cej cieczy kapilarnej jest wi ksza od 
energii wewn trznej cieczy mobilnej, w zwi zku z któr  za o ono, e ma takie 
same w asno ci jak ciecz poza o rodkiem porowatym. W przypadku cieczy 
zwil aj cej jest odwrotnie. 
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Bior c pod uwag  zaproponowan  definicj  procesu quasi-statycznego,  
równania bilansu masy (5)-(7), zwi zki konstytutywne (18) oraz to samo  (1), 
równanie bilansu energii wewn trznej (11) mo na przedstawi  w postaci: 

     (19) 

gdzie kropk  oznaczono pochodn  wzgl dem czasu ( ) oraz wyko-
rzystano termodynamiczne definicje ci nie  sk adników o rodka: 

; ;                    (20) 

Ze wzgl du na niezale no  wielko ci  
równanie (19) jest spe nione to samo ciowo dla dowolnego quasi-statycznego pro-
cesu, je li wyra enia wyst puj ce przy tych wielko ciach s  to samo ciowo równe 
zeru. 

Otrzymano: 
;      (21) 

 ;      (22) 

           (23) 

         (24) 

         (25) 

           (26) 
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Wyra enia (21) i (22) definiuj  (odpowiednio) postacie napr e  parcjal-
nych w cieczy mobilnej i gazie oraz si y oddzia ywania obj to ciowego cieczy 
mobilnej oraz gazu na szkielet w nienasyconym o rodku porowatym podczas 
quasi-statycznych procesów. 

Zale no ci (23)-(25) okre laj  warunki wymiany energii cieczy mobilnej  
i kapilarnej w procesach quasi-statycznych, zwi zanej z wymian  masy mi dzy 
nimi. Z (23) wynika, e g sto ci masowe ca kowitych energii obu cieczy: 

      (27) 

w takich procesach s  równe. 
Przyj to dodatkowe za o enie konstytutywne, e nasycenie ciecz  kapilar-

n  jest jednoznaczn  funkcj  nasycenia ciecz  mobiln : 

                      (28) 

wi c zale no ci (24) i (25) zredukuj  si  do postaci: 

              (29) 

Z (29) wynika, e suma prac wykonywanych przez ciecz mobiln  i ciecz 
kapilarn  przy zmianie nasycenia o rodka tymi sk adnikami jest równa zeru.  

Ze wzgl du na to, e sta a warto  ci nienia kapilarnego  

okre la stan równowagi menisków, wówczas wielko   jest lokalnie 
jedynie funkcj  ci nienia kapilarnego , z (29) wynika, e wzgl dne ci nienie 

w cieczy kapilarnej  jest lokalnie jednoznacznie okre lone przez 

wzgl dne ci nienie w cieczy mobilnej , tj. przez ci nienie kapi-
larne, bez wzgl du na warto  ci nienia w gazie: 

                (30) 

W procesach quasi-statycznego ruchu cieczy niezwil aj cej w nienasyco-
nym materiale porowatym zawsze spe nione s  nierówno ci:  

 ;                           (31) 

Wówczas z wyra enia (30) wynika, e wzgl dne ci nienie w cieczy kapi-
larnej  jest zawsze ujemne bez wzgl du na warto  ci nienia w gazie. 

W przypadku gdy w o rodku wyst puje sama ciecz, równie  ci nienie   
w cieczy kapilarnej musi by  ujemne. Oznacza to, e sk adnik ten jedynie  
umownie mo e by  traktowany jako ciecz. Ze wzgl du na panuj ce w nim 
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ujemne ci nienie sk adnik ten nale a oby traktowa  jako cia o sta e. Ujemna 
warto  ci nienia w cieczy kapilarnej warunkuje mo liwo  quasi-statycznego 
przebiegu procesów transportu niezwil aj cej cieczy w materiale porowatym. 

Warunek (26) definiuje pr dko  w wymienianej masy mi dzy ciecz  mo-
biln  a kapilarn . Dla takiej warto ci tej pr dko ci w trakcie wymiany masy mi -
dzy sk adnikami o rodka energia kinetyczna sk adników nie jest dyssypowana. 

Równania konstytutywne (21)-(26) powinny by  uzupe nione o zwi zek 
konstytutywny dla „pr dko ci” , definiuj cy mechanizmy ruchu menisków 
w przestrzeni porów szkieletu pod wp ywem zmian ci nienia kapilarnego. 

W rozwa aniach za o ono dyfuzyjny mechanizm ruchu menisków w ci -
nienioprzestrzeni analogiczny do ruchu dyfuzyjnego cz steczek, który ma miej-
sce w czasoprzestrzeni. Przyj to, e przy zmianie ci nienia kapilarnego meniski 
przemieszczaj  si  skokowo z jednego po o enia w drugie podobnie jak ma to 
miejsce w procesie dyfuzji obserwowanej w kolejnych chwilach czasu. Dlatego 
za o ono, e masowy strumie  cz ci gazu i cieczy mobilnej zwi zany z ru-
chem menisków jest proporcjonalny do gradientu nasycenia ciecz  mobiln . 
Mo na zatem napisa : 

     (32) 

Gradient nasycenia ciecz  mobiln  mo e bowiem by  lokaln  miar  po-
wierzchni menisków, która decyduje o ilo ci masy cieczy mobilnej i gazu 
transportowanych wraz z meniskami. Jest to analog pierwszego prawa Ficka, 
formu owanego w teorii dyfuzji. Istotna ró nica w przebiegu procesu dyfuzji  
i procesu quasi-statycznego ruchu cieczy w nienasyconym materiale porowatym 
polega na tym, e jeden ma miejsce w czasoprzestrzeni, w której przebieg pro-
cesów ma tylko jeden kierunek, wyznaczony przez kierunek zmian czasu. Drugi 
proces zachodzi natomiast w ci nienioprzestrzeni, w której oba kierunki zmian 
ci nienia s  fizycznie dozwolone. 

Wyst puj cy w równaniu (32) wspó czynnik  mo e by  funkcj  
zarówno nasycenia  ciecz  mobiln , jak i ci nienia kapilarnego . Znak 
„minus” w tym równaniu wynika z faktu, e przy wzro cie ci nienia kapilarne-
go  ruch menisków ma zwrot przeciwny do zwrotu gradientu nasycenia cie-
cz  mobiln . 

Analogiczne prawo mo na sformu owa , przyjmuj c nasycenie gazem jako 
lokaln  miar  powierzchni menisków. Otrzymano zatem: 

( , ) ( )r
g g c gC s p sv grad     (33) 

Przy za o eniu (18), e nasycenie ciecz  kapilarn  jest funkcj  nasyce-
nia ciecz  mobiln  oraz z uwzgl dnieniem zale no ci (1) otrzymano: 

           (34) 
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Zatem aby prawa (32) i (33) by y to same dla dowolnego nasycenia ciecz  
mobiln  (lub kapilarn ), wspó czynniki wyst puj ce w tych prawach powinny 
by  zwi zane zale no ci : 

   (35) 

Równie  w procesach dynamicznych pr dko  ruchu menisków  musi 
by  okre lona przez równanie konstytutywne. W procesach tych jednak e me-
chanizmy ruchu menisków mog  si  istotnie ró ni  od tych w procesach quasi- 
-statycznych. 

Ze wzgl du na analogi  postaci zwi zku konstytutywnego (32) do postaci 
zwi zku formu owanego w teorii dyfuzji zale no  t  nazwano dyfuzyjnym 
prawem transportu kapilarnego menisków w nienasyconym materiale porowa-
tym w procesach quasi-statycznych. 

3.2. RÓWNANIA BILANSU MASY 

Pomini to wszystkie gradienty wielko ci charakteryzuj cych stan materia-
ów w nienasyconym materiale porowatym, poniewa  s  to wielko ci ma e. 

W zwi zku z tym równania bilansu masy cieczy kapilarnej (5), cieczy mobilnej 
(6) oraz gazu (7) dla dowolnego przebiegu procesu quasi-statycznego przyjmuj  
posta : 

         (36) 

    (37) 

  (38) 

Dla procesów quasi-statycznych dodatkowo zachodzi zale no  (2), z któ-
rej po uwzgl dnieniu (20) otrzymano: 

            (39) 

Oznacza to, e pochodne  oraz  nie s  niezale ne. Eliminuj c  

z równania (38) pochodn  , uzyskano: 
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Równania (36), (37) i (40) powinny by  spe nione dla dowolnych warto ci 
powolnych zmian parametru . Równania te s  liniowymi funkcjami pochodnej 

, dlatego spe nienie tego warunku wymaga, eby wyra enia w nawiasach 
wyst puj cych przy tej pochodnej by y to samo ciowo równe zeru. Otrzymano 
równania: 

           (41) 

        (42) 

        (43) 

Wówczas równania (36), (37) i (40) redukuj  si  do postaci: 

          (44) 

            (45) 

               (46) 

Równania (41)-(43) opisuj  zmian  nasycenia poszczególnymi sk adnikami 
przestrzeni porów, powodowan  zmian  parametru  (ci nienia kapilarnego). 
Parametr  pe ni w równaniach bilansu masy (42)-(44) analogiczn  rol  jak 
czas w standardowej postaci równa  bilansu masy. Z tego wzgl du mo na  
powiedzie , e transport masy w procesach quasi-statycznych zachodzi  
w -przestrzeni podobnie jak w procesach niestacjonarnych ma to miejsce  
w czasoprzestrzeni. 

Równania (44)-(46) opisuj  transport masy cieczy mobilnej i gazu w o rodku 
w procesach quasi-statycznych przy aktualnej konfiguracji po o e  menisków.  
Z równania (44) wynika, e zmiana nasycenia ciecz  kapilarn  przy braku ruchu 
menisków jest ci le zwi zana ze ci liwo ci  cieczy kapilarnej. Przyj to za o e-
nie, e zmiany nasycenia ciecz  kapilarn  powodowane zmian  jej g sto ci s  
ma e w porównaniu ze zmianami nasycenia powodowanymi ruchem menisków. 
Jest to uzasadnione ze wzgl du na bardzo ma  ci liwo  wi kszo ci cieczy,  
a istotnie upraszcza opis rozwa anych zagadnie . Przy takim za o eniu nasycenie 
ciecz  kapilarn  mo e by  funkcj  czasu jedynie poprzez parametr : 

 

W takim przypadku równie  nasycenia ciecz  mobiln  i gazem nie s  
bezpo rednio zale ne od czasu: 
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Wówczas równanie (44) jest spe nione to samo ciowo, natomiast równania 
(45) i (46) redukuj  si  do postaci: 

       (47) 

              (48) 

3.3. RÓWNANIA BILANSU P DU 

W procesach quasi-statycznych wszystkie niestatyczne si y wyst puj ce  
w nienasyconym materiale porowatym mog  by  pomini te jako wielko ci do-
wolnie ma e w porównaniu z si ami statycznymi, tj. si ami oddzia ywania pola 
grawitacyjnego, napr eniami statycznymi oraz statycznymi oddzia ywaniami 
sk adników. Dlatego równania bilansu p du (8)-(10) dla tych procesów reduku-
j  si  do postaci: 

       (49) 

         (50) 
         (51) 

Po uwzgl dnieniu zwi zków konstytutywnych (21) i (22) z równa  (50)  
i (51) otrzymano: 

( )m mpgrad g 0          (52) 
( )g gpgrad g 0          (53) 

Równania te okre laj  warunki quasi-statycznej równowagi cieczy mobil-
nej oraz gazu. Wynika z nich, e niejednorodno  pola ci nienia w obu p ynach 
w takich procesach mo e by  powodowana jedynie przez pole grawitacyjne. 
Równanie (49) definiuje si   oddzia ywania cieczy kapilarnej na szkielet.  

4. OPIS PROCESÓW QUASI-STACJONARNYCH  

Ze wzgl du na du  z o ono  przebiegu procesów mechanicznych w nie-
nasyconych materia ach porowatych klasyczne sformu owanie stacjonarnych 
zagadnie  przep ywu cieczy i gazu w takim o rodku jest niew a ciwe. Zadanie 
sta ych warunków brzegowych na pola opisuj ce przebieg takich procesów jest 
bowiem niewystarczaj ce, aby rozwi zanie zagadnienia by o jednoznaczne. 
Przy tym samym rozk adzie warto ci tych pól na brzegu rozk ad nasyce  p y-
nami wewn trz o rodka nie musi by  taki sam. Oznacza to, e równie  pola 
pr dko ci i ci nie  w o rodku b d  ró ne. Podstawowe znaczenie dla otrzyma-
nia jednoznacznego rozwi zania zagadnienia stacjonarnego ma historia prze-
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biegu procesu uzyskiwania warto ci ko cowych pól na brzegu o rodka. Ona 
bowiem decyduje równie  o rozk adzie pól nasycenia wewn trz o rodka. 

W rozwa aniach ograniczono charakter przebiegu uzyskiwania warto ci 
ko cowych pól na brzegu o rodka do procesów quasi-statycznych. Oznacza to, 
e rozwi zanie zagadnienia stacjonarnego w takim o rodku wymaga rozwa enia 

sekwencji stacjonarnych procesów, w których warunki brzegowe ewoluuj  qua-
si-statycznie od pewnych zadanych warto ci pocz tkowych, okre laj cych sta-
tyczny stan pocz tkowy o rodka, do warto ci ko cowych pól na jego brzegu. 
Procesy takie nazwano procesami quasi-stacjonarnymi. 

Za o enie o dowolnie powolnych zmianach pól na brzegu o rodka w pro-
cesach quasi-stacjonarnych oznacza, e lokalnie pochodne czasowe wielko ci 
okre laj cych warunki brzegowe mog  przyjmowa  dowolnie ma e warto ci. 
Proces quasi-stacjonarny mo e by  rozwa any jako proces, w którym zjawiska 
zachodz  w dwóch ró nych skalach czasowych. Przyj to, e procesy przep ywu 
zachodz  znacznie szybciej ni  proces ewolucji warunków brzegowych. 

4.1. RÓWNANIA BILANSU P DU 

Sformu owane w rozdziale 3. równania konstytutywne (21), (23)-(26) oraz 
(32) dla procesów quasi-statycznych mog  by  równie  wykorzystane do opisu 
zagadnie  quasi-stacjonarnych. Jedynie równanie (24) okre laj ce obj to ciowe 
oddzia ywanie cieczy mobilnej z ciecz  kapilarn  oraz gazu ze szkieletem po-
winno by  uzupe nione o si y lepkiego oddzia ywania. Si y te dla procesów 
quasi-stacjonarnych przyj to w postaci: 

       (54) 

     (55) 

gdzie wspó czynniki  i  przyjmuj  dodatnie warto ci i charakteryzuj  
opory przep ywu cieczy mobilnej i gazu przez nienasycony o rodek porowaty. 
 
4.2. RÓWNANIA BILANSU MASY 

W odró nieniu od procesów quasi-statycznych w procesach quasi- 
-stacjonarnych gradienty wielko ci charakteryzuj cych stan materia ów w nie-
nasyconym materiale porowatym przyjmuj  sko czone warto ci i dlatego nie 
mog  by  pomini te. Za o ono dodatkowo, e ciecz kapilarna i mobilna s  nie-
ci liwe, zatem zmiany nasycenia powodowane s  jedynie ruchem menisków 

(nasycenia s  zale ne od czasu jedynie poprzez wielko  ), a równania bilansu 
masy cieczy kapilarnej (5), cieczy mobilnej (6) oraz gazu (7) przyjmuj  posta : 

             (56) 
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    (57) 

 (58) 

Po to, aby równania (4,3)-(4.5) by y spe nione dla dowolnych szybko ci 
powolnych zmian parametru , wyra enia wyst puj ce przy pochodnej  po-
winny by  to samo ciowo równe zeru. Tym samym otrzymano: 

           (59) 

          (60) 

       (61) 

Wówczas równanie (56) jest spe nione to samo ciowo, a równania (57)  
i (58) redukuj  si  do postaci: 

                  (62) 

             (63) 

Ze wzgl du na to, e w procesach quasi-stacjonarnych sk adnik zwi zany 
ze zmian  czasow  g sto ci gazu jest dowolnie ma y, mo e by  on pomini ty  
w równaniu (63). Wówczas przyjmuje ono posta : 

                     (64) 

Równania (59)-(61) opisuj  ewolucj  nasycenia p ynami o rodka porowate-
go w trakcie procesu quasi-stacjonarnego. W odró nieniu od równa  (42)-(44) 
w równaniach (59)-(61) parametr  okre la lokaln  warto  ci nienia kapilar-
nego, tzn. jest funkcj  zmiennej przestrzennej : 

                (65) 

Dlatego zmienia si  równie  sens operatorów ró niczkowania parametrów 
nasycenia wzgl dem zmiennej przestrzennej . 

Równania (62) i (64) s  natomiast równaniami bilansu masy cieczy mobil-
nej i gazu dla aktualnego rozk adu nasycenia tymi p ynami w o rodku. 

4.3. RÓWNANIA BILANSU P DU 

W procesach quasi-stacjonarnych wszystkie niestacjonarne si y wyst puj ce 
w nienasyconym materiale porowatym mog  by  pomini te jako wielko ci do-
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wolnie ma e w porównaniu z si ami stacjonarnymi. Dotyczy to tak e cz ci 
konwekcyjnej si  dynamicznych w cieczy mobilnej i gazie, zwi zanej z ruchem 
menisków. Dlatego równania bilansu p du (9) i (10) cieczy mobilnej i gazu 
redukuj  si  do postaci: 

        (66) 

        (67) 

natomiast równanie bilansu p du (8) cieczy kapilarnej pozostanie bez zmian. Ze 
wzgl du na niemobilno  cieczy kapilarnej równanie to okre la si   od-
dzia ywania szkieletu na ciecz kapilarn . 

Równania bilansu p du (66) i (67) po uwzgl dnieniu zwi zków konstytu-
tywnych (21) oraz (54) i (55) przyjmuj  posta : 

   (68) 

    (69) 

Równania te po pomini ciu oddzia ywania pola grawitacyjnego oraz si  
dynamicznych przyjmuj  posta  równa  Darcy’ego: 

 ;            (70) 

W odró nieniu od równania Darcy’ego dla przep ywów przez nasycone 
materia y porowate równania (70) s  silnie nieliniowe, gdy  zale  od nasyce  

 i , których przestrzenny rozk ad zale y od rozk adu 

ci nienia kapilarnego  w o rodku. Równania (70) wraz równaniami (59)-
(65) tworz  uk ad opisuj cy przebieg procesów quasi-stacjonarnych. 

5. UWAGI KO COWE I WNIOSKI  

W pracy przedstawiono nowy makroskopowy model procesów transportu 
cieczy i gazu w nienasyconych materia ach porowatych. W cz ci I sformu o-
wano go, a w cz ci II – wyprowadzono równania opisuj ce quasi-statyczne  
i quasi-stacjonarne procesy transportu cieczy i gazu w takim o rodku oraz w a-
ciwe dla tych procesów zwi zki konstytutywne. Zaproponowano nowe sformu-
owanie definicji procesu quasi-statycznego oraz now  klas  procesów quasi- 

-stacjonarnych. Równania dla quasi-statycznych procesów maj  uogólnion  
posta  niestacjonarnej dyfuzji, w których zamiast czasu jako zmiennej niezale -
nej, wyst puje ci nienie kapilarne. Równania opisuj ce procesy quasi-stacjo-
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narne tworz  natomiast silnie nieliniowy uk ad sprz gaj cy pola rozk adu ci-
nienia, nasycenia oraz pr dko ci przep ywu cieczy mobilnej i gazu. Równania 

te umo liwiaj  m.in. makroskopowy opis procesów wciskania rt ci w materia  
porowaty, uwzgl dniaj cy geometri  i wielko  próbki, wa ny w zagadnieniach 
interpretacji danych eksperymentalnych porozymetrii rt ciowej, a tak e opis 
przep ywu lepkiej cieczy i gazu przez materia  porowaty w warunkach prostej 
geometrii (np. przez warstw ) przy niepe nym nasyceniu, w którym pola ci nie-
nia, nasycenia i pr dko ci przep ywu s  niejednorodne. Zagadnienia te b d  
przedmiotem kolejnych prac. 
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Mieczys aw Cieszko, Eugeniusz Czapla, Marcin Kempi ski 
 

MAKROSKOPOWY OPIS WCISKANIA NIEZWIL AJ CEJ 
CIECZY W KULK  MATERIA U POROWATEGO* 

1. WST P 

Modelowanie procesów quasi-statycznego wciskania niezwil aj cej cieczy 
w materia  porowaty odgrywa wa n  rol  w interpretacji danych eksperymen-
talnych w postaci tzw. krzywych potencja u kapilarnego, otrzymywanych np.  
w porozymetrii rt ciowej za pomoc  metody wciskania rt ci w próbk  materia-
u porowatego [52, 53]. Na podstawie tych krzywych wyznacza si  rozk ady 

wymiarów porów badanych materia ów [44] oraz inne parametry struktury  
porów: porowato , powierzchni  wewn trzn  porów i jej rozk ad [33, 45, 53], 
a po wykorzystaniu dodatkowych zale no ci tak e kr to  i przepuszczalno  
[5, 23, 49].  

W literaturze powszechnie wykorzystuje si  przy tym uproszczone modele 
mikroskopowe struktury porów do interpretacji danych eksperymentalnych.  
W porozymetrach rt ciowych, standardowo wykorzystywanych do wyznaczania 
rozk adów wymiarów porów, interpretacja danych eksperymentalnych prze-
prowadzana jest na podstawie kapilarnego modelu architektury przestrzeni po-
rów. W modelu tym przestrze  porów tworz  d ugie kapilary o sta ej rednicy  
i losowym rozk adzie, przenikaj ce ca y materia . Zapewnia to bardzo prosty 
opis procesu wciskania rt ci w próbk  materia u porowatego, umo liwiaj cy 
bezpo redni  interpretacj  eksperymentalnych danych. Jednak e przebieg pro-
cesu wciskania rt ci w próbk  materia u o kapilarnej architekturze przestrzeni 
porów istotnie ró ni si  od przebiegu takiego procesu w rzeczywistych materia-
ach, w których przestrze  porów tworzy przestrzenna sie  kana ów o z o onej 

geometrii i losowych wymiarach. Rozk ad rt ci w próbkach o kapilarnej archi-
tekturze porów jest jednorodny w dowolnym momencie procesu wciskania, 
niezale nie od kszta tu i wielko ci próbki.  

Problem ten nie wyst puje w modelach o architekturze a cuchowej [12]  
i sieciowej [3, 6, 16], w której cylindryczne pory o losowym rozk adzie redni-
cy i d ugo ci po czone s  szeregowo lub tworz   przestrzenn  sie , a tak e  
w modelach, w których sze cienne pory po czone s  mi dzy sob  cylindrycz-
nymi kapilarami o statystycznym rozk adzie rednic [48]. W tych przypadkach 
opis procesu wciskania rt ci przyjmuje bardzo z o on  posta , a efektywne 
obliczenia wymagaj  symulacji procesów.  

                                                 
*  Praca zosta a wykonana w ramach realizacji projektu badawczego w asnego Ministerstwa 

Nauki i Szkolnictwa Wy szego Nr N N501 325335. 
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W literaturze brak jest natomiast propozycji makroskopowego opisu proce-
sów wciskania niezwil aj cej cieczy w materia  porowaty. Konsekwencj  bez-
po redniego zastosowania równa  transportu cieczy w nienasyconych materia-
ach porowatych (np. równa  Richardsa [43]) do opisu tego zagadnienia jest 

uzyskanie wyników identycznych jak dla o rodka o kapilarnej architekturze 
przestrzeni porów. Jest to spowodowane za o eniem powszechnie przyjmowa-
nym w pracach z tego zakresu, e ci nienie kapilarne jest jednoznaczn  funkcj  
nasycenia ciecz . Nawet bardzo zaawansowane modele termodynamiczne pro-
cesów przep ywów dwufazowych w materia ach porowatych opisane w pracach 
[26-28] nie opisuj  niejednorodnego rozk adu cieczy w procesach quasi-
statycznych. 

W pracy przedstawiono nowy kontynualny opis quasi-statycznego zagad-
nienia wciskania rt ci w kulk  materia u porowatego oraz przeanalizowano 
wp yw parametrów geometrycznych i fizycznych tego procesu na jego przebieg.  

Podstaw  rozwa a  stanowi nowy makroskopowy opis kapilarnego trans-
portu cieczy i gazu w materia ach porowatych sformu owany w pracach [9]  
i [10]. Rozwa ania teoretyczne przeprowadzono w ramach wielofazowej me-
chaniki o rodków ci g ych. Za o ono, e gaz i ciecz wype niaj ce nieodkszta -
calny porowaty materia  tworz  makroskopowy o rodek ci g y z o ony z trzech 
sk adników: gazu, cieczy mobilnej i cieczy kapilarnej, natomiast szkielet jest 
nieodkszta calny, o izotropowej i jednorodnej przestrzeni porów. Ciecz kapilar-
na jest nieruchoma, tworzy cienk  warstewk  na powierzchni wewn trznej po-
rów i wymienia mas  z ciecz  mobiln  w otoczeniu powierzchni menisków, 
których ruch jest opisywany dodatkowym polem pr dko ci. Dla sk adników 
tych sformu owano równania bilansu masy, p du oraz energii wewn trznej ca-
ego uk adu oraz wyprowadzono równania opisuj ce makroskopowe procesy 

quasi-statycznego i quasi-stacjonarnego transportu cieczy i gazu w materia ach 
porowatych, a tak e równania konstytutywne definiuj ce m.in. dyfuzyjny me-
chanizm ruchu menisków w takim o rodku. Równania te opisuj  m.in. procesy 
wciskania rt ci w porozymetrii rt ciowej oraz przep ywu lepkiej i nielepkiej 
cieczy i gazu przez materia  porowaty w warunkach niepe nego nasycenia. 

W pracy wyprowadzono równanie opisuj ce rozk ad nasycenia materia u 
porowatego niezwil aj c  ciecz  w procesie jej wciskania oraz sformu owano 
warunek brzegowy, jawnie zale ny od rozk adu rednic porów na powierzchni 
próbki oraz ci nienia wciskanej cieczy. Równanie to ma posta  równania nie-
stacjonarnej dyfuzji, w którym zamiast czasu wyst puje ci nienie wciskanej 
cieczy. Wyznaczono jawne postacie wyra e  dla rozk adu nasycenia kulki rt -
ci  oraz krzywej potencja u kapilarnego. Otrzymane wyniki przedstawiono 
graficznie oraz przeanalizowano ich zale no  od parametrów uk adu. 
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2. SFORMU OWANIE ZAGADNIENIA 

2.1. PODSTAWOWE ZA O ENIA 

Przedmiotem rozwa a  jest zagadnienie quasi-statycznego wciskania nie-
zwil aj cej i nie ci liwej cieczy (np. rt ci) w kulk  jednorodnego i izotropowe-
go materia u porowatego o promieniu  (rys. 1). W zwi zku z tym przyj to 
za o enie, e ca y proces przebiega w warunkach pró ni, a w chwili pocz tko-
wej pory kulki s  puste, natomiast ciecz otaczaj ca kulk  ze wszystkich stron 
ma zerowe ci nienie. 

 
Rys. 1. Schemat uk adu quasi-statycznego wciskania niezwil aj cej cieczy w kulk  

materia u porowatego 
 
Wraz ze wzrostem ci nienia ciecz wnika w pory kulki, a meniski cieczy za-

trzymuj  si  na granicach mniejszych porów. Ze wzgl du na losowy charakter 
budowy mikroskopowej przestrzeni porów w kulce powstaje przestrzenny roz-
k ad cieczy, który ewoluuje wraz ze wzrostem ci nienia. Proces zostaje zaha-
mowany, gdy ci nienie osi gnie dostatecznie du  warto , tak aby wszystkie 
pory zosta y zupe nie wype nione ciecz . 

2.2. PODSTAWOWE RÓWNANIA 

Do opisu przebiegu quasi-statycznego procesu wciskania niezwil aj cej 
cieczy (rt ci) wykorzystano równania nowego makroskopowego modelu kapi-
larnego transportu cieczy i gazu w materia ach porowatych, sformu owanego  
w pracach [3] i [5]. W modelu tym ciecz i gaz wype niaj ce nieodkszta calny 
materia  porowaty tworz  makroskopowy o rodek ci g y, z o ony z trzech 
sk adników: gazu, cieczy mobilnej oraz sk adnika nazywanego w pracy ciecz  
kapilarn . Nieodkszta calny szkielet tworzy przestrze , w której maj  miejsce 
procesy transportu.  

Podzia  cieczy na dwa kontinua jest uzasadniony zarówno pod wzgl dem 
kinematycznym, jak i energetycznym. Ciecz kapilarna tworzy cienk  warstewk  
na powierzchni cieczy wype niaj cej pory, b d c  w kontakcie z wewn trzn  
powierzchni  porów. Sk adnik ten nie przemieszcza si  i zawiera ca  energi  
kapilarn , a jego w asno ci fizyczne istotnie ró ni  si  od w asno ci cieczy mo-

oR
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bilnej. W pracy [10] wykazano, e ci nienie w cieczy mobilnej jest ujemne. 
Ciecz kapilarna mo e jednak e wymienia  mas  z ciecz  mobiln  w otoczeniu 
powierzchni menisków. Wymiana masy wyst puje jedynie podczas ruchu meni-
sków w przestrzeni porów, który opisywany jest odr bnym polem pr dko ci. 
Umo liwia to modelowanie mechanizmów ruchu menisków w przestrzeni po-
rów. Ciecz mobilna jest cz ci  wewn trzn  cieczy wype niaj cej pory, otoczo-
n  przez warstewk  cieczy kapilarnej oraz powierzchnie menisków. Odno nie 
cieczy mobilnej za o ono, e ma takie same w asno ci fizyczne jak ciecz wy-
st puj ca poza przestrzeni  porów. Ka dy sk adnik charakteryzowany jest przez 
g sto  masy, a ich rozk ad okre laj  parametry nasycenia. 

Opis procesów quasi-statycznych przedstawiono w pracy [10] jako przypa-
dek szczególny sformu owanego modelu. W celu ich scharakteryzowania za-
proponowano now  definicj  procesu quasi-statycznego jako bardzo powolnego 
procesu, w którym gradienty wszystkich wielko ci okre laj cych stan materia-
ów w o rodku s  pomijalnie ma e, a jego przebieg nie zale y od szybko ci 

powolnych zmian niezale nych wielko ci opisuj cych stan uk adu.  
W przypadku braku gazu w materiale porowatym oraz przy za o eniu nie-

ci liwo ci cieczy kapilarnej i mobilnej opis quasi-statycznego procesu trans-
portu niezwil aj cej cieczy okre lany jest przez równania bilansu masy oraz 
zwi zki konstytutywne obu cieczy w postaci: 

                                           (1) 

                                (2) 

gdzie przez , ,  oznaczono odpowiednio g sto  masy, ci-
nienie oraz nasycenie ciecz  mobiln  ( ) i kapilarn  ( ), natomiast 

 reprezentuje masowe ród o cieczy kapilarnej. 

Wielko  wektorowa  charakteryzuje „pr dko ” ruchu meni-
sków w o rodku w trakcie quasi-statycznych zmian ci nienia  w cieczy 
mobilnej. Ze wzgl du na niezale ny mechanizm ruchu menisków wielko  ta 
powinna by  okre lona niezale nym równaniem konstytutywnym. Przyj to 
za o enie, e dyfuzyjny mechanizm ruchu menisków w ci nienioprzestrzeni jest 
analogiczny do ruchu dyfuzyjnego cz steczek substancji zachodz cego w cza-
soprzestrzeni. Za o ono, e gdy zmienia si  ci nienie kapilarne, meniski sko-
kowo przenosz  si  z jednego po o enia w drugie, tak jak odbywa si  to pod-
czas dyfuzji przebiegaj cej w nast puj cych po sobie chwilach czasu. Przyj to 
zatem, e masowy strumie  cz ci cieczy mobilnej powi zany z ruchem meni-
sków jest proporcjonalny do gradientu nasycenia ciecz  mobiln . Sformu owa-
no zatem zale no : 
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        (3) 

Mo na uzna , e gradient nasycenia ciecz  mobiln  jest lokaln  miar  po-
wierzchni menisków, od którego zale y ilo  masy cieczy mobilnej i gazu 
transportowanych wraz z meniskami. Jest to odpowiednik pierwszego prawa 
Ficka. Wyst puje jednak znacz ce zró nicowanie mi dzy przebiegiem procesu 
dyfuzji a przebiegiem procesu quasi-statycznego ruchu cieczy w nienasyconym 
materiale porowatym, poniewa  pierwszy nast puje w czasoprzestrzeni, czyli 
przebieg procesów ma wy cznie jeden kierunek, okre lony kierunkiem zmian 
czasu; natomiast drugi ma miejsce w ci nienioprzestrzeni, co jest jednoznaczne 
z tym, e oba kierunki zmian ci nienia s  fizycznie dozwolone. 

Wspó czynnik , który wyst puje w równaniu konstytutywnym, 
mo e by  funkcj  nasycenia  ciecz  mobiln , a tak e jej ci nienia . 
Ujemny znak w równaniu (3) jest zwi zany z tym, e gdy wzrasta ci nienie 
kapilarne , zwrot ruchu menisków jest przeciwny do zwrotu gradientu nasy-
cenia ciecz  mobiln . 

Dodatkowo za o ono, e nasycenie ciecz  kapilarn  w procesie wciskania 
niezwil aj cej cieczy jest jednoznaczn  funkcj  nasycenia ciecz  mobiln :  

       (4) 

Ze wzgl du na sferyczn  symetri  rozwa anego zagadnienia uk ad równa  
(1)-(4) mo e by  zredukowany do jednego równania dla nasycenia ciecz  mo-
biln  w postaci: 

        (5) 

gdzie przez  oznaczono wspó rz dn  promieniow  sferycznego uk adu 
wspó rz dnych. 

Przy za o eniu, e wielko ci  i  s  sta e, nasycenie ciecz  
mobiln  okre la nasycenie o rodka obiema cieczami:  

    (6) 

a równanie (5) przyjmuje posta  równania niestacjonarnej dyfuzji: 

        (7) 

w którym zamiast czasu – jako zmiennej niezale nej – wyst puje ci nienie cie-
czy mobilnej. Z tego powodu sta  wielko :  
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     (8) 

nazwano wspó czynnikiem dyfuzyjnego transportu menisków w procesie quasi-
-statycznym.  

W procesach quasi-statycznych ci nienie  w cieczy mobilnej jest równe 
ci nieniu  cieczy na zewn trz próbki materia u porowatego ( ), dlatego 
w dalszych rozwa aniach pomini to indeks  przy oznaczaniu ci nienia  
w cieczy mobilnej. 

2.3. WARUNKI BRZEGOWE I POCZ TKOWE 

W procesie wciskania niezwil aj cej cieczy w kulk  porowatego materia u 
ciecz wnika jedynie w te pory, których rednica jest wi ksza od rednicy kry-
tycznej , okre lonej przez ci nienie  w cieczy mobilnej wzorem Washburna: 

    (9) 

gdzie  oznacza napi cie powierzchniowe w cieczy, a  – k t zwil ania mate-
ria u szkieletu przez ciecz. 

Ze wzgl du na losowy charakter rozk adu rednic porów nasycenie ciecz  
mobiln  i kapilarn  na powierzchni kulki jest bezpo rednio okre lone 
przez ten rozk ad oraz ci nienie w cieczy mobilnej. Umo liwia to sformu owa-
nie warunku brzegowego dla zagadnienia wciskania cieczy, zale nego od ci-
nienia w cieczy mobilnej. 

Miara nasycenia ciecz  ma charakter obj to ciowy, dlatego dla okre lenia 
nasycenia powierzchni kulki odpowiedni  miar  jest stosunek pola powierzchni 
porów zaj tych przez ciecz na brzegu kulki do ca kowitego pola powierzchni 
porów na tym brzegu. 

Po to, aby wyznaczy  zale no  nasycenia obiema cieczami na brzegu kul-
ki od ci nienia w cieczy mobilnej: 

 

przyj to za o enie, e rozk ad rednic D porów na powierzchni kulki dany jest 
przez funkcj  g sto ci prawdopodobie stwa . Przez  oznaczono war-
to  redni  kwadratu rednicy porów, wobec czego funkcja w postaci: 

                  (10) 

oznacza g sto  powierzchniowej miary prawdopodobie stwa rozk adu rednic 
porów na powierzchni kulki.  
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Ze wzgl du na to, e przy danym ci nieniu w cieczy mobilnej wszystkie 
pory nadkrytyczne, tj. o rednicy wi kszej od , s  zape nione rt ci , nasy-
cenie rt ci  na brzegu kulki dane jest wzorem: 

          (11) 

gdzie – maksymalna rednica pory na powierzchni kulki. 
Jako warunek pocz tkowy zagadnienia przyj to brak cieczy wewn trz kul-

ki dla ci nienia pocz tkowego . W zwi zku z tym otrzymano: 

                                          (12) 

3. ROZWI ZANIE ZAGADNIENIA 

Poni ej przedstawiono rozwi zanie równania (7), opisuj cego wciskanie 
niezwil aj cej cieczy w kulist  próbk  materia u porowatego o promieniu , 
dla warunku brzegowego (11) i warunku pocz tkowego (12). Równanie to dla 
nowej funkcji  zdefiniowanej to samo ci : 

            (13) 

redukuje si  do postaci liniowej:  

                                   (14) 

natomiast warunki (11) i (12) przyjmuj  posta : 

 ;                        (15) 

Ze wzgl du na niejednorodno  warunku brzegowego (15)1 przewidywane 
jest nast puj ce rozwi zanie równania (14): 

       (16) 

gdzie . Wówczas warunek ten jest spe niony to samo ciowo dla 
dowolnej warto ci wspó czynników . 

Podstawiaj c wyra enie (16) do równania (14) oraz wykorzystuj c li-
niowe rozwini cie funkcji  w przedziale : 
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otrzymano równanie dla wspó czynników :  

                (18) 

gdzie . 
Rozwi zaniem ogólnym równania niejednorodnego (18), spe niaj cym 

warunek pocz tkowy (15)2, jest wyra enie: 

           (19) 

Dlatego rozk ad nasycenia  obiema cieczami w kulce, okre lony 
wzorem (13), mo e by  przedstawiony w postaci: 

            (20) 

gdzie: 

        (21) 

natomiast funkcja  ze wzgl du na posta  wyra enia (11) dana jest wzorem:  

                   (22) 

W przypadku gdy wszystkie pory na powierzchni kulki maj  jednakow  
rednic  , funkcja rozk adu rednic porów  przyjmuje posta  delty 

Diraca , a wyra enie (20) redukuje si  do postaci: 

       (23) 
Rozk ad (23) ze wzgl du na posta  funkcji (20) oraz rozwini cie (17) dla 

ci nienia pocz tkowego  przyjmuje warto  zero wewn trz kulki (dla 
), natomiast na jej brzegu – warto  jeden ( ) dla dowolnej warto-

ci ci nienia . Z wyra enia (23) wynika, e w takim przypadku ewolucja roz-
k adu rt ci wewn trz kulki przy zmianie ci nienia w cieczy jest ca kowicie 
okre lona przez proces dyfuzji menisków w ci nienioprzestrzeni i jest charakte-
ryzowana jednym parametrem, tj. wspó czynnikiem dyfuzyjnego transportu 
menisków , który mo e by  funkcj  nasycenia o rodka i ci nienia w cieczy. 
Proces ten jest ci le zwi zany z rozk adem wymiarów porów w kulce. Fakt ten 
okre la znaczenie modelowania procesu dyfuzji menisków dla procesów kapi-
larnego transportu cieczy w nienasyconym materiale porowatym. 
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4. OPIS KRZYWEJ POTENCJA U KAPILARNEGO KULKI 

Krzywe potencja u kapilarnego próbek materia u porowatego otrzymywane 
s  eksperymentalnie w trakcie procedury pomiarowej realizowanej przy wyzna-
czaniu rozk adów wymiarów porów za pomoc  metody porozymetrii rt ciowej, 
która polega na tym, e próbka materia u porowatego umieszczana jest w ko-
morze zwanej penetrometrem, a do niej po usuni ciu powietrza wt aczana jest 
pod ci nieniem rt . W trakcie tego procesu mierzone s  dwie wielko ci: obj -
to  rt ci wci ni tej w próbk  oraz ci nienie, przy którym to nast pi o. Unor-
mowany wykres zale no ci obj to ci rt ci wci ni tej w próbk  od ci nienia 
wciskania rt ci nazywany jest krzyw  potencja u kapilarnego. Na podstawie 
tych krzywych z wykorzystaniem ró nych modeli architektury przestrzeni po-
rów oraz procesu wciskania rt ci wyznaczane s  rozk ady wymiarów porów 
próbek badanych materia ów oraz inne parametry struktury porów. 

Przedstawiony w rozdziale 3. rozk ad  nasycenia porowatej kulki 
niezwil aj c  ciecz   umo liwia wyprowadzenie wyra enia opisuj cego krzyw  
potencja u kapilarnego kulistej próbki materia u porowatego.  

Obj to   cieczy wci ni tej w kulk  wyznaczono w postaci: 

        (24) 

Uwzgl dniaj c ponadto wyra enia (14) i (16), otrzymano: 

     (25) 

gdzie  oznacza obj to  porów w kulce, natomiast: 

    (26) 

Z wyra enia (25) wynika, e w zaproponowanym makroskopowym mode-
lu procesu wciskania niezwil aj cej cieczy o przebiegu krzywych potencja u 
kapilarnego decyduj  dwa czynniki o charakterze losowym. Pierwszym jest 
rozk ad rednic porów  na powierzchni próbki materia u porowatego, 
który poprzez wzór Washburna (9) okre la dost p cieczy do wn trza próbki 
przy ró nych ci nieniach. Drugim czynnikiem jest przyj ty model dyfuzyjnego 
transportu menisków wewn trz próbki charakteryzowany wspó czynnikiem 

 w równaniu konstytutywnym (3). Przy za o eniu, e wszystkie 
pory na powierzchni kulki maj  jednakow  rednic  , funkcja rozk adu 
rednic porów  przyjmuje posta  delty Diraca: . Wów-

czas wyra enie (25) redukuje si  do postaci: 
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              (27) 
Oznacza to, e w takim przypadku o postaci krzywej potencja u kapilarne-

go decyduje przyj ty model dyfuzyjnego transportu menisków wewn trz poro-
watej kulki. Uwidacznia to znaczenie modelowania procesu dyfuzyjnego trans-
portu menisków dla interpretacji danych porozymetrii rt ciowej. 

Ze wzgl du na przyj ty w rozwa aniach dwusk adnikowy model cieczy 
w porach o ró nych g sto ciach obj to  cieczy wci ni tej w pory próbki nie 
jest równa obj to ci cieczy wciskanej (poza porami), której pomiar jest podsta-
w  tworzenia krzywych potencja u kapilarnego. Jednak e z uwagi na za o on  
nie ci liwo  cieczy mobilnej i kapilarnej wzgl dne obj to ci cieczy wci ni tej 
w pory i cieczy wciskanej s  równe w dowolnej chwili procesu wciskania. Za-
tem wyra enia (25) i (27) opisuj  równie  wzgl dn  obj to  cieczy wciskanej 
w próbk  materia u porowatego i dlatego reprezentuj  one makroskopowy mo-
del krzywej potencja u kapilarnego kulki. 

5. ANALIZA WP YWU PARAMETRÓW UK ADU 

Wykorzystano zale no ci (20), (23) oraz (25) i (27), opisuj ce ewolucj  
rozk adu cieczy w porowatej kulce podczas quasi-statycznego procesu wciska-
nia cieczy oraz krzyw  jej potencja u kapilarnego, aby przedstawi  graficznie 
przebieg tego procesu oraz wp yw parametrów uk adu na ten proces. W obli-
czeniach numerycznych przyj to za o enie, e rozk ad rednic porów na 
powierzchni kulki ma posta  uogólnionego rozk adu beta: 

      (28) 

Rozk ad (28) jest okre lony na sko czonym przedziale warto ci rednic 
porów , a jego parametry  i   spe niaj  warunek . 
Dla  rozk ad ten przyjmuje sko czone warto ci. 

Na rysunku 2 przedstawiono rozk ady nasycenia niezwil aj cej cieczy 
w porowatej kulce o promieniu o 0,005 mR  w procesie jej quasi-statycznego 
wciskania. Na wykresach z rysunku 2a zaprezentowano przebieg procesu wci-
skania cieczy, opisany wzorem (20), dla przypadku losowego rozk adu rednic 
porów na brzegu kulki. Wykresy te sporz dzono dla parametrów rozk adu red-
nic  o warto ciach: o 0,001 mD ,  ( ; dla rt ci 

 Pa) oraz dla ró nych warto ci ci nienia w cieczy: 

p/po = 1,2, 1,5, 2, 2,5, 3, 4, 6 

)()( oo ppgVpV

)(D

oo

1
o

1
o

o 1
1sin)(

DDDD
DDDD

D

o,0 DD 0
1,

)(D 6 oo Dp
1247op



II. MECHANIKA O RODKÓW POROWATYCH 

125 

i sta ej warto ci wspó czynnika  dyfuzyjnego transportu menisków: 
-9 3 2 -1

o 2·10 m ·s ·kgC  ( 2
o o o o/ 0,392C C p R ).W takim przypadku nasycenie 

brzegu zmienia si  wraz ze wzrostem ci nienia na skutek wnikania cieczy 
w pory o coraz mniejszej rednicy. 

Z kolei na rysunku 2b przedstawiono przebiegi tych rozk adów w procesie 
wciskania cieczy w porowat  kulk , dane wzorem (23), dla przypadku gdy 
wszystkie pory na powierzchni kulki maj  jednakow  rednic  Do = 0,001 m  
i s  ca kowicie nasycone ciecz  przy ci nieniach wi kszych od ci nienia  
progowego . Oba przypadki procesu wciskania cieczy w kulk  o promieniu 
Ro = 0,01 m zaprezentowano na rysunku 3. 

 
Rys. 2.  Rozk ad nasycenia niezwil aj cej cieczy w porowatej kulce o promieniu  

Ro = 0,005 m w procesie quasi-statycznego wciskania dla ró nych warto ci  
ci nienia w cieczy i sta ej warto ci wspó czynnika -9 3 2 -1

o 2·10 m ·s ·kgC  
dyfuzyjnego transportu menisków: a) losowy (Do = 0,001 m, );  
b) jednorodny (Do = 0,001 m) rozk ad rednic porów na powierzchni kulki 

 
Rys. 3.  Rozk ad nasycenia niezwil aj cej cieczy w porowatej kulce o promieniu   

Ro = 0,01 m w procesie quasi-statycznego wciskania dla ró nych warto ci ci-
nienia w cieczy i sta ej warto ci wspó czynnika -9 3 2 -1

o 2·10 m ·s ·kgC  dyfu-
zyjnego transportu menisków: a) losowy (Do = 0,001 m, ); b) jedno-
rodny (Do = 0,001 m) rozk ad rednic porów na powierzchni kulki 
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Na rysunku 4 przedstawiono wykresy krzywych potencja u kapilarnego 
charakteryzuj ce zale no  wzgl dnej obj to ci niezwil aj cej cieczy wci ni tej 
w porowat  kulk  od ci nienia, przy którym ten proces mia  miejsce, dla dwóch 
rodzajów rozwa anych w pracy warunków brzegowych. Obliczenia przeprowa-
dzono dla czterech ró nych warto ci promienia kulki: Ro = 0,005, 0,01, 0,015, 
0,02 m przy ustalonej warto ci wspó czynnika dyfuzyjnego transportu meni-
sków -9 3 2 -1

o 2·10 m ·s ·kgC .  
 

 
Rys. 4.  Wp yw promienia porowatej kulki oraz warunku brzegowego na krzyw  

potencja u kapilarnego dla sta ej warto ci wspó czynnika dyfuzyjnego 
transportu menisków -9 3 2 -1

o 2·10 m ·s ·kgC : a) losowy (Do = 0,001 m,
); b) jednorodny (Do = 0,001 m) rozk ad rednic porów na powierz-

chni kulki 
 
Z rysunków tych wynika, e wielko  próbki materia u porowatego jest 

istotnym parametrem okre laj cym przebieg krzywych jej potencja u kapilarne-
go i powinien by  uwzgl dniany przy interpretacji danych porozymetrii rt cio-
wej. Jego wp yw szczególnie w zakresie du ych ci nie  mo e by  jednak e 
ograniczany przez zale no  wspó czynnika  dyfuzyjnego transportu meni-
sków od ci nienia w cieczy i nasycenia, która nie by a uwzgl dniana w prezen-
towanym opisie procesu wciskania. Wymaga to szczegó owej analizy i mode-
lowania procesu dyfuzyjnego transportu menisków niezwil aj cej cieczy  

6
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w materiale porowatym przy zmianie jej ci nienia. Na znacznie mniejszy 
wp yw wielko ci próbki na przebieg krzywych potencja u kapilarnego ni  to 
wynika z rysunku 4 wskazuj  wyniki bada  eksperymentalnych przedstawione 
w pracy [33]. 

Przebiegi krzywych przedstawione w cz ciach a i b rysunku 4 wskazuj  
równie  na du y wp yw na nie warunków brzegowych na powierzchni kulki 
szczególnie w zakresie niskich ci nie . W efekcie losowy rozk ad porów na 
powierzchni kulki powoduje przesuni cie krzywych potencja u kapilarnego  
w kierunku wy szych ci nie . 

6. UWAGI KO COWE I WNIOSKI 

W pracy przedstawiono po raz pierwszy makroskopowy opis quasi- 
-statycznego procesu wciskania niezwil aj cej cieczy w kulk  materia u poro-
watego, sformu owany na podstawie nowego modelu kapilarnego transportu 
cieczy w nienasyconym materiale porowatym. W rozwa aniach zaproponowano 
dyfuzyjny model transportu menisków cieczy przy zmianie jej ci nienia. 
Otrzymano równanie postaci niestacjonarnej dyfuzji, w którym zamiast czasu 
jako zmiennej niezale nej wyst puje ci nienie w cieczy. Sformu owano waru-
nek brzegowy zagadnienia, jawnie zale ny od ci nienia wciskanej cieczy i roz-
k adu rednic porów na powierzchni kulki. Wyprowadzono wyra enia dla roz-
k adu nasycenia kulki ciecz  i dla krzywej potencja u kapilarnego oraz przeana-
lizowano ich zale no  od warunków brzegowych na powierzchni kulki i jej 
promienia. Wykazano, e wielko  próbki materia u porowatego jest istotnym 
parametrem okre laj cym przebieg krzywych potencja u kapilarnego i powinna 
by  uwzgl dniana przy interpretacji danych porozymetrii rt ciowej.  

Zaproponowany w pracy makroskopowy model quasi-statycznego procesu 
wciskania niezwil aj cej cieczy w próbk  materia u porowatego umo liwia 
uwzgl dnienie wszystkich najwa niejszych czynników okre laj cych jego 
przebieg. Dotyczy to: kszta tu i wielko ci próbki, warunków na jej powierzchni, 
a tak e mechanizmów transportu cieczy wewn trz próbki. Pog biony opis 
wp ywu tych czynników wymaga jednak e dalszych bada . W szczególno ci 
dotyczy to modelowania mechanizmów dyfuzyjnego transportu menisków  
cieczy w materiale porowatym, charakteryzowanych wspó czynnikiem 

 w równaniu konstytutywnym (3), a tak e jego zwi zku z rozk adem 
wymiarów porów o rodka, jawnie wyst puj cym w warunku brzegowym (11). 

Otrzymane wyniki dowodz  ponadto, e zjawiska kapilarnego transportu 
cieczy w nienasyconych materia ach porowatych powinny by  równie  
uwzgl dniane w opisie procesów przep ywu cieczy i gazu w takich o rodkach. 
W granicznym przypadku procesy te mog  by  bowiem rozwa ane jako zabu-
rzenie procesów quasi-statycznych lub odwrotnie: procesy quasi-statyczne mo-
g  by  rozwa ane jako przypadek graniczny procesów quasi-stacjonarnych.  
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Mieczys aw Cieszko, Marcin Kempi ski 
 

ZASTOSOWANIE MODELI GRANICZNYCH STRUKTURY 
PRZESTRZENI PORÓW MATERIA ÓW POROWATYCH 
DO OPISU KRZYWYCH POTENCJA U KAPILARNEGO 

1. WST P 

Rozk ad wymiarów porów jest podstawow  charakterystyk  mikroskopo-
wej struktury przestrzeni porów materia ów porowatych [17, 46]. Umo liwia 
okre lenie wi kszo ci makroskopowych parametrów struktury o rodków, np. 
porowato ci, powierzchni wewn trznej, przepuszczalno ci. Parametry te wspó -
decyduj  o przebiegu procesów filtracji, transportu masy i energii, reakcji che-
micznych, a tak e o w asno ciach akustycznych materia ów porowatych. 

Jedn  z podstawowych metod wyznaczania rozk adu wymiarów porów ma-
teria ów porowatych jest porozymetria rt ciowa [21, 22, 33, 52, 53], w której 
wykorzystuje si  w a ciwo  fizyczn  rt ci, jak  jest brak zwil ania powierzch-
ni wi kszo ci materia ów. Metoda ta polega na eksperymentalnym wyznaczaniu 
tzw. krzywej potencja u kapilarnego poprzez kontrolowane wciskanie rt ci  
w materia  porowaty z jednoczesnym pomiarem obj to ci i ci nienia wciskanej 
rt ci. Podstaw  interpretacji tej krzywej stanowi wzór Washburna równowagi 
menisku w cylindrycznej kapilarze. Wi e on ró nic  ci nie  po obu stronach 
menisku (ci nienie kapilarne) ze rednic  kapilary. Umo liwia to bezpo rednie 
uzyskanie zale no ci obj to ci wci ni tej rt ci od rednicy kapilary, która jest 
interpretowana jako skumulowany rozk ad obj to ciowy rednic porów w mate-
riale porowatym. Takie podej cie jest równowa ne za o eniu, e materia  poro-
waty ma kapilarn  architektur  przestrzeni porów, z o on  z jednorodnych cy-
lindrycznych kapilar o losowym rozk adzie rednic, przenikaj cych ca y mate-
ria  porowaty. Wad  modelu kapilarnego jest nieuwzgl dnienie sytuacji wyst -
puj cych w rzeczywistych materia ach porowatych, w których du e pory po -
czone s  mi dzy sob  przez w skie przej cia. Uniemo liwia to zape nienie tych 
porów rt ci  przy ci nieniu odpowiadaj cym ich promieniowi. W efekcie  
nast puje przeszacowanie obj to ci porów ma ych kosztem obj to ci porów 
du ych. 

W pracy przedstawiono model quasi-statycznego procesu wciskania rt ci  
w o rodek porowaty o a cuchowej architekturze przestrzeni porów, sformu o-
wano równania opisuj ce ewolucj  rozk adu rt ci w takich procesach oraz wzo-
ry dla krzywych potencja u kapilarnego. Znaczenie modelu a cuchowego ar-
chitektury przestrzeni porów okre la fakt, e wraz z modelem kapilarnym sta-
nowi  one modele graniczne sieciowego modelu architektury porów, w którym 
cylindryczne ogniwa o losowym rozk adzie rednic i d ugo ci tworz  prze-
strzenn  sie , najlepiej odzwierciedlaj c  struktur  przestrzeni porów rzeczywi-
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stych materia ów. Jednak e ze wzgl du na z o ono  opisu procesów w o rod-
kach o sieciowej architekturze [14] mo liwo  ich wykorzystania do interpreta-
cji danych porozymetrii rt ciowej jest ograniczona. 

Równania opisuj ce proces wciskania rt ci w o rodek porowaty o a cu-
chowej architekturze przestrzeni porów w pracy wprowadzono w dwóch eta-
pach. Najpierw przeanalizowano proces wciskania rt ci w pó przestrze  o rod-
ka o takiej architekturze. Nast pnie wykorzystano otrzymane wyniki do sformu-
owania opisu procesu wciskania rt ci w warstw . Umo liwi o to wyznaczenie 

wzorów na potencja  kapilarny warstwy materia u oraz uzyskanie ich postaci 
analitycznych dla trzech szczególnych przypadków modeli przestrzeni porów  
o architekturze a cuchowej: modelu o sta ej d ugo ci ogniw i w z ach na po-
wierzchni warstwy, modelu o sta ej d ugo ci ogniw z obci tymi ogniwami 
brzegowymi oraz modelu o losowym rozk adzie d ugo ci ogniw.  

2. MODELOWANIE WCISKANIA RT CI W PÓ PRZESTRZE  

2.1. PODSTAWOWE ZA O ENIA 

Rozwa any o rodek porowaty, w którym poszczególne pory s  cylindrycz-
nymi rurkami (ogniwami) o losowym rozk adzie ich rednicy D  i d ugo ci u , 
opisywanymi rozk adem prawdopodobie stwa ),(o uD . Dwa niezale ne 
czynniki okre laj  struktur  przestrzeni porów takiego o rodka: rozk ad wymia-
rów porów (ogniw) ),(o uD  oraz sposób po czenia ogniw mi dzy sob , który 
nazywany jest architektur  przestrzeni porów. W konsekwencji nawet dla takie-
go samego rozk adu rednic porów struktura przestrzeni porów mo e by  ró na. 
Ze wzgl du na architektur  porów wyró nia si  trzy rodzaje modeli struktury 
przestrzeni porów: kapilarny, a cuchowy i sieciowy. W modelu kapilarnym 
ogniwa o jednakowej rednicy po czone s  szeregowo, tworz c d ugie, przeni-
kaj ce ca y materia  kapilary o sta ej rednicy. rednice tych kapilar przyjmuj  
warto ci losowe. W modelu a cuchowym ogniwa po czone s  szeregowo  
w sposób losowy – tworz  kapilary o skokowo zmiennej rednicy [12]. W mo-
delu sieciowym losowo po czone ogniwa tworz  sie  przestrzenn  [6, 16].  

Rt  nie zwil a powierzchni wi kszo ci materia ów, dlatego pod wp ywem 
ci nienia p  wchodzi ona w o rodek porowaty, a jej meniski zatrzymuj  si  na 
tych ogniwach, w których ci nienie w rt ci zostanie zrównowa one ci nieniem 
kapilarnym, tzn. na ogniwach o rednicy D  mniejszej od rednicy *D  okre lo-
nej wzorem Washburna: 

 pD /)cos(4*
 (1) 

gdzie  oznacza wspó czynnik napi cia powierzchniowego rt ci, a  – k t 
zwil ania materia u szkieletu przez rt . 
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Ogniwa, których rednica spe nia warunek (1), nazwano ogniwami kry-
tycznymi [3]. T  kategori  ogniw podzielono na dwie nast puj ce klasy: ogni-
wa nadkrytyczne o rednicy wi kszej od krytycznej, w które rt  mo e wnika  
przy danym ci nieniu, oraz ogniwa podkrytyczne o rednicy mniejszej od kry-
tycznej, których zape nienie przez rt  o danym ci nieniu jest niemo liwe. 
U ywaj c zaproponowanej nomenklatury, mo na powiedzie , e w procesie 
wciskania rt  zape nia tylko nadkrytyczne ogniwa pocz tkowe kapilar a  do 
miejsca, w którym po raz pierwszy wyst pi ogniwo podkrytyczne. Ze wzgl du 
na losowy charakter rozk adu wymiarów ogniw – rednicy D  i d ugo ci u  – 
g boko  po o enia menisków w porowatym materiale przyjmuje losowe war-
to ci. Jedynie w porach, w których pierwsze ogniwo jest podkrytyczne, meniski 
wyst puj  na powierzchni porowatej pó przestrzeni. 

Modele kapilarny i a cuchowy s  modelami granicznymi modelu siecio-
wego ze wzgl du na krzyw  potencja u kapilarnego. Oznacza to, e dla ustalo-
nych warto ci wymiarów próbki, jej porowato ci oraz rozk adu obj to ciowego 
rednic i d ugo ci ogniw (porów) krzywa potencja u kapilarnego próbki mate-

ria u porowatego o sieciowej architekturze porów zawsze przebiega pomi dzy 
krzywymi potencja u kapilarnego próbek materia u o kapilarnej i a cuchowej 
architekturze przestrzeni porów. Przy czym krzywa ta dla próbki o kapilarnej 
architekturze wyst puje jako pierwsza przy ni szych ci nieniach, bowiem jej 
wszystkie ogniwa nadkrytyczne s  zape niane rt ci  przy danym ci nieniu, pod-
czas gdy cz  ogniw nadkrytycznych w próbkach o a cuchowej i sieciowej 
architekturze pozostaje pustych. Z kolei krzywa potencja u kapilarnego próbki  
o a cuchowej architekturze przestrzeni porów wyst puje jako ostatnia przy 
wy szych ci nieniach, bowiem ze wzgl du na przestrzenne po czenia w próbce 
o architekturze sieciowej liczba ogniw nadkrytycznych zape nionych rt ci  przy 
danym ci nieniu jest wi ksza ni  w próbce o architekturze a cuchowej. 

W pracy przedstawiono równania opisuj ce rozk ad g boko ci wnikania 
rt ci w trakcie jej wciskania w pó przestrze  oraz w warstw  materia u porowa-
tego o a cuchowej architekturze przestrzeni porów. Ogranicza to stopie  z o-
ono ci matematycznego opisu procesu wciskania, nie eliminuj c mo liwo ci 

oceny wp ywu architektury przestrzeni porów na krzywe potencja u kapilarnego 
o rodka. W rozwa aniach za o ono ponadto, e rozk ady d ugo ci i rednic 
ogniw s  niezale ne. Wówczas rozk ad )(o u,D  mo e by  przedstawiony  
w postaci iloczynu rozk adu rednic )(D  i rozk adu d ugo ci )(u  ogniw: 

 o ( , ) ( ) ( )D u D u                                   (2) 

Po to, aby zapewni  statystyczny charakter po o enia ogniw w pó prze-
strzeni oraz w warstwie materia u porowatego, przyj to, e zosta y one wyci te 
z nieograniczonego o rodka porowatego o a cuchowej architekturze przestrze-
ni porów p aszczyznami prostopad ymi do osi kapilar. Ze wzgl du na losowe 
po o enie ogniw w kapilarach wszystkie ogniwa na powierzchniach warstwy s  
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ogniwami obci tymi. Dlatego ich rozk ad d ugo ci jest inny ni  ogniw le cych 
wewn trz warstwy. 

Ze wzgl du na to, e warunkiem wyst pienia w z a ogniwa obci tego  
w przedziale odleg o ci ),( dvvvv  od p aszczyzny przeci cia jest d u-
go  u  ogniwa nieobci tego wi ksza od tej odleg o ci )( vu , prawdopodo-
bie stwo dvv)(  wyst pienia ogniwa obci tego o d ugo ci z przedzia u 

),( dvvvv  jest proporcjonalne do wyra enia: 

( )
v

u du    

Po unormowaniu rozk ad d ugo ci ogniw obci tych )(v  dany jest wzo-
rem: 

 1( ) ( )
v

v u du
u

                                   (3) 

gdzie u  oznacza redni  d ugo  ogniw w o rodku. Rozk ad (3) umo liwia 
wyra enie charakterystyk rednich rozk adu d ugo ci ogniw obci tych przez 
charakterystyki rednie rozk adu d ugo ci ogniw nieobci tych. Otrzymano za-
tem: 

 2 / 2v u u ;   2 3 / 3v u u  (4) 

2.2. OPIS G BOKO CI WNIKANIA RT CI 

Rozwa any jest uk ad, w którym o rodek porowaty o pustych w chwili po-
cz tkowej porach zajmuje pó przestrze  0z , natomiast rt  b d ca w bezpo-
rednim kontakcie ze szkieletem zajmuje pó przestrze  0z . Przestrze  porów 

tworz  a cuchy po czonych ze sob  ogniw (kapilary), a ogniwa brzegowe s  
obci te. 

Po to, aby wyprowadzi  równania opisuj ce proces wciskania rt ci w pó -
przestrze , przeanalizowano opis takiego procesu w uk adzie, w którym na 
brzegu pó przestrzeni o rodka porowatego wyst puj  ogniwa nieobci te. 

Niech funkcja )(o zF  b dzie prawdopodobie stwem wyst pienia rt ci  
w dowolnie wybranej kapilarze na g boko ci z  porowatej pó przestrzeni. 
Okre la ona jednocze nie prawdopodobie stwo wyst pienia rt ci na g boko ci 
z  kapilary o losowym rozk adzie wymiarów porów. Wówczas: 

 o o( ) /zF z m m  (5) 

gdzie om  – rednia liczba kapilar w jednostce pola powierzchni pó przestrzeni, 
natomiast zm  – liczba kapilar w jednostce pola powierzchni, które s  zape nio-
ne rt ci  na g boko ci z . 



II. MECHANIKA O RODKÓW POROWATYCH 

133 

Liczb  zm  wyznaczono, bior c pod uwag  zbiór wszystkich kapilar,  
w których pierwsze ogniwo jest nadkrytyczne, bowiem jedynie w takim przy-
padku rt  wyst pi wewn trz kapilar. Kapilary zape nione rt ci  na g boko ci 
z  tworz  podzbiór tego zbioru.  

Liczba udm  kapilar w jednostce pola powierzchni porowatej pó przestrze-
ni, w której pierwsze ogniwo jest nadkrytyczne i ma d ugo  u  przedzia u 

),,( duuuu  dana jest wzorem: 
 o o ( )udm m u du     (6) 

gdzie: 

 o ( )
D

D dD  (7) 

okre la prawdopodobie stwo wyst pienia ogniwa nadkrytycznego w o rodku. 
Zbiór wszystkich kapilar o nadkrytycznym pierwszym ogniwie mo na po-

dzieli  na dwa roz czne podzbiory: 
 kapilary, w których pierwsze ogniwo ma d ugo  zu , 
 kapilary, w których pierwsze ogniwo ma d ugo  zu . 

W pierwszym przypadku we wszystkich kapilarach rt  wyst pi na g bo-
ko ci .z  Ich liczba 1

zm  dana jest wzorem: 

 1
o o ( )z

z

m m u du   (8) 

W drugim przypadku rt  wyst pi na g boko ci z , o ile odcinek kapilary 
od ko ca pierwszego ogniwa (nadkrytycznego) do przekroju z  jest zape niony 
rt ci . Prawdopodobie stwo takiego zdarzenia okre lone jest jednak e przez 
funkcj  )(o uzF . Liczba 2

zdm  takich kapilar w ród kapilar o pierwszym nad-
krytycznym ogniwie i d ugo ci u  dana jest wyra eniem: 

 
2

o ( )z

u

dm F z u
dm

  (9) 

Ze wzgl du na zale no  (6) liczba wszystkich kapilar drugiego typu jest 
okre lona wzorem: 

 2
o o o

0

( ) ( )
z

zm m F z u u du   (10) 

Bior c pod uwag , e: 

 
21
zzz mmm    

po uwzgl dnieniu (5), (8) i (10) otrzymano ca kowe równanie Volterry II rodzaju: 

 o o o o
0

( ) ( ) ( ) ( )
z

z

F z u du F z u u du  (11) 
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Równanie to okre la posta  funkcji prawdopodobie stwa )(o zF  wyst pie-
nia rt ci w kapilarze na g boko ci z  porowatej pó przestrzeni.  

Post puj c analogicznie, mo na wyprowadzi  wyra enie dla prawdopodo-
bie stwa )(zF  wyst pienia rt ci w pó przestrzeni o rodka porowatego o obci -
tych ogniwach brzegowych, b d ce funkcj  prawdopodobie stwa )(o zF .  
Przyjmuje ono posta : 

 o o o
0

( ) ( ) ( ) ( )
z

z

F z u du F z u u du   (12) 

gdzie )(u  – rozk ad d ugo ci ogniw obci tych na brzegu pó przestrzeni, dany 
wyra eniem (3). 
 
2.3. OPIS ROZK ADU G STO CI RT CI 

 
Wykorzystuj c równania (11) i (12), mo na wyprowadzi  równania opisu-

j ce rozk ady )(ˆo z i )(ˆ z g sto ci rt ci w obu typach pó przestrzeni w trakcie 
jej wciskania.  

Warstwa z  o polu powierzchni S  zawiera Smz  kapilar wype nionych 
rt ci , wi c obj to  rt ci dV  zawartej w tej cz ci warstwy wynosi: 

 zdV m Sd  (13) 
gdzie: 

 24
N

d D dz  (14) 
oznacza redni  obj to  nadkrytycznych ogniw w warstwie z , natomiast:  

 2 2

o

1 ( )
N

D

D D D dD  (15) 

redni  warto  kwadratu rednicy ogniw nadkrytycznych.  
Z kolei obj to  pdV wszystkich porów w tej cz ci warstwy dana jest 

wzorem: 
 o opdV m Sd  (16) 
gdzie: 
 2

o 4d D dz  (17) 

oznacza redni  obj to  porów w warstwie z , natomiast 2D  – redni  
warto  kwadratu rednicy ogniwa. 

Wzory (13) i (16) umo liwiaj  okre lenie rozk adu g sto ci rt ci w porach 
pó przestrzeni. Oznaczaj c g sto  fazow  rt ci przez o , dla jej g sto ci par-
cjalnej )(ˆ z w warstwie z , definiowanej jako stosunek masy rt ci zawartej 
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w wyró nionej cz ci warstwy do obj to ci SdzdVo  tej cz ci warstwy, 
otrzymano: 

 oooˆ dVdV  (18) 
gdzie przez vfoo  oznaczono g sto  parcjaln  rt ci w o rodku ca kowicie 
nasyconym, przy czym zale no  odV/dVf pv  okre la porowato  o rodka. 

Po odniesieniu (13), (16) oraz (5) do (18) otrzymano:  

 o2ooo )(zFˆ  (19) 
gdzie: 

 
*

2 ( )
D

D dD  (20) 

przy czym wielko : 
 2 2( ) ( )D D D D  (21) 

mo e by  interpretowana jako obj to ciowy rozk ad rednic ogniw. Charaktery-
zuje on udzia  obj to ciowy ogniw o rednicy D  w ca kowitej obj to ci porów 
o rodka. 

Zale no  (19) umo liwia przekszta cenie równania (11) do postaci:  

 o o 2 o o
0

ˆ ˆ( ) (u) ( ) (u)
z

z

z du z u du  (22) 

Podobnie mo na przekszta ci  wyra enie (12). Wówczas: 

 o 2 o o
0

ˆ ˆ( ) (u) ( ) (u)
z

z

z du z u du  (23) 

gdzie:  
 o 2 oˆ ( ) ( )z F z  (24) 
  
        Z równa  (22) i (23) otrzymano bezpo rednio warto  g sto ci rt ci 
w otoczeniu powierzchni )0(z  obu rodzajów pó przestrzeni: 
 o o 2ˆ ˆ(0) (0)  (25) 
 
 
3. MODELOWANIE WCISKANIA RT CI W WARSTW  

 
Wykorzystano funkcj  )(zF , opisuj c  rozk ad rt ci w pó przestrzeni ma-

teria u porowatego, aby wyprowadzi  równanie opisuj ce rozk ad rt ci w war-
stwie materia u porowatego o grubo ci L  w trakcie jej obustronnego wciskania 
(rys. 1).  
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materia  
porowaty

materia  
porowaty

zL0

rt rt

 
Rys. 1. Dwustronne wciskanie rt ci w warstw  materia u porowatego o a cuchowej 

architekturze porów 
 

Obustronne wciskanie rt ci w warstw  mo e by  rozwa ane jako proces 
z o ony z dwóch etapów, kolejno realizowanych procesów jednostronnego wci-
skania rt ci w warstw . W trakcie takiego procesu kapilary nadkrytyczne (z o-
one z nadkrytycznych ogniw) s  bowiem ca kowicie zape nione rt ci , a kapi-

lary podkrytyczne (z o one cz ciowo z podkrytycznych ogniw) – zape nione 
cz ciowo z obu stron. Oznacza to, e procesy wciskania lewo- i prawostronne-
go s  od siebie niezale ne. 

Wyznaczono funkcj  )(zG  rozk adu rt ci w warstwie, która okre la praw-
dopodobie stwo wyst pienia rt ci w dowolnie wybranej kapilarze na g boko-
ci z  od powierzchni warstwy. 

Wielko  )(LF dana wyra eniem (2) definiuje prawdopodobie stwo wy-
st pienia rt ci na g boko ci L  pó przestrzeni z obci tymi ogniwami brzego-
wymi. Dlatego liczba Lm  kapilar nadkrytycznych (ca kowicie zape nionych) w 
jednostce powierzchni warstwy podczas lewostronnego zape niania dana jest 
wzorem: 

 o ( )Lm m F L  (26) 

Oznacza to, e liczba sm  kapilar podkrytycznych (cz ciowo zape nio-
nych rt ci ) jest ró nic  liczb om  i .Lm  Zatem: 

 o (1 ( ))sm m F L  (27) 

Podobnie liczba s
zm  kapilar podkrytycznych zape nionych na g boko ci 

Lz  podczas lewostronnego procesu wciskania jest równa ró nicy liczby zm  
wszystkich kapilar zape nionych na g boko ci z  podczas tego procesu oraz 
liczby Lm  kapilar nadkrytycznych.  
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W zwi zku z tym otrzymano: 

 o ( ( ) ( ))s
zm m F z F L  (28) 

Procesy lewostronnego i prawostronnego wciskania rt ci w kapilary pod-
krytyczne warstwy s  równowa ne i od siebie niezale ne, dlatego dla prawo-
stronnego wciskania rt ci mo na zapisa  podobne do (28) wyra enie. W tym 
przypadku liczba s

sm  kapilar podkrytycznych zape nionych rt ci  na g boko-
ci zLs  od prawostronnego brzegu warstwy dana jest przez wyra enie:  

 o ( ( ) ( ))s
L zm m F L z F L  (29) 

Liczba t
zm  wszystkich kapilar zape nionych rt ci  na g boko ci z  przy 

obustronnym wciskaniu rt ci w warstw  jest sum  kapilar podkrytycznych za-
pe nionych na tej g boko ci oraz kapilar nadkrytycznych: 

 T s s
z L z L zm m m m  (30) 

Bior c pod uwag , e prawdopodobie stwo )(zG wyst pienia rt ci w war-
stwie na g boko ci z mo e by  zdefiniowane wzorem:  

 o( ) t
zG z m m  (31) 

z zale no ci (30) po uwzgl dnieniu (26), (28) oraz (29) otrzymano: 

 ( ) ( ) ( ) ( )G z F z F L z F L  (32) 

Równanie (32) mo e by  zapisane w postaci: 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )z z L z L  (33) 

gdzie: 

 o 2 o( ) ( ) /z G z  (34) 

oznacza g sto  rt ci w warstwie, natomiast )(zˆ  – g sto  rt ci w pó prze-
strzeni, dan  wzorem (23). 
 
 
4. OPIS KRZYWEJ POTENCJA U KAPILARNEGO WARSTWY 

 
Wykorzystano rozk ad g sto ci )(z  rt ci w porowatej warstwie, dany 

równaniem (33), do wyznaczenia zale no ci obj to ci )(pVL  rt ci wci ni tej  
w wyró nion  cz  warstwy od ci nienia rt ci p . Zale no  taka nazywana 
jest potencja em kapilarnym porowatego materia u i jest ci le zwi zana z archi-
tektur  przestrzeni porów i rozk adem ich wymiarów. 
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Obj to  )(pVL  rt ci zawartej w cz ci warstwy o obj to ci porów oV  mo-
e by  wyra ona przez redni  g sto  parcjaln  rt ci w warstwie, definiowan  

wzorem: 

 
0

1 ( )
L

m u du
L

 (35) 

Po uwzgl dnieniu (34) otrzymano: 

 2

o o o

( ) mLV p G
V

 (36) 

gdzie:  

 
0

1 (z)
L

G G dz
L

 (37) 

jest redni  warto ci  prawdopodobie stwa wyst pienia rt ci w warstwie. Jest 
ona zwi zana ze redni  warto ci  prawdopodobie stwa: 

 
0

1 (z)
L

F F dz
L

 (38) 

wyst pienia rt ci w powierzchniowej warstwie pó przestrzeni o grubo ci L  
zale no ci :  
 2 ( )G F F L  (39) 

Wynika to bezpo rednio z wyra enia (32). 
Po uwzgl dnieniu (39) wyra enie (36) opisuj ce krzyw  potencja u kapi-

larnego warstwy przyjmuje posta : 

 2

o o

( ) 2 ( )LV p F F L
V

 (40) 

Ze wzgl du na zale no  (12) mi dzy prawdopodobie stwami )(zF   
a )(o zF  oraz na to, e posta  funkcji )(o zF  jest okre lona równaniem ca ko-
wym (11) potencja  kapilarny opisany wyra eniem (40) w ogólnym przypadku 
nie jest dany w jawnej postaci. Matematyczna z o ono  opisu tej krzywej jest 
powodowana losowym rozk adem d ugo ci ogniw w modelu a cuchowym 
architektury przestrzeni porów.  

Poni ej przedstawiono przypadki szczególne tego rozk adu, dla których 
krzywa potencja u kapilarnego (40) ma jawn  posta  analityczn . Rozpatrzono 
cztery modele: kapilarny, a cuchowy o sta ej d ugo ci ogniw z w z ami na 
brzegu warstwy, a cuchowy o sta ej d ugo ci ogniw z brzegowymi ogniwami 
obci tymi, a tak e model o stochastycznym rozk adzie d ugo ci ogniw.   
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4.1. MODEL KAPILARNY 

W modelu kapilarnym architektur  przestrzeni porów tworz  cylindryczne 
kapilary o sta ym przekroju poprzecznym i losowym rozk adzie ich rednic, 
przenikaj ce ca y materia  porowaty na wskro . W takim przypadku rozk ad rt ci 
w warstwie w dowolnym momencie procesu wciskania rt ci jest jednakowy, 
równy jej warto ci na powierzchni warstwy. Z równa  (11) i (12) otrzymano: 
 o o(0) (0) ( )G F F F F L  (41) 

Wówczas wyra enie (40) redukuje si  do postaci: 

 2
o

( )LV p
V

 (42) 

gdzie 2  dane jest wzorem (20). 
Oznacza to, e w modelu kapilarnym architektury przestrzeni porów obj to-
ciowy rozk ad rednic porów )(D  dany wzorem (21) w pe ni okre la krzyw  

potencja u kapilarnego. 
 
4.2.  MODEL A CUCHOWY O STA EJ D UGO CI OGNIW 

Z W Z AMI NA BRZEGU WARSTWY 

Najprostszym modelem a cuchowym architektury przestrzeni porów ma-
teria u porowatego jest model o sta ej d ugo ci ogniw i stochastycznym rozk a-
dzie rednic, których w z y wyst puj  na powierzchni o rodka. W takim przy-
padku rozk ad d ugo ci ogniw )(u  przyjmuje posta  delty Diraca: 

 ( ) ( )u u a  (43) 

a grubo  warstwy o rodka porowatego jest wielokrotno ci  d ugo ci a ogniwa: 

 L N a  (44) 

gdzie N  oznacza liczb  naturaln . Wówczas krzyw  potencja u kapilarnego 
warstwy opisuje wyra enie analogiczne do (40): 

 2
o o

o o

( ) 2 ( )LV p F F L
V

 (45) 

gdzie:  

 o o
0

1 ( )
L

F F z dz
L

 (46) 

przy czym funkcja )(o zF  dana jest równaniem (11). 
Rozwi zuj c równanie (11), np. za pomoc  metody transformacji Laplace’a, dla 
rozk adu (43) d ugo ci ogniw, dla funkcji )(o zF  otrzymano wyra enie: 
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 k
o o o

0
1 (1 ) ( )

k
F H z ka  (47) 

gdzie przez )(zH  oznaczono funkcj  skokow  Heaviside’a. Z wyra enia (47) 
uzyskano: 

 
o

o
oo 1

11 N

N
F ;     NLF oo )(  (48) 

Dlatego krzywa potencja u kapilarnego warstwy (45) przyjmuje posta : 

 1o
o 2

o o

1( ) 2
1

N
NLV p

V N
 (49) 

            Wyra enie (49) dla 1L  przyjmuje posta  (42) opisuj c  krzyw  po-
tencja u kapilarnego warstwy o kapilarnej architekturze porów. 
 
4.3.  MODEL A CUCHOWY O STA EJ D UGO CI OGNIW 

Z BRZEGOWYMI OGNIWAMI OBCI TYMI 

W przypadku gdy przestrze  porów warstwy materia u porowatego z o o-
na jest z a cuchów ogniw o sta ej d ugo ci, a ich po o enie jest losowe, na obu 
brzegach warstwy wyst puj  ogniwa obci te o rozk adzie d ugo ci danym wzo-
rem (3), w którym funkcja )(u  ma posta  delty Diraca (43). Wówczas wyzna-
czenie jawnej postaci wyra enia (40), opisuj cego krzyw  potencja u kapilarne-
go, wymaga rozwi zania równania ca kowego (11) oraz wykorzystania wyra e-
nia (12). 

Prawdopodobie stwo )(zF  dane wzorem (12) z zastosowaniem rozwi za-
nia (47) mo e by  przedstawione w postaci:  

 k
o o o

k 0

1( ) 1 (1 ) 1 ( ) (1 ) ( )( )zF z H z H z ka z ka
a a

 (50) 

Funkcja (50) opisuje ci g  krzyw  aman , która mo e by  aproksymowana  
z du  dok adno ci  funkcj  postaci: 

 1
o( ) z a

aF z  (51) 

Obie funkcje spe niaj  warunek: 
 ( ) ( )aF ka F ka  (52) 
dla k = 0, 1, 2, … . 
Wykorzystano aproksymacj  (51) funkcji )(zF  do wyznaczania krzywej po-
tencja u kapilarnego (40). Ze wzgl du na to, e:  
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)1(

1

o

oo

lnN
F

N

a ;    1
o)( N

a LF  (53) 

wyra enie (40) dla potencja u kapilarnego warstwy przyjmuje posta : 

 o
o 2

o o

1( ) 2
ln (1 )

N
NLV p

V N
 (54) 

 

4.4.  MODEL A CUCHOWY O LOSOWYM ROZK ADZIE D UGO CI 
OGNIW 

Analizie poddano rozk ad d ugo ci ogniw modelu a cuchowego architek-
tury przestrzeni porów postaci: 

 
2 2

( ) ( )aua bu e sh bu
b

 (55) 

dla ba , którego warto  rednia u  i odchylenie standardowe  dane s  
wzorami: 

 22
2

ba
au ;     222

22
2

)(
)(2

ba
ba  (56) 

Taka posta  rozk adu umo liwia analityczne rozwi zanie równania ca kowego 
(11) i uzyskanie jawnej postaci funkcji potencja u kapilarnego (40). 

Rozwi zuj c równanie (11) za pomoc  metody transformacji Laplace’a, 
otrzymano:  

 o
o ( ) ( ) ( )azF z e a sh cz c ch cz

c
 (57) 

gdzie: 
 2 2

o o(1 )c a b   (58) 

Wówczas wyra enie dla prawdopodobie stwa )(zF  danego wzorem (12) 
przyjmuje posta : 

 
2 2

o( ) ( ) ( )
2

az a cF z e sh cz c ch cz
ac

 (59) 

Po wyznaczeniu warto ci redniej prawdopodobie stwa )(zF  wyst pienia 
rt ci w warstwie powierzchniowej warstwy pó przestrzeni o grubo ci L  oraz 
warto ci tego prawdopodobie stwa na g boko ci L  z wyra enia (40) otrzy-
mano jawn  posta  wzoru opisuj cego krzyw  potencja u kapilarnego warstwy: 
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2 2 2 2

2 2
o o

2 2

( ) 1 3 3(1 ( )) ( )
1 2 2

( ( )
2

aL aLL

aL

V p u a c a ce ch aL e sh cL
V L a ac

a ce sh cL) ch cL
ac

 (60) 

Wyra enia (49), (54) i (60) umo liwiaj  analiz  wp ywu ró nych aspektów 
rozk adu d ugo ci ogniw oraz ich rednic w modelu a cuchowym architektury 
przestrzeni porów na krzywe potencja u kapilarnego warstwy materia u poro-
watego oraz ich porównanie z przebiegiem tej krzywej dla modelu kapilarnego, 
danego wzorem (42). Z postaci tych wyra e  wynika, e ró nice mi dzy tymi 
krzywymi okre lone s  przez postacie czynników wyst puj cych przy wielko ci 

2 . Wielko  ta okre la stopie  nasycenia powierzchni warstwy, niezale nie od 
rozwa anego modelu a cuchowego architektury przestrzeni porów. Czynnik 
wyst puj cy przy 2  okre la wp yw niejednorodno ci rozk adu wciskanej rt ci 
wewn trz warstwy na krzyw  potencja u kapilarnego. 

 
 

5. UWAGI KO COWE I WNIOSKI 
 
W pracy przedstawiono modele o rodków porowatych o a cuchowej 

strukturze przestrzeni porów, w których poszczególne pory s  cylindrycznymi 
kapilarami o losowym rozk adzie rednic oraz d ugo ci ogniw. Wyprowadzono 
równanie ca kowe, opisuj ce proces wciskania rt ci w pó przestrze  o rodka 
porowatego o a cuchowej architekturze przestrzeni porów, które ma posta  
równania Volterry II rodzaju. Otrzymane wyniki wykorzystano do sformu owa-
nia opisu procesu dwustronnego wciskania rt ci w warstw . Umo liwi o to 
wyznaczenie wzorów na potencja  kapilarny warstwy materia u oraz uzyskanie 
ich postaci analitycznych dla trzech szczególnych przypadków modeli prze-
strzeni porów o architekturze a cuchowej: dla modelu o sta ej d ugo ci ogniw  
i w z ach na powierzchni warstwy, modelu o sta ej d ugo ci ogniw z obci tymi 
ogniwami brzegowymi oraz modelu o losowym rozk adzie d ugo ci ogniw. 
Wykazano, e model kapilarny architektury przestrzeni porów jest tak e przy-
padkiem szczególnym modelu a cuchowego oraz e ze wzgl du na krzyw  
potencja u kapilarnego oba modele s  modelami granicznymi modelu sieciowe-
go architektury porów, który dobrze odzwierciedla struktur  przestrzeni porów 
rzeczywistych materia ów.  

Wykorzystanie modelu a cuchowego architektury przestrzeni porów 
umo liwia ograniczenie stopnia z o ono ci matematycznego opisu procesu 
wciskania rt ci oraz krzywych potencja u kapilarnego, nie eliminuj c mo liwo-
ci oceny wp ywu architektury przestrzeni porów na te krzywe. W modelu kapi-

larnym krzyw  potencja u kapilarnego warstwy w pe ni okre la obj to ciowy 
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rozk ad rednic porów )(D . W modelu a cuchowym krzywe te dodatkowo 
zale  od charakterystyk rozk adu d ugo ci ogniw, prawdopodobie stwa o  
wyst pienia ogniwa nadkrytycznego, które równie  zale y od ci nienia w rt ci, 
oraz od grubo ci warstwy L. Wyra enia na krzyw  potencja u kapilarnego dla 
modeli a cuchowych umo liwiaj  analiz  wp ywu wyst puj cych w nich pa-
rametrów na przebieg tej krzywej oraz jej porównanie z przebiegiem dla mode-
lu kapilarnego. 
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Mieczys aw Cieszko, Janusz ukowski 
 

PODSTAWY TEORETYCZNE 
IDENTYFIKACJI PROFILU WARSTWY ZA POMOC  

IMPEDANCYJNEJ METODY MODELI PODSTAWOWYCH 

1. WST P 

Tomografia impedancyjna jest metod  wyznaczania rozk adu impedancji 
wewn trz materia u przewodz cego pr d elektryczny na podstawie rozk adu 
potencja u pola elektrycznego na jego powierzchni [19, 27]. Pomiarów poten-
cja u dokonuje si  zwykle w uk adach wieloelektrodowych w zakresie cz sto-
tliwo ci pr du zasilaj cego od 0 do 200 kHz. Uzyskane wyniki pomiarów s  
wykorzystywane nast pnie do numerycznego rozwi zania zagadnienia odwrot-
nego, którego celem jest wyznaczenie rozk adu impedancji wewn trz analizo-
wanego obszaru.  

Tomografia impedancyjna nale y do grupy elektrycznych metod tomogra-
fii komputerowej, w sk ad której wchodz  tomografia pojemno ciowa oraz to-
mografia pr dów wirowych [19]. 

Tomografia impedancyjna wykorzystywana jest obecnie w biomedycynie  
i przemy le elektronicznym oraz w badaniach przypowierzchniowej warstwy 
gruntu. Pomiar impedancji tkanek umo liwia okre lenie stanu organów takich 
jak: mózg, serce, p uca. Zastosowaniem przemys owym metody jest badanie 
elementów pó przewodnikowych. Tomografia pojemno ciowa, w której doko-
nuje si  pomiaru pojemno ci mi dzyelektrodowej w celu wyznaczenia przeni-
kalno ci elektrycznej obszaru, jest wykorzystywana w przemy le rafineryjnym  
i energetycznym. Tomografia pr dów wirowych, w której dokonuje si  pomiaru 
zmian indukcyjno ci cewek wzbudzaj cych przep yw pr dów wirowych w celu 
wyznaczenia przenikalno ci magnetycznej czy konduktywno ci o rodka, wyko-
rzystywana jest do nieniszcz cego badania materia ów oraz np. do sprawdzania 
stanu rur ch odz cych reaktor w elektrowniach j drowych [19]. 

W tomografii impedancyjnej do rozwi zania zagadnienia odwrotnego wy-
znaczenia rozk adu impedancji wewn trz obszaru wykorzystuje si  zwykle me-
tod  elementów sko czonych (MES), metod  elementów brzegowych (BEM) 
czy metod  ró nic sko czonych (FDM). W metodzie MES oraz metodzie FDM 
dyskretyzacji podlega obszar, natomiast w przypadku metody BEM – brzeg 
obszaru [31]. Do rozwi zania zagadnienia odwrotnego z wykorzystaniem ka -
dej z tych metod konieczna jest znajomo  geometrii obszaru.  

W pracy przedstawiono podstawy teoretyczne nowej metody wyznaczenia 
profilu dna warstwy jednorodnego materia u przewodz cego pr d na podstawie 
pomiaru warto ci potencja u pola elektrycznego na powierzchni warstwy, gene-
rowanego przez umieszczone na niej punktowe elektrody pr dowe. Metoda 
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polega na wykorzystaniu analitycznych modeli rozk adu potencja u na po-
wierzchni warstwy o prostej geometrii typu: warstwa o sta ej grubo ci lub klin 
do interpretacji pomiarowych danych lokalnego rozk adu potencja u. Zapropo-
nowano przy tym wykorzystanie metody optymalizacji. Polega ona na wyzna-
czaniu parametrów wyst puj cych w zastosowanych modelach poprzez mini-
malizacj  b du dopasowania rozk adu potencja u w modelu do rozk adu wy-
znaczonego eksperymentalnie. Tak wyznaczone parametry mog  by  interpre-
towane jako lokalne charakterystyki badanego materia u. 

Identyfikacja geometrii dna warstwy jest istotna w badaniach przypo-
wierzchniowej warstwy gruntu, w ocenie stanu budowli hydrotechnicznych 
(zapór, obwa owa ) oraz elementów konstrukcji budowlanych (zawilgoconych 
cian, zbrojonych betonów).  

2. SFORMU OWANIE ZAGADNIENIA 

Analizie poddano dwuwymiarowe zagadnienie wyznaczania profilu war-
stwy idealnego materia u przewodz cego pr d elektryczny za pomoc  metody 
tomografii impedancyjnej. Przyj to, e górny brzeg warstwy jest p aski,  
a kszta t dolnego brzegu jest dowolny, okre lony przez funkcj  grubo ci war-
stwy )(xH  (rys. 1). W punktach xx  i xx  górnego brzegu warstwy  

w odleg o ci xxL  umieszczono dwie punktowe, ró noimienne elektrody 
zasilane sta ym pr dem elektrycznym o nat eniu I . 

 
Rys. 1. Schemat analizowanego uk adu 

 
Elektrody te generuj  w warstwie sta e pole potencja u )(xV , którego 

przestrzenny rozk ad silnie zale y od po o enia elektrod, geometrii obszaru 
przewodz cego oraz warunków na jego brzegu. Pole potencja u w warstwie 
okre lone jest przez równanie Laplace’a: 

0)(2 V                 (1) 

W rozwa aniach za o ono, e oba brzegi warstwy s  elektrycznie izolowa-
ne, dlatego pole potencja u )(xV  na brzegu u  i b  musi spe nia  warunek 
braku przep ywu pr du w kierunku prostopad ym do tych brzegów: 
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0)(Vn      (2) 

gdzie n  jest jednostkowym, zewn trznie zorientowanym wektorem prostopa-
d ym do linii brzegu warstwy. Oznacza to, e linie jednakowych warto ci po-
tencja u w obszarze warstwy s  prostopad e do jej brzegów. 

W przypadku gdy górny brzeg warstwy tworzy lini  prost  (rys. 1), ograni-
czenie obszaru przep ywu pr du przez dolny nieprzewodz cy brzeg powoduje 
modyfikacj  rozk adu potencja u pola elektrycznego na górnym brzegu warstwy 
w stosunku do rozk adu na powierzchni przewodz cej pó przestrzeni takiego 
materia u. Ró nica tych potencja ów nazywana jest potencja em resztkowym. 
Warto  potencja u resztkowego i jego rozk ad na powierzchni warstwy s  od-
zwierciedleniem po o enia i geometrii dolnego brzegu warstwy. Pomiar tego 
potencja u umo liwia rekonstrukcj  profilu warstwy. 

Do identyfikacji geometrii dna warstwy na podstawie pomiarów potencja-
ów pola elektrycznego na górnej powierzchni warstwy wykorzystano anali-

tyczne wyra enia opisuj ce rozk ady potencja ów pola elektrycznego na po-
wierzchni dwóch typów warstw o prostej geometrii: warstwy o sta ej grubo ci 
oraz klina 

3. OPIS ROZK ADU POTENCJA U W UK ADACH  
O PROSTEJ GEOMETRII 

W rozdziale tym przedstawiono metod  odbi  zwierciadlanych, któr  wy-
korzystano do wyprowadzenia wyra e  okre laj cych rozk ad potencja u elek-
trycznego w izolowanej warstwie oraz izolowanym klinie idealnego przewod-
nika generowany przez dwie ró noimienne elektrody zasilane pr dem sta ym  
o nat eniu I. Metoda polega na konstrukcji rozwi zania dwuwymiarowego 
równania Laplace’a dla ograniczonego obszaru, zasilanego punktowymi  
ród ami pr du, przy wykorzystaniu jego znanych rozwi za  dla punktowego 
ród a w obszarze nieograniczonym. 

Metoda ta mo e by  bezpo rednio stosowana do uk adów, w których wy-
st puj  p aszczyzny nieprzewodz ce pr du. Na takich powierzchniach musi by  
spe niony warunek (2), dlatego mog  one by  równowa nie rozwa ane, jako 
powierzchnie symetrii zagadnienia. Umo liwia to zast pienie pierwotnej kwe-
stii zagadnieniem okre lonym w nieograniczonym obszarze, w którym analizo-
wana cz  materia u jest wyodr bniona powierzchniami symetrii. Zapewnia to 
spe nienie warunków brzegowych na powierzchniach ograniczaj cych analizo-
wany obszar.  

3.1. WARSTWA O STA EJ GRUBO CI 

Ze wzgl du na to, e w izolowanej warstwie obie powierzchnie nie prze-
wodz  pr du, zastosowanie metody odbi  zwierciadlanych wymaga, aby by y 
one powierzchniami symetrii zagadnienia okre lonego na nieograniczonym 
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obszarze. Warunek taki spe nia periodyczny uk ad przedstawiony na rysunku 2. 
Przy czym ze wzgl du na fakt, e ka da elektroda punktowa zasila dwie s sied-
nie warstwy, warunek równowa no ci pól potencja ów w obu uk adach jest 
spe niony, gdy nat enie pr du zasilania w uk adzie periodycznym jest dwu-
krotnie wi ksze, IIP 2 . 

 

 
Rys. 2. Uk ad elektrod pr dowych generuj cy periodyczne pole potencja u izolowanej 

warstwy 

Potencja  V w dowolnym punkcie P periodycznego o rodka przedstawio-
nego na rysunku 2 jest superpozycj  potencja ów wygenerowanych przez 
wszystkie punktowe ród a pr du. Para ró noimiennych elektrod pr dowych 
generuje w punkcie P potencja  dany wzorem: 

)/ln(
2 nn

P
n rr

I
V      (3) 

dlatego potencja  V wygenerowany przez wszystkie pary elektrod jest sum  
potencja ów generowanych przez ka d  par  elektrod: 

n

n
nn

P rrIV )/ln(
2

               

(4) 
gdzie: 

|)(| uunnr ;   |)(| uunnr    (5) 

reprezentuj  odleg o ci punktu P (odpowiednio) od ujemnej i dodatniej elektro-
dy n-tej pary elektrod. 

We wspó rz dnych lokalnego uk adu kartezja skiego, zwi zanego z elek-
trodami (rys. 2), wyra enie (4) mo e by  przedstawione w postaci: 
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22

22

)4/)1(()(
)4/)1(()(ln

2
1

uLvn
uLvnV

n

n

  (6) 

gdzie: 
IVV o / ; 2 /u u L ;  /(2 )v v H ;  /L L H   (7) 

Wykorzystuj c to samo  [36]: 
2 2

2 2

( ) sin( ( ))sin( ( ))
( ) sin( ( ))sin( ( ))n

n a b a ib a ib
n c d c id c id

       (8) 

po przekszta ceniach z zale no ci (6) otrzymano: 

1 ( ( 1) / 2) cos(2 )ln
2 ( ( 1) / 2) cos(2 )

ch L u vV
ch L u v

                  (9) 

gdzie 1i . 
Wyra enie (9) w szczególnym przypadku okre la rozk ad potencja u na 

powierzchni warstwy. Dla 0v  otrzymano: 

1 ( ( 1) / 4)ln
( ( 1) / 4)

sh L uV
sh L u

            (10) 

Ze wzoru (10) wynika, e potencja  na powierzchni warstwy w punktach 
bardzo oddalonych od elektrod pr dowych )(u  przyjmuje sko czone 
warto ci: 

/ 2V L ;  / 2V L    (11) 

Z wyra enia (10) mo na równie  uzyska  wzór okre laj cy rozk ad poten-
cja u na powierzchni pó przestrzeni. Dla H )0(L  z (10) otrzymano: 

1 1ln
1

n
uV
u

       (12) 

Z kolei odejmuj c stronami wyra enia (10) i (12), otrzymano wzór na po-
tencja  resztkowy rV  postaci: 

1 ( 1) ( ( 1) / 4)ln
( 1) ( ( 1) / 4)r
u sh L uV
u sh L u

       (13) 

Charakteryzuje on wp yw obecno ci dolnego brzegu warstwy na rozk ad 
potencja u na jej powierzchni. 
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3.2. KLIN 

Zastosowanie metody odbi  zwierciadlanych do wyprowadzenia wzoru 
okre laj cego rozk ad potencja u pola elektrycznego w izolowanym klinie po-
dobnie jak to mia o miejsce w warstwie o sta ej grubo ci wymaga, aby oba 
brzegi klina by y powierzchniami symetrii zagadnienia okre lonego na nieogra-
niczonym obszarze. Warunek taki spe nia periodyczny uk ad symetryczny 
wzgl dem punktu wierzcho ka klina, przedstawiony na rysunku 3. W uk adzie 
tym punkty umiejscowienia elektrod pr dowych s  wierzcho kami wieloboków 
foremnych. Dlatego k t wierzcho kowy o  klina musi spe nia  warunek: 

N/o     (14) 

gdzie N oznacza liczb  wierzcho ków wieloboku. 

 
Rys. 3.  Uk ad elektrod pr dowych generuj cy periodyczne pole potencja u izolowanego 

klina 

Oznacza to, e wyprowadzony za pomoc  metody odbi  zwierciadlanych 
potencja  w klinie dotyczy wy cznie przypadków gdy k t rozwarcia klina o
przyjmuje dyskretne warto ci. 

Potencja  V  w dowolnym punkcie P  periodycznego uk adu przedstawio-
nego na rysunku 3 jest superpozycj  potencja ów wygenerowanych przez 
wszystkie punktowe ród a pr du. Po uwzgl dnieniu (3) otrzymano: 

1N

0
)/ln(

2 n
nn

P rrIV    (15) 

gdzie nr  i nr  oznaczaj  odleg o ci po o enia n-tej pary elektrod od punktu P. 
Dane s  one wzorami: 
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)2(cos)(2)()(

)2(cos)(2)()(

o
222

o
222

nxrxrr

nxrxrr

n

n          (16) 

gdzie: 
|| nx x ;  || nx x ; || xr  

dla n = 0, 1, 2,..., N – 1. 
W szczególnym przypadku wyra enie (15) okre la rozk ad potencja u na 

powierzchni klina. Dla 0  po uwzgl dnieniu (14) i (16) oraz po przenume-
rowaniu wyrazów szeregu )1(k n  otrzymano: 

N

1k
22

22

/N)1k(2cos2)(
/N)1(k2cos2)(ln

2
1

xxxx
xxxxV        (17) 

Z uwagi na symetri  zagadnienia wzgl dem osi x sumowanie szeregu  
w wyra eniu (17) mo e by  zredukowane. Dla parzystej liczby par elektrod  
(N = 2M) wyra enie (17) mo e by  przedstawione w postaci: 

1M

1k
22

22

22

22

k/Mcos2)(
k/Mcos2)(ln1

)(
)(ln1

xxxx
xxxx

xx
xxV  

a po wykorzystaniu to samo ci [3]: 

1
11

M
kcos2 2

M21M

1k

2

a
aaa     (18) 

redukuje si  do wyra enia: 

1)/(
1)/(ln1

N

N

xx
xxV        (19) 

Mo na wykaza , e wzór (19) jest s uszny równie  dla nieparzystych N.  
Z kolei po to, aby wyprowadzi  wyra enie okre laj ce rozk ad potencja u na 
powierzchni klina o dowolnej warto ci k ta wierzcho kowego o , nale y wy-
korzysta  np. metod  odwzorowa  konforemnych. W metodzie tej potencja  
elektryczny rozpatruje si  jako zespolony potencja  skalarny oraz dokonuje si  
odwzorowania analizowanej powierzchni na prostszy uk ad powierzchni przy 
zachowaniu k tów powierzchni analizowanej.  

Wykorzystuj c metod  odwzorowa  konforemnych (równok tnych), 
otrzymano nast puj c  posta  rozk adu potencja u elektrycznego: 

1)/(
1)/(ln1

o

o

xx
xxV       (20) 
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Ze wzgl du na to, e: 

uxx o ;     2/o Lxx ;      2/o Lxx                   (21) 

wyra enie (20) mo e by  zapisane w lokalnym uk adzie kartezja skim zwi za-
nym z elektrodami pr dowymi. Otrzymano zatem: 

o o

o o

o o

o o

( ) ( / 2)1 ln
( ) ( / 2)
x u x LV
x u x L

  (22) 

gdzie ox  – odleg o  po o enia punktu rodkowego odcinka mi dzy elektroda-
mi od wierzcho ka klina. K t wierzcho kowy klina o  jest zwi zany z szeroko-
ci  H klina w punkcie oxx zale no ci : 

oo /)( xHtg      (23) 

W szczególnym przypadku gdy o , wyra enie (22) przyjmuje posta  
(12), a tym samym okre la potencja  na powierzchni pó przestrzeni. Odejmuj c 
wyra enia (22) i (12), otrzymano wzór na potencja  resztkowy na powierzchni 
klina w postaci: 

o o

o o

o o

o o

[( ) ( / 2) ]1 ( / 2)ln
( / 2) [( ) ( / 2) ]r

x u x Lu LV
u L x u x L

     (24) 

4. OPIS PROCEDURY NUMERYCZNEGO WYZNACZANIA  
PROFILU WARSTWY 

Do rozwi zania problemu rekonstrukcji profilu warstwy mog  by  wyko-
rzystane ró ne metody stosowane w tomografii komputerowej, np. tomografia 
pojemno ciowa oraz tomografia pr dów wirowych [19].  

W pracy zaproponowano podej cie wykorzystuj ce technik  tomografii 
impedancyjnej, w której profil warstwy jest wyznaczany na podstawie sekwen-
cji pomiarów rozk adu potencja u przy ró nych po o eniach pary elektrod zasi-
laj cych na powierzchni warstwy. Przedstawiona metoda polega na wykorzy-
staniu analitycznych modeli rozk adu potencja u w warstwie o prostej geometrii 
typu: warstwa o sta ej grubo ci lub klin do interpretacji danych pomiarowych. 
Dla ustalonego po o enia elektrod zasilaj cych wyznaczana jest z wykorzysta-
niem metody optymalizacji warto  parametru H grubo ci warstwy lub klina  
w punkcie rodkowym mi dzy elektrodami, dla której b d dopasowania roz-
k adu potencja u resztkowego mi dzy elektrodami, obliczony na podstawie 
modelu oraz zmierzonego rozk adu potencja u, osi ga minimum. Wyznaczona 
w ten sposób warto  H grubo ci warstwy przypisywana jest ka dorazowo 
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punktowi oxx  po o enia rodka odcinka mi dzy elektrodami. Przeprowadzo-
na w ten sposób identyfikacja grubo ci warstwy dla kolejnych po o e  pary 
elektrod zasilaj cych umo liwia wyznaczenie przybli onego profilu badanej 
warstwy. Taki sposób wyznaczania profilu warstwy nazwano impedancyjn  
metod  modeli podstawowych. 

Dla potrzeb oceny przydatno ci zaproponowanej metody dane ekspery-
mentalne pozyskiwano w trybie eksperymentu numerycznego. Polega to na 
przeprowadzeniu komputerowej symulacji procesu pomiarowego w uk adzie 
odzwierciedlaj cym rzeczywiste warunki jego realizacji. Zaletami takiego po-
dej cia s  pe na kontrola warunków oraz wszystkich parametrów przebiegu 
procesu, dost p do wszystkich informacji charakteryzuj cych ten przebieg,  
a tak e mo liwo  jego automatyzacji bez konieczno ci ponoszenia kosztów, 
jakie nieuchronnie wyst puj  przy realizacji rzeczywistego procesu pomiaro-
wego. 

Przeprowadzenie serii wirtualnych procesów pomiarowych na warstwie 
materia u o zadanym profilu, a nast pnie jego identyfikacja za pomoc  zapro-
ponowanej w pracy metody umo liwiaj  bezpo redni  ocen  wp ywu warun-
ków realizacji pomiaru oraz zastosowanych modeli analitycznych (podstawo-
wych) na jako  rekonstrukcji profilu. Dotyczy to: 
 strategii pomiaru, 
 po o enia i rozstawu elektrod zasilaj cych, 
 po o enia i wielko ci przedzia ów pomiaru rozk adu potencja u na po-

wierzchni warstwy, 
 charakterystyk geometrycznych profilu warstwy. 

Porównanie wyników rekonstrukcji profilu warstwy otrzymanych na pod-
stawie modelu warstwy o sta ej grubo ci oraz klina umo liwia weryfikacj  
wst pnie przyj tego za o enia, e dok adno  tej rekonstrukcji przy wykorzy-
staniu modelu klina jest lepsza, bowiem oprócz lokalnej grubo ci warstwy 
uwzgl dnia on tak e lokalne nachylenie jej dolnego brzegu. 

W obu modelach jawnie wyst puje tak e przewodno  elektryczna mate-
ria u warstwy, która równie  mo e by  identyfikowanym parametrem, co stwa-
rza dodatkowo mo liwo  bada  niektórych typów uk adów warstw.  

5. PODSUMOWANIE 

W pracy zaproponowano now , impedancyjn  metod  identyfikacji profilu 
dwuwymiarowej warstwy materia u przewodz cego pr d elektryczny. Metoda 
polega na wykorzystaniu analitycznych modeli rozk adu potencja u na po-
wierzchni warstwy o prostej geometrii typu: warstwa o sta ej grubo ci lub klin 
do interpretacji pomiarowych danych lokalnego rozk adu potencja u, genero-
wanego przez dwie elektrody pr dowe. Sformu owano podstawy teoretyczne 
metody. Wyprowadzono modele analityczne rozk adu potencja u pola elek-
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trycznego na górnej powierzchni izolowanej warstwy o sta ej grubo ci oraz 
klina. Omówiono szczegó owo procedur  wykorzystania tych modeli do nume-
rycznego wyznaczania profilu dna warstwy o dowolnej geometrii, na podstawie 
wyników bada  eksperymentalnych rozk adu potencja u lub wyników pomia-
rów wirtualnych realizowanych w procesie symulacji komputerowych. Omó-
wiono tak e plany dalszych bada  w tym zakresie.  

Nale y podkre li , e w pracy przedstawiono wyniki pierwszego etapu ba-
da  nad opracowaniem impedancyjnej metody wykorzystuj cej modele anali-
tyczne (podstawowe) do wyznaczania profilu nieizolowanej warstwy trójwy-
miarowej. 
 



155 

Mieczys aw Cieszko, Micha  Paku a, Rados aw Drelich 
 

ODDZIA YWANIE FAL AKUSTYCZNYCH 
Z PÓ PRZESTRZENI  LOSOWEGO O RODKA  

WARSTWOWEGO 

1. WST P 

Rozpraszanie fal jest zjawiskiem bardzo cz sto wyst puj cym w zagadnie-
niach oddzia ywania i propagacji fal w niejednorodnych materia ach w ró nych 
dziedzinach o du ym znaczeniu praktycznym. Dotyczy m.in. optyki, nieinwa-
zyjnej diagnostyki w technice i medycynie, geofizyki. Odgrywa istotn  rol   
w nieniszcz cych badaniach naturalnych, biologicznych i technicznych materia-
ów z wykorzystaniem fal ultrad wi kowych. Ze wzgl du na dynamiczny  

i nielokalny charakter tego zjawiska oraz siln  zale no  od charakterystyki 
cz stotliwo ciowej fal modelowanie rozpraszania jest trudnym zagadnieniem, 
wymagaj cym stosowania wyrafinowanych metod matematycznych o du ej 
z o ono ci obliczeniowej. Powoduje to, e badania tego zjawiska w uk adach  
o prostej geometrii niejednorodno ci, np. w uk adach warstwowych, wzbudzaj  
du e zainteresowanie i znajduj  liczne zastosowania [4, 7, 8, 20, 28, 39, 47, 54].  

W pracy zaproponowano nowy opis zagadnienia jednowymiarowego roz-
praszania fal harmonicznych w losowym materiale warstwowym. Rozpatrzono 
uk ad, w którym p aska fala harmoniczna pada prostopadle na pó przestrze  
naprzemiennie u o onych dwóch rodzajów warstw o ró nych w asno ciach 
akustycznych i losowym rozk adzie ich grubo ci. W a ciwo ci akustyczne 
warstw charakteryzowane s  przez dwa parametry: impedancj  akustyczn   
i liczb  falow . Przy formu owaniu opisu zagadnienia zastosowano podej cie 
strukturalne [11, 34, 35], w którym wykorzystuje si  schematy globalnego od-
dzia ywania fal z elementami o rodka, umo liwiaj ce bezpo rednie formu owa-
nie równa  amplitudowych dla wypadkowych fal propaguj cych si  w o rodku.  

Wyprowadzono ca kowe równania algebraiczne dla wspó czynników odbi-
cia fal harmonicznych od pó przestrzeni losowego o rodka warstwowego. 
Równania te rozwi zano dla dwóch szczególnych uk adów warstw: periodycz-
nego o sta ych grubo ciach warstw oraz stochastycznego o jednorodnych roz-
k adach ich grubo ci. Przeanalizowano wp yw stochastycznych charakterystyk 
grubo ci warstw oraz ich w asno ci akustycznych na wspó czynniki odbicia fal 
od o rodka warstwowego. W celu wyodr bnienia zjawiska rozpraszania fal 
analiz  przeprowadzono dla o rodka o spr ystych w asno ciach warstw. Wy-
znaczono przedzia y tzw. cz stotliwo ci zaporowych, dla których fale ulegaj  
ca kowitemu wewn trznemu odbiciu od pó przestrzeni. Wykazano, e wspó -
czynniki odbicia fal d ugich nie zale  od losowego rozk adu d ugo ci warstw, 
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natomiast silnie zale  od stopnia niejednorodno ci akustycznej o rodka charak-
teryzowanego stosunkiem impedancji akustycznych warstw.  

2. MODELOWANIE ODDZIA YWANIA FAL Z PÓ PRZESTRZENI  
LOSOWEGO O RODKA WARSTWOWEGO 

2.1. SFORMU OWANIE ZAGADNIENIA 

Przeanalizowano zagadnienie oddzia ywania p askiej fali harmonicznej  
z losow  pó przestrzeni  warstwow  z o on  z dwóch rodzajów naprzemiennie 
u o onych warstw o losowych grubo ciach i ró nych w a ciwo ciach akustycz-
nych (rys. 1).  

 

 
Rys. 1. Schemat analizowanego uk adu 

 
W rozwa aniach za o ono, e materia y warstw pó przestrzeni warstwowej 

( ) oraz s siaduj cej z ni  pó przestrzeni jednorodnej ( ) s  spr yste  
i idealnie po czone mi dzy sob , a fala pada prostopadle na powierzchni  ich 
kontaktu. O rodek warstwowy tworzy pó przestrzenie dwóch rodzajów o ró -
nych w asno ciach akustycznych. Nazwano je pó przestrzeniami typu I oraz 
typu II, gdy jej pierwsz  warstw  jest (odpowiednio) materia  typu 1 lub typu 2 
(oznaczany na rysunkach przez 1 lub 2). Za o ono, e rozk ady grubo ci  
u warstw materia u typu 1 i typu 2 okre lone s  przez funkcje rozk adu prawdo-
podobie stwa  i .  

Jako podstaw  charakterystyki akustycznych w a ciwo ci uk adu przyj to 
parametry , , , definiowane jako stosunki impedancji akustycznych 
materia ów jednorodnej pó przestrzeni i obu rodzajów warstw:  

; ;       (1) 
gdzie:  

; ;  

natomiast przez  oraz  (i = 1, 2) oznaczono ich g sto ci masowe 
oraz pr dko ci propagacji fal pod u nych.  

0 x

0x 0x

)(1 uf )(2 uf

1 2

21 zz 11 zz 122 zz

cz 111 cz 222 cz

i, icc,
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Parametry te jednoznacznie charakteryzuj  oddzia ywanie fal z granic  
kontaktu tych materia ów. Wspó czynniki odbicia  i przenikania  fali 
harmonicznej padaj cej z materia u typu 1 na granic  kontaktu z materia em 
typu 2 oraz wspó czynniki  i  dla fali propaguj cej si  w przeciwnym 
kierunku dane s  wzorami:  

;                        (2) 

Spe niony jest przy tym warunek:  

            (3)  

wynikaj cy z zasady zachowania energii fali. 
Podobne wyra enia okre laj  wspó czynniki odbicia  i  oraz przeni-

kania  i  fali harmonicznej, padaj cej z pó przestrzeni jednorodnej na 
powierzchni  jej kontaktu z (odpowiednio) warstw  typu 1 i typu 2, a tak e 
wspó czynniki i  oraz i  dla fali propaguj cej si  w przeciwnym 
kierunku. W takim przypadku warunki zachowania energii fali mog  by  sfor-
mu owane w postaci analogicznej do warunku (3).  

Wyra enia dla wspó czynników i  odbicia fali harmonicznej na granicy 
kontaktu mi dzy o rodkiem jednorodnym a losow  pó przestrzeni  warstwow  
typu I lub typu II wyprowadzono, wykorzystuj c podej cie strukturalne [12, 35, 
36]. Umo liwia ono bezpo rednie formu owanie równa  dla wspó czynników 
oddzia ywania fali z o rodkiem bez konieczno ci rozwa a  wielokrotnych odbi  
wewn trznych fal na granicach kontaktu warstw. Uwzgl dnia si  przy tym fakt, 
e o w asno ciach akustycznych ca ego uk adu decyduj  parametry oddzia ywa-

nia fal na granicy obu rozwa anych materia ów oraz charakterystyki geometrycz-
ne warstw. W odniesieniu do pó przestrzeni warstwowej wykorzystuje si  przy 
tym fakt, e usuni cie jej dwóch pierwszych warstw nie wp ywa na jej w asno ci 
akustyczne. Mo na wyró ni  dwa etapy rozwi zania tego zagadnienia. Najpierw 
wyprowadzono sprz ony uk ad równa  dla wspó czynników  i  oddzia y-
wania fal w uk adach zredukowanych, w których pó przestrze  jednorodna ma 
w asno ci materia u warstw (odpowiednio) typu 2 i typu 1. Nast pnie sformu o-
wano zale no ci mi dzy wspó czynnikami i  oraz  i .  

2.2.  RÓWNANIA DLA WSPÓ CZYNNIKÓW ODDZIA YWANIA FAL 
W UK ADACH ZREDUKOWANYCH 

Na rysunku 2 przedstawiono schemat generowania fali odbitej od pó prze-
strzeni warstwowej typu I dla przypadku gdy pó przestrze  jednorodna ma w a-
ciwo ci materia u typu 2, natomiast pierwsza warstwa ma grubo   nale c  

do przedzia u .  
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Rys. 2. Schemat generowania fali odbitej w pó przestrzeni typu I 
 

W wyniku wielokrotnych odbi  fali padaj cej wewn trz warstw oraz 
przej  przez ich brzegi w uk adzie ukszta towa o si  stacjonarne pole aku-
styczne charakteryzowane wspó czynnikami odbicia  oraz przenoszenia fali 

. Wspó czynnik  przenoszenia fali w warstwie definiowany jest jako sto-
sunek amplitudy sumy wszystkich fal padaj cych na tylny brzeg warstwy do 
amplitudy  fali padaj cej. Wielko   jest natomiast wspó czynnikiem 
przenoszenia fali w materiale warstwy, przy czym  oznacza liczb  
falow  w materiale warstwy, a  – cz sto  fali. W rozwa aniach wy-
korzystano fakt, e o rodek ten w cz ci  tworzy pó przestrze  typu II. 
Dlatego wspó czynnik odbicia fali na powierzchni kontaktu pierwszej warstwy 
z t  pó przestrzeni  mo e by  oznaczony przez . 

Schemat ten umo liwia sformu owanie równania amplitudowego dla 
wspó czynnika  odbicia fali. Amplituda  fali odbitej od warstwy jest 
sum  amplitudy  fali bezpo rednio odbitej od jej czo owej powierzchni oraz 

wypadkowej amplitudy  fal, które wychodz  z warstwy w pó -
przestrze  . Otrzymano zatem: 

      (4) 

Wspó czynnik  odbicia fali od losowej pó przestrzeni typu I jest równy 

warto ci oczekiwanej wspó czynników odbicia . Bior c pod uwag , e 
prawdopodobie stwo wyst pienia sytuacji przedstawionej na rysunku 2 jest 
równe prawdopodobie stwu  zdarzenia, e grubo  pierwszej warstwy 
nale y do przedzia u , dla wspó czynnika  otrzymano wyra enie: 
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           (5) 

Wspó czynnik przenoszenia fali  wyst puj cy w wyra eniu (4) wyzna-
czono, wykorzystuj c schemat generowania fali przenoszonej przez pierwsz  
warstw  losowej pó przestrzeni warstwowej przedstawiony na rysunku 3.  
 

 
 

Rys. 3. Schemat generowania fali przenoszonej w pó przestrzeni typu I 
 

Równanie amplitudowe dla fali przenoszonej przyjmuje posta : 

 
st d: 

    (6) 

Po podstawieniu wyra enia (6) do wzoru (4), uwzgl dnieniu to samo ci 
(3) oraz przekszta ceniach z zale no ci (5) otrzymano: 

       (7) 

Zale no  (7) wi e ze sob  wzgl dne wspó czynniki  
i  odbicia fali od losowych pó przestrzeni warstwowych.  

Przeprowadzaj c analogiczn  procedur , otrzymano podobne równanie dla 
wzgl dnego wspó czynnika odbicia . Formalnie mo na je uzyska  z równa-
nia (7) poprzez zmian  indeksów: 2 na 1 oraz 1 na 2. Równanie to przyjmuje 
posta : 
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       (8) 

Równania (7) i (8) tworz  uk ad dwóch nieliniowych równa  algebraicz-
nych dla wspó czynników  i .  

2.3.  RÓWNANIA DLA WSPÓ CZYNNIKÓW ODBICIA FAL 
OD PÓ PRZESTRZENI WARSTWOWEJ 

Po to, aby sformu owa  równanie wi ce wspó czynniki odbicia fal   

i  ze wspó czynnikami  i , przeanalizowano oddzia ywanie fali harmo-
nicznej w uk adzie przedstawionym na rysunku 4.  
 

 
 

Rys. 4. Schemat generowania fali odbitej od pó przestrzeni typu II 
 

W uk adzie tym pomi dzy jednorodn  pó przestrze   a losow  pó -
przestrze  warstwow  typu II wprowadzono warstw  materia u typu 1 o grubo-
ci . Umo liwia to wykorzystanie wspó czynnika  danego przez uk ad rów-

na  (7) i (8) do okre lenia wspó czynnika  odbicia fali od losowej pó prze-
strzeni warstwowej.  

Przy zmniejszaniu grubo ci warstwy  do zera otrzymano:  

        (9) 

Wyra enie dla wspó czynnika  mo na wyprowadzi  analogicznie jak 
w podrozdziale 2.2 przy wyprowadzaniu zale no ci dla wspó czynnika odbicia 

 i wspó czynnika przenoszenia fali . Wspó czynniki  i  dla uk adu 
przedstawionego na rysunku 4 dane s  wzorami:  
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;        (10) 

Wykorzystuj c wyra enia (10) oraz równanie zachowania energii fal w po-
staci: 

 
z zale no ci (9) otrzymano:  

          (11) 

Podobnie mo na wyprowadzi  zale no  mi dzy wspó czynnikami   
a . Przyjmuje ona posta :  

        (12) 

3. ANALIZA ODDZIA YWANIA FAL 

W rozdziale tym przedstawiono rozwi zanie równa  (7) i (8) opisuj cych 
oddzia ywanie fali harmonicznej z losow  pó przestrzeni  warstwow  w uk a-
dzie zredukowanym dla dwóch szczególnych przypadków budowy wewn trznej 
takiego o rodka oraz przeanalizowano zale no  wspó czynników odbicia fal 

 i  danych wyra eniami (11) i (12) od w asno ci dynamicznych materia-
ów warstw i ich charakterystyk losowych. Rozpatrzono uk ady: periodyczny  

o sta ych grubo ciach warstw oraz stochastyczny o jednorodnym rozk adzie 
grubo ci warstw.  

3.1. O RODEK PERIODYCZNY O STA YCH GRUBO CIACH WARSTW 

Omówiono o rodek warstwowy z o ony z warstw o sta ej grubo ci. W ta-
kim przypadku o rodek ma budow  periodyczn , a funkcje  i  roz-
k adu grubo ci warstw dane s  wzorami: 

 ;     (13) 

gdzie przez  oznaczono delt  Diraca, natomiast przez  i  – grubo ci 
poszczególnych warstw.  

Podstawiaj c wyra enia (13) do (7) oraz (8), ze wzgl du na filtracyjne w a-
ciwo ci delty Diraca otrzymano nast puj cy uk ad równa  okre laj cy 

wzgl dne wspó czynniki odbicia  i : 

;    (14) 
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Rozwi zaniem uk adu równa  (14) dla fizycznie uzasadnionych warto ci 
wspó czynników odbicia s  wyra enia: 

 
(15) 

 
gdzie: 

 

(16) 

 

Z wyra e  (15)1 i (15)2 wynika, e dla cz stotliwo ci fal, dla których 
 ( ), wielko   ( ) przyjmuje warto ci zespolone, 

a modu  wspó czynnika  ( ) – warto  jeden. Oznacza to, e cz stotliwo ci 
te tworz  tzw. pasma zaporowe, dla których fale ulegaj  ca kowitemu we-
wn trznemu odbiciu od periodycznej pó przestrzeni warstwowej. 

W konsekwencji równie  modu y wspó czynników odbicia  i  dane 
wyra eniami (11) i (12) przyjmuj  warto ci jeden dla dowolnych warto ci 
wspó czynników i . Oznacza to, e pasma zaporowe w obu typach uk a-
dów wyst puj  dla takich samych cz stotliwo ci padaj cej fali harmonicznej.  

Na rysunku 5 przedstawiono wykresy wspó czynników odbicia fal   

i  od pó przestrzeni periodycznego o rodka warstwowego w funkcji bezwy-
miarowej cz stotliwo ci  odniesionej do parametrów warstwy typu 1: 

 

gdzie  oznacza cz stotliwo  fali, natomiast  – jej d ugo  w warstwie 
typu 1. Wykresy sporz dzono dla ma ej ( ) i du ej ( ) ró nicy 
impedancji akustycznych warstw oraz dla ,   
i . Z rysunku tego wynika, e w pó przestrzeni o du ej 
niejednorodno ci akustycznej pasma zaporowe s  bardzo szerokie, natomiast 
wraz ze zmniejszaniem si  jej niejednorodno ci ich szeroko  maleje do punktu. 
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Rys. 5. Wykresy zale no ci wspó czynników  i  odbicia fal od pó przestrzeni 

periodycznego o rodka warstwowego od bezwymiarowej cz stotliwo ci fal  
dla uk adu warstw o du ej ( 0,1 ) i ma ej ( 0,9 ) niejednorodno ci aku-
stycznej oraz dla 1 0,2 ,  i 0,2  

 
W przypadku gdy w periodycznym o rodku warstwowym propaguj  si  

d ugie fale, liczby falowe  i  w obu warstwach s  bliskie zera. Wówczas 
wzgl dne wspó czynniki odbicia  i  dane wzorami (15) przyjmuj  rze-
czywiste warto ci: 

;                       (17) 
gdzie:  

;       (18) 

Ponadto gdy ró nica impedancji akustycznych warstw jest niewielka  
( ), wspó czynniki  i  ( ) przyjmuj  warto ci bliskie zera,  
a wyra enia (17) redukuj  si  do postaci:  

 ;                 (19) 

Uwzgl dnienie zale no ci (17) w wyra eniach (11) i (12) umo liwia okre-
lenie wspó czynników odbicia d ugich fal od periodycznej pó przestrzeni war-

stwowej. Wyra enia (17) oraz (19) charakteryzuj  efektywne w asno ci aku-
styczne periodycznego o rodka warstwowego (odpowiednio) o du ej lub nie-
wielkiej akustycznej niejednorodno ci wewn trznej. Zale no  wspó czynni-
ków odbicia  i  fal d ugich od wspó czynnika  przedstawiono na ry-
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sunku 6. Nieliniowy charakter tych zale no ci dowodzi, e w o rodkach o du ej 
akustycznej niejednorodno ci wewn trznej nawet fale bardzo d ugie ulegaj  
rozpraszaniu wstecznemu.  

 

 
Rys. 6. Zale no  wspó czynników odbicia  i  fal d ugich od pó przestrzeni 

periodycznego o rodka warstwowego od wspó czynnika odbicia  na grani-
cy warstw dla: 1 0,2 ,  i 0,5  

3.2.  O RODEK STOCHASTYCZNY O JEDNORODNYM ROZK ADZIE  
GRUBO CI WARSTW 

W celu przedstawienia wp ywu rozk adu grubo ci warstw na charaktery-
styki cz stotliwo ciowe wspó czynników odbicia fal przeanalizowano przypa-
dek, w którym losowy o rodek warstwowy ma jednorodny rozk ad grubo ci 
warstw dany wzorem: 

   (20) 

gdzie przez  i  oznaczono graniczne warto ci przedzia u grubo ci warstw 
wyst puj cych w o rodku. Wielko ci te okre laj  warto ci rednie  oraz 
odchylenie standardowe  rozk adu grubo ci warstw: 

;        (21) 

Dla takich rozk adów ca ki wyst puj ce w równaniach (7) i (8) mog  by  
obliczone analitycznie. Wówczas równania te przyjmuj  posta :  
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          (22) 

          (23) 

Równania (22) i (23) tworz  silnie nieliniowy uk ad równa  algebraicz-
nych dla wzgl dnych wspó czynników odbicia  i . Uk ad ten dla 

 (m = 1, 2) redukuje si  do postaci uk adu (14) okre laj cego wspó -
czynniki odbicia fal od pó przestrzeni periodycznego rodka warstwowego.  

Na rysunkach 7 i 8 przedstawiono wykresy charakterystyk cz stotliwo cio-
wych wspó czynników odbicia fal  i  od pó przestrzeni warstwowego o rod-
ka o jednorodnym rozk adzie grubo ci warstw, danych wyra eniami (11)  
i (12), w których wspó czynniki  i  wyznaczono z uk adu równa  (22)  
i (23). Obliczenia przeprowadzono dla ma ej  = 0,9 (rys. 7) i du ej  = 0,1 (rys. 8) 
ró nicy impedancji akustycznych warstw oraz dla ma ego (  0,1) i du ego 
( 0,5) rozrzutu ich grubo ci przy  = 0,2 ,  = 2 i  = 0,5. 

Z rysunków tych wynika, e charakterystyki cz stotliwo ciowe uk adów  
o losowym rozk adzie grubo ci warstw i du ej ró nicy ich impedancji nie za-
wieraj  przedzia ów zaporowych cz stotliwo ci, czyli wzrost grubo ci warstw 
jest porównywalny z ich warto ciami rednimi. 

 

 
Rys. 7.  Wykresy zale no ci wspó czynników odbicia  i od pó przestrzeni loso-

wego o rodka warstwowego o jednorodnym rozk adzie grubo ci warstw od 
bezwymiarowej cz stotliwo ci   dla ma ej ró nicy impedancji akustycznych 
warstw (  = 0,9) oraz dla ma ego ( 1 = 2 = 0,1)  i du ego ( 1 = 2 = 0,5)   
rozrzutu ich grubo ci przy:  = 0,2 ,  = 2 i  = 0,5. 
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Rys. 8.  Wykresy zale no ci wspó czynników odbicia  i  od pó przestrzeni lo-

sowego o rodka warstwowego o jednorodnym rozk adzie grubo ci warstw od 
bezwymiarowej cz stotliwo ci   dla du ej ró nicy impedancji akustycznych 
warstw  = 0,1 oraz dla ma ego ( 1 = 2 = 0,1) i du ego ( 1 = 2 = 0,5) rozrzu-
tu ich grubo ci przy:  = 0,2 ,  = 2 i  = 0,5 

 
W przypadku gdy w o rodku propaguj  si  fale d ugie (w porównaniu ze 

redni  grubo ci  warstw), liczby falowe  i  przyjmuj  warto ci bliskie 
zera. Wówczas równania (22) i (23) redukuj  si  do takiej samej postaci: 

     (24) 

Drugie niezale ne równanie wi ce wzgl dne wspó czynniki odbicia   
i  fal d ugich otrzymano poprzez przyrównanie cz ci liniowych rozwini  
równa  (22) i (23) wzgl dem liczb falowych  i . 

Wykorzystuj c liniow  aproksymacj  wyra enia w postaci:  

  (25) 

z równa  (22) i (23) otrzymano: 

        (26) 

Równanie to po uwzgl dnieniu (24) przyjmuje posta :  

         (27) 
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Zale no ci (24) i (27) tworz  uk ad równa  dla wspó czynników odbicia 
fal d ugich od losowej pó przestrzeni warstwowej o jednorodnym rozk adzie 
grubo ci warstw. Rozwi zania tych równa  maj  identyczn  posta  jak wyra e-
nia (17) dla wspó czynników odbicia fal d ugich od pó przestrzeni periodyczne-
go o rodka warstwowego. Jedyna ró nica polega na tym, e w wyra eniach (17) 
przez  i  oznaczono grubo ci warstw periodycznego o rodka, natomiast  
w równaniach (27) wielko ci i  reprezentuj  warto ci rednie grubo ci 
warstw. Oznacza to, e na warto  graniczn  wspó czynników odbicia fal d u-
gich nie ma wp ywu losowy charakter rozk adu grubo ci warstw. Czynnik ten 
jednak e odgrywa istotn  rol  w zale no ci wspó czynników odbicia takich fal 
od cz stotliwo ci. Aproksymacja takiej zale no ci wymaga uwzgl dnienia 
kwadratowych sk adników liczb falowych przy aproksymacji równa  (22)  
i (25).  

4. UWAGI KO COWE I WNIOSKI 

W pracy przedstawiono now  metod  opisu oddzia ywania p askiej fali 
harmonicznej z pó przestrzeni  losowanego materia u warstwowego z o onego 
z dwóch rodzajów naprzemiennie u o onych warstw o ró nych grubo ciach.  
W rozwa aniach zastosowano podej cie strukturalne, w którym wykorzystuje 
si  schematy globalnego oddzia ywania fal z elementami o rodka. Wyprowa-
dzono nieliniowy uk ad algebraicznych równa  ca kowych dla wspó czynników 
odbicia fal od losowej pó przestrzeni warstwowej oraz przeanalizowano dwa 
przypadki szczególne: uk adu periodycznego o sta ej grubo ci warstw i uk adu  
o jednorodnym rozk adzie grubo ci warstw. Przedstawiono analityczne rozwi -
zania wyprowadzonych równa  dla fal d ugich. Wykazano, e charakterystyki 
cz stotliwo ciowe wspó czynników oddzia ywania fal z pó przestrzeni  o pe-
riodycznej strukturze warstw o du ej ró nicy impedancji akustycznych zawiera-
j  przedzia y zaporowe cz stotliwo ci, dla których fale ulegaj  ca kowitemu 
odbiciu. Przedzia y takie nie wyst puj  natomiast w uk adach o losowym roz-
k adzie grubo ci warstw, je li ich rozrzut przyjmuje warto ci porównywalne  
z warto ciami rednimi grubo ci warstw.  

Przedstawione w pracy rezultaty stanowi  dogodny punkt wyj cia do dal-
szych bada  zjawiska jednowymiarowego rozpraszania fal w losowych o rod-
kach warstwowych. W kolejnych pracach autorów planowane jest wyprowa-
dzenie równa  dyspersji fal w takim o rodku oraz sformu owanie opisu i przea-
nalizowanie oddzia ywania fal z warstw  losowego o rodka warstwowego.  
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