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WPROWADZENIE

W 2012 roku odbyla si¢ w obiektach Uniwersytetu Technologiczno-
-Przyrodniczego w Bydgoszczy siddma juz Sesja Naukowa Mechanika
Stosowana 2012.

Sesja zorganizowana byta przez Oddzial Bydgoski Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Wydziat Inzynierii Mechanicznej oraz
Wydzial Budownictwa i Inzynierii Srodowiska Uniwersytetu Technologiczno-
-Przyrodniczego w Bydgoszczy.

Tematyka prezentowanych w monografii prac dotyczy zagadnien z zakresu
mechaniki konstrukeji oraz mechaniki osrodkow porowatych.

W ramach zagadnienia mechaniki konstrukcji przeprowadzono analiz¢
konstrukcji mostowej ztozonej z makroelementow, przedstawiono metode¢ roz-
wigzywania grubych ptyt ortotropowych, zbadano wptyw geometrii w smu-
ktych stupach kratowych na rozklad przemieszczen i sit wewnetrznych,
poddano analizie statycznej ptyte fundamentowa pod komin fabryczny.

W zakresie problematyki mechaniki os§rodkoéw porowatych przedstawiono
modelowanie kapilarnego transportu cieczy w nienasyconych materiatach
porowatych, oddziatywanie fal akustycznych z pdtprzestrzenig losowego osrod-
ka warstwowego, makroskopowy opis wciskania niezwilzajacej cieczy w kulke
materialu porowatego.

W monografii przedstawiono wyniki prac naukowych realizowanych przez
pracownikéw Wydziatu Budownictwa, Architektury i Inzynierii Srodowiska
Uniwersytetu Technologiczno-Przyrodniczego w Bydgoszczy oraz Uniwersytetu
Kazimierza Wielkiego w Bydgoszczy.

Jako redaktor naukowy monografii ,,Zagadnienia mechaniki stosowanej”
pragne podzigkowac wszystkim autorom za przygotowanie artykulow do przed-
stawionej publikacji. Recenzentom dzigkuje za wnikliwe recenzje.

Jerzy SAWICKI






Mykhaylo Delyavskyy, Jerzy Gotas, Maria Olejniczak

ANALIZA STATYCZNA CIENKICH PLYT ORTOTROPOWYCH
W UJECIU MACIERZOWYM

1. WSTEP

Wszystkie konstrukcje inzynierskie podlegaja obcigzeniu. W celu zapew-
nienia rownowagi takich konstrukcji naktada si¢ na nie dodatkowe wiezy. Wy-
roznia si¢ wigzy sztywne i sprezyste. Do sztywnych wigzow zaliczono: podpory
sztywne, $ciany podporowe itp., natomiast do sprezystych: fundamenty ptyto-
we, grunt, ktory traktowany jest jako podioze sprezyste [22, 36, 58].

W procesie pracy konstrukeji obcigzenie przekazywane jest przez funda-
ment na grunt. Na skutek tego ze strony gruntu powstaje reakcja odwrotna. Zwig-
zek miedzy reakcja gruntu a ugigciem plyty fundamentowej jest dosé
skomplikowanym zagadnieniem, poniewaz samo ugiecie zalezy od charaktery-
styk odporu gruntu [23, 41, 34, 44]. Okreslenie przemieszczen i sit wewngtrznych
w oddzielnych elementach konstrukcji wywotanych obcigzeniem zewngtrznym
nie jest mozliwe bez uwzglednienia deformacyjnych wlasnosci gruntu [25, 26,
31]. Whasnosci te sa bardzo ztozone w poréwnaniu z materiatami konstrukcyjny-
mi, dlatego przy rozwiazaniu konstrukcji inzynierskich czgsto stosuje si¢ modele
uproszczone, w ktorych podtoze sprezyste zamienia si¢ reakcja (obcigzeniem)
dziatajacg na dolna powierzchni¢ plyty fundamentowej, ktora jest roztozona
zgodnie z prawem omowionym w [12, 56]. Najprostszym i dotychczas po-
wszechnie stosowanym modelem podloza sprezystego jest model Winklera [13],
w ktorym przyjmuje si¢ liniowy zwigzek miedzy ugicciem ptyty a reakcja gruntu.

W pracy przedstawiono metod¢ rozwigzania cienkiej plyty zelbetowej spo-
czywajacej na takim podtozu. Ptyta potraktowana jest jako ortotropowa z mo-
dutami zastepczymi zaproponowanymi przez M.T. Hubera [27]. Huber sugeruje
oblicza¢ plyty gesto uzbrojone jak ptyty ortotropowe, wprowadzajac zreduko-
wane sztywnosci zastgpcze. Opracowal model plyty konstrukcyjnie ortotropo-
wej, ktory zastosowal do obliczen plyt zelbetowych [28]. Podsumowanie tych
rezultatow podano w jego monografii [29]. Metode sztywnosci zastepczych
do rozwigzywania ptyt jednokierunkowo uzbrojonych stosuja Timoshenko
i Woinowsky-Krieger [57] oraz Nowacki [47].

Wyrazenia sztywnosci zastgpczych dla plyt jednostronnie i dwustronnie
uzbrojonych proponuje Z. Kaczkowski [33]. Metody okreslenia tych sztywnosci
dla plyt jednokierunkowo periodycznie zebrowanych opisane sag w pracy [40].

W literaturze oméwione sa rézne metody rozwigzywania plyt cienkich
jednorodnych oraz zhomogenizowanych, ktére mozna rozdzieli¢ na dwie za-
sadnicze grupy: metody analityczne [52, 64] i metody numeryczne [24, 30, 59].
Ich analiza podana jest w fundamentalnej monografii pod red. Cz. Wozniaka
[64].
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Posrod metod numerycznych najczesciej stosowana jest metoda elementéw
skonczonych [11, 43, 50, 52, 68].

Zaprezentowana w pracy metoda rozwigzywania plyt zelbetowych nalezy
do grupy metod analitycznie numerycznych ze wzgledu na wprowadzenie funk-
cji ksztaltu 1 funkcji obcigzeniowych oraz na zapis warunkéw brzegowych
w oddzielnych punktach weztowych na krawedziach ptyty.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Analizie poddano cienka ptyte ortotropowa spoczywajaca na podtozu spre-
zystym Winklera (rys. 1).

Rys. 1. Schemat ptyty cienkiej spoczywajacej na podtozu sprezystym

Poczatek kartezjanskiego uktadu wspotrzednych Ox;x,x3 wybrano
w geometrycznym $rodku ptyty. Osie Ox; 1 Ox, rozmieszczono w ptaszczyznie
oboje¢tnej ptyty w gtownych kierunkach ortotropii materiatu. O$ Oxs skierowa-
no natomiast w dot, aby utworzony uktad wspotrzednych byt prawoskretny.
Stan rownowagi takiej plyty opisuje rOwnanie rézniczkowe czwartego rzedu
o pochodnych czastkowych:

4 4 4

O 2D, +2D, )2 D, T Kw=g (1)

D
"ot ox}ox; ox;

gdzie Dy;, D,, oznaczajg sztywnosci plyty na zginanie w dwoch wzajemnie
prostopadtych kierunkach, Dgg Wyznacza sztywno$¢ na skrecanie, Dy, — sztyw-
nos$¢ zwigzana, K, — sztywnos¢ podtoza sprezystego, a g — obciazenie przyto-
zone do gornej powierzchni plyty.

10
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3. ROZWIAZANIE ROWNANIA PODSTAWOWEGO

Rozwigzanie ogdlne niejednorodnego rownania (1) zalozono w postaci:
w=wy twx 2)
sumy dwoch catek: catki ogdlnej wy rdwnania jednorodnego:

4 4 4
“a—vf+2(D12+2D6) 0w +D aW+K0w:0 (3)

D
Ox, ¢ ox?ox? 2 oxd

oraz catki szczegdlnej w, niejednorodnego rownania (1).
W celu okreslenia catki szczegodlnej obcigzenie przytozone do gornej po-
wierzchni ptyty rozwinieto w podwojny szereg Fouriera:

0 0

Q(xl » Xy ) = ZZ{amn COS(@B]xl )Cos(@Ez]xz ) +
=l 1
S
(7

7E]xl)cos( )+b° cos(5[] ) H(V,[,z]xz)Jr
)51n((5',2x2)+cmn sm( ) 05(552]x2)+ 4)
+c, sm(é' ]x, cos( 2)+d,?m s1n( )sin(y£2]x2)+
Jsin(81%)

+a , COS

1 l
+b,, cos| 7, x,
1

sm(é'[] (5[ ]x2
Parametry rozwiniecia:

52] :M. st :M; y :ﬂ; YL _nr 5)

4 n
2a, 2a, a, a,

Wspdtczynniki szeregu okresla si¢ nastepujgco:

a,, =a—a2 _[] ];2 xl,xz)cos(5[] )cos(5£2]x2 )dx2de
a :aLaz_]; {j!i x],xz)cos( 7x )cos( 72, )dxzdx (6)

itd. Jest to najbardziej ogélna posta¢ asymptotyczna obcigzenia jako funkcji
dwoch zmiennych. Takie podejscie pozwala obcigzenie (ciagle, dyskretne, sku-
pione) wyrazi¢ funkcja ciagla, co jest istotnym wymogiem opracowanej metody.

Prawa czg$¢ roéwnania (1) jest funkcja trygonometryczng, zatem calke
szczegoblng tego rownania zatozono w postaci:

11
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w, = 33 AL cos( o8, Jeos (%, ) 4, cos A, Jeos (112, ) +

+B) cos (5B]xl ) sin (y,EZ]xz ) + B! cos (y,[,:]xl )sin(é,gz]x2 ) + e

mn m

+C) sin(y,[;]x1 )cos(5[ ] )+ C sm(5[ ]xl )cos()/,gz]x2 ) +
+D! sin (;/Elx1 )sin (y,Ez]xz ) + D), sin ( 6,["1])@ ) sin ( §£2]x2 )

mn

Poprzez podstawienie zaleznosci (7) do rownania (1) i przyréwnanie wyra-
zenia przy jednakowych iloczynach funkcji trygonometrycznych otrzymano
uktad réwnan algebraicznych wzgledem niewiadomych wspotczynnikow AY,,,,
BY,,, itd.:

mn mn

(D115£]4+2(D12+2D66)5[l]25[2] +D, 5[2]4+K )AO =

(Do +2(Dy, +2D ) 8425 + Dy P + K, ) BY, = b, )

itd. Catke ogdlna rownania (3) wybrano w postaci:

Z{f[](xl)sm( x2)+f (%) cos( )
+f5k (xl)sm( x2)+f (x1 cos( 2)+
+ (x, )sin ( ) ( )

(xz) (é[l]xl) f[](xz)cos(é,y]xl)}

+

)

X, cos( VX,

gdzie fy Ll (xj) j=1,2, p =1+ 8 — niewiadome funkcje. Wyrazenia (9) pod-
stawiono do rownania (3) i po rozdzieleniu zmiennych otrzymano uktad czte-
rech niezaleznych rownan rézniczkowych zwyczajnych czwartego rzedu
wzgledem niewiadomych funkcji o wskaznikach parzystych [19]:

(V) 2 "
DS (30)=2(Dy + 20 ) AV (5 + (DT + K, ) £ () =0
(IV) 2 n
ané[/]c] (xl)_z(Dlz + 2D66)51£2] fe[llc] (x ) (D225 )fék (‘xl)
21" U o ey (10
D,, fy (xz)_2(D12+2D66) f4k ( 2) ( e 4k (xz)—()

(1) 2 " 4
D22 8[/3] (XZ)_Z(D12+2D66)5/£1] 8[/3] (x2)+(D1|5/£1] +K0)f;§[k2] ('XZ):O

12



I. MECHANIKA KONSTRUKCII

Rownania wzglgdem funkcji o wskaznikach nieparzystych sa takie same.
Uktad roéwnan (10) mozna podzieli¢ na dwie grupy. Nazwano je I' i A. Kazda
grupe podzielono na podgrupy odpowiednio do kierunkéw zmiennych x,,
a =1,2. W ten sposob otrzymano zatem cztery podgrupy: I, A1, T, A,. Kazdej
podgrupie przyporzadkowane sg dwie funkcje:

@) A ) e (A (). A7 (o)) e,

{fSk ( ) fﬁk ( )}€A1; {f7[1§] (x2)> fs[lf] (xz)} €A, (11)
Rozwigzania uktadu rownan (10) zatozono w postaci:
9 () = R exp(4x, ) (12)

dla grupy I' oraz:
f}[,{](x )=R ]exp(K,E’] j) (13)

dla grupy A. W wyniku podstawienia wyrazen (12), (13) do uktadu réwnan (10)
otrzymano cztery rownania algebraiczne — tzw. roéwnania charakterystyczne

wzgledem parametrow A7), &/
DAY —2(D, +2D,0) /T AT 4+ D,y K, =0

D —2(D,, +2D, )8 KT + Do + K, =0
(14)

D22/11£214 - 2(D12 +2Dg, )71[:]2/1[2]2 +D, 17/1[(1]4 +K,=0
Dyl —2(D, +2D, )8 kT + D, 6T + K, =0

Badania numeryczne wykazaty, ze pierwiastki tych rownan sg zespolono-
sprzezone:

/IE)]k a1k+lﬂ1k’ 2k__/1E1/)]k
] (1. 41 Ul (13)
J JI. J JI e
A=A A=A/ =12
Podobnie dla:
KE{)]k: o [2]k]+ ip [2jk]’ KEJZ])k = KE{)]k (16)
el Rl el 12

Mozna zatem ogolne rozwigzanie rownan rézniczkowych (10) przedstawié
W postaci:

7 (x ):iR([;;pk exp(ﬂ,([vj)]kxj); p=1+4;j=12
v=l

13
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f[’]( ) ZRM exp( [] );p=5+8;j=1,2 (17)

Pierwiastki réwnan (14) sa zespolono-sprzgzone, wigc aby funkcje
f, m(xj) byly rzeczywiste, wspolczynniki (v])pk tez muszg by¢ zespolono-
sprze¢zone. Zatozono zatem:

R E{)]pk: ¢ E{)]pk+ i E{)]pk; R (é])pk: ¢ Eé])kar is (j])pk
. . . . , (18)
RE=C 018 s R = C (1S ()
Funkcje f, Ll (xj) przyjmujg wowczas postac:
f (%)= R ), F(x); f([l] )k (%)= R(3,4)vklP8k (%)
. . . . (19)
f(5,6)k (xz) = R(5,6)vkq)vk (x2 ); f(7,8)k (x2) = R(7,8)kaVk (xz)
W nawigzaniu do powyzszego wprowadzono funkcje [31]:
. cosh(a][,'(]xl )cos(ﬂl[}{]xl) . COSh(al[llc]xl )Sin(ﬂl[li]xl)
Fi(x)= 0 P )= (1]
exp(alk al) exp(alk al)
(20)
. sinh (a][,l(]xl ) cos ( Bl ) . sinh (al[llc]xl ) sin (ﬂl[li]xl )
Fy (%)= i )= (]
exp(alk al) exp(alk al)
. cosh(azgl,gx1 )cos(ﬁz[l,lxl) . cosh(ay,gxl )sin( z[,Jxl)
WY, (xl ) = 0] > ToplX) = [
exp(azkal) eXp(azkal )
21
. sinh(ozy,!x1 )cos(ﬂz['k]xl) . sinh(akal )Sm(ﬂzkxl)
()= exp(ama ) rei)T exp(a“a )
2k*1 2k™1

Podobnie mozna zapisa¢ funkcje ®9(x5), Q%) (x,) odpowiednio dla pa-
rametrow AECZ] (2] . Wprowadzone funkcje nazwano funkcjami bazowymi rzedu
zerowego. Podstaw10no funkcje (19) do zaleznos$ci na ugiecie plyty (9). Wsku-
tek uwzglednienia zwigzkow (2) i (7) otrzymano wyrazenia opisujace ugigcie
plyty w postaci:

14



I. MECHANIKA KONSTRUKCIJI

{R FO xl)sin(y£2]x2)+R( )vkE/(l)c( )COS(7/E2]XZ)+

w = k™ vk

o
k=

+R) L (x s1n(52 )+R Y (xl)cos(é',gz]xz)Jr

(22)

+R ) L (x, sm( [l]xl)+R Ko (xz)COS(J/k]x|)+

+ R 2y 0 (%, sm(é’ x|)+R ng(xz)cos(5,£l]xl)}+w*

4. WYZNACZENIE SIE WEWNETRZNYCH W PELYCIE
Wprowadzono nowe funkcje, ktére nazwano funkcjami ksztattu:
= 5 (x)sin (747 ) W = (o cos 717,
=W )Sin(5’£21x2 ); W =¥ (%, )cos(ﬁ,?]xz)
=l (x)sin(Ah ): W = 0 (x)cos 71 )

-0 (s (el ) M -8, s e( s

VV(l)vk

VV(S)vk

VV(3)Vk

(23)

VV(7)Vk

Funkcje w, nazwano funkcjami obcigzeniowymi ugiecia ptyty. Z uwzgled-
nieniem powyzszych funkcji wyrazenia opisujgce ugigcie plyty przyjmujg postac:
w =R, W, utw;v=1+4 p=1+8 k=1+o00 (24)

W tym przypadku obowiazuje zasada sumacyjna Einsteina. Podobnie zapi-
sano przemieszczenia styczne:

u = R(p)VkU(p)vk + U, U, = R(p)ka(p)vk +u,, (25)

gdzie:

Ugp =5 F0 (xl)Si“(ﬂ’;Ez]xz); Ui ==X:F; (xl)COS(;/I£2]x2)
=—x,%,, (x)sin (5,[z]x2 ); U =50 (%, )COS( 5y, )
Ysya =—x37/[:]®3 (XZ)COS(}/,[{]xl) Ugpie = x37;£l]‘bgk (Xz)Sin(y,El]x])

= x5’ k(xz)cos(é[] ]); Ui = x,00Q°, (xz)sin(é,?]xl)

U(B)vk

(26)

Uiy

15
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Vi == FVES () oos (770, ); Vg0 = xS (3 )sin (717,
Vg =200, (3 )cos (T, ); - ¥y, = 0,870, (x; )sin (o,
Vg =500 (0 )sin (7% ) Vg, =—x,@0, (%) oos (1)
Vo =52 (m)sin(600n ) ¥, =—x,Q, (3, )cos e,

27

Funkcje Upyvi, Vipyvi sa funkcjami ksztattu, a funkcje uq., u,. to funkcje

obcigzeniowe przemieszczen poziomych uq, u,.

Wprowadzono nowe funkcje bazowe [19] nazywane funkcjami bazowymi

pierwszego rzedu:

an X 1] [1] -0
i ()= 0 ol () - IS ()
1 aF;(;c 1 1 0 1 0
E, (xl) ax(x ) W F, ( )+ l[k]Ek (xl)
X OF, 1 1o
Fy (xl): ax( ) 1[k]E2( ) :B[k]Etk (xl)

8xl
Momenty zginajace zapisano w postaci:

M, =R, X, +M,; My=R Y

(p)vk (p)vk ™ (p)vk

+M,,,
gdzie:

Fy ('xl )]Sin(y,EZ]XZ )

(wk = _|:D11F2 ('xl ) - D127//[c2]

X = _:Dani (x,)=DpyP2ES (x, )]005(7][(2],62)

X =‘:Du‘1’§k( )= DY (x ]Sm( )
X == D W2 (%) = D80, (x,) |eos( 517,
X == =Dyl (x,)+ D02 (x,) Sin(ﬁ']xl)
X =~ D200 () + D@, () Jeos( 7'
X == =D, (x,) + D, Q0 (x, ) sin((g]y]xl)
X == ~DuolP Q) (x,)+ D, Q% (x,) Cos(gg]xl)

16
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vk =7 DuF? (%)= Doy P F (% )Jsin(}/,?]xz)

<
|

Yoy =—[D F2(x,)=Dyyl2FS (3, )]cos()/,Ez]xz)

vk = Dn‘ka (%)~ Dzz52]2‘1’0 Jsm( )

<
|
|

Y = Dl (%) = Do, (3,) Jeos (6, ) o
Fops =[P (1) 0 () sin 41
Y =~ ~DurtP 08, (x,)+ D@l (x,) [eos(71x, )
Y = —0125”290 (x,)+ Dy Q2 (xz)]sm( ,Exl)
Y =—[—D125k Q0 (x, )+ DpQ, (,) COS(5[1 1)

Analizowane funkcje Xpyyk, Ypyve sa funkcjami ksztattu, a funkcje
My1., M55, sa funkcjami obcigzeniowymi momentéw zginajacych w plycie.
Wprowadzone nowe funkcje bazowe:

o F)(x
3 ()= 5 ol (1) - 2010 ) - A D) )]

ox;
O’ F) (x
P ()= T ) ot o) 2l A () S )
1
0 F)(x (32)
£ ()= ) ol ) -2l 0 () A ()
1
0% Fy (x
£ )= IR0 _ht () 2l ) - AP )2 ()

j
nazwano funkcjami bazowymi drugiego rzedu. Postugujac si¢ macierzowym
zapisem stanu przemieszczen i napr¢zen w ptycie, uzyskano [67]:

w=[[W]J{R} -+
=[[UIJH{RY +U s, =[ [V J{RY 4V (33)
M, =[LXTJRY b, =[P R) 7 b, =[R2

17
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5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Badaniu poddano plyt¢ prostokatng, ztozong z dwoch ptyt o grubosci
h=0,2 m kazda, o r6znych wtasnosciach mechanicznych (rys. 2).

X 2 X S
a’l 1 ® @ 6
3
O xl(l) xl’( 2)
—a;l)
- L* T
= a‘l(l) ! al(l) ! _ al(z) ! ‘11(2) 1

Rys. 2. Schemat ptyty dwusktadnikowej

Dla kazdej plyty wprowadzono lokalny uklad wspotrzednych xik)xgk),

k = 1,2 oraz oznaczono krawedzie jak na rysunku. Linie punktowe oznaczaja
krawedzie swobodnie podparte, linie ciggte — krawedzie swobodne.

Warunki brzegowe na krawedziach ptyty:
e na krawedzi wspolne;j:

W (al(l),xgl)) e (_a1(2),xg2) ); ”1(1) (al(l),xgl)) _ ”1(2) (_a](2),x§2))
M) () 0) =) (-, ):
e na krawedzi swobodnie podpartej 1:
wi (—al(l) ,xgl) ) =0; M{P (—al(l) ,xgl) ) =0
e na krawedzi swobodnej 7:
MO (xf,=al) =0 1V (7, -dl?) =0 itd. (34)

Dla rozwazanej ptyty utworzono ztozone macierze ksztaltu oraz ztozone
funkcje obcigzeniowe. Niech Z(x1,x,) oznacza warto$¢ statyczng (momenty
i sity tngce) lub kinematyczna (ugigcie i przemieszczenia poziome). Ich zapis
W postaci macierzowej jest nastepujacy:

Z(xl,xz):[Z]{R}+ Z,(x,x,) (35)

Warunek ciaglosci tej wielkosci na wspolnej krawedzi 3 ma postac:

18
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z" (al(]),xg))= z? (—al(z),xgz)) (36)

W postaci macierzowej mozna go zapisac jako:

(29 (a0 R} {20 ()20 -
:[Zu)( —a®, (z))}{ 1@ {z£2>(—a§2>,xg2>)}

)
I T W N
{20 () (22 (- 22 =

Wprowadzono nowe oznaczenia:

[2(x,)]], [[ (a )] [—z@)(—af”,xg”)ﬂ (39)

1= )
T T |

Nazwano je ztozonym wektorem nieznanych parametrow uktadu oraz zto-
zong macierzg ksztaltu 1 zlozong funkcjg obcigzeniowa na krawedzi 3. Warunek
(38) mozna zapisa¢ w postaci:

[z(x2 )|3]{R}+{Z*(x2 )|3} =0 (41)

Niech na krawedzi zewngtrznej, na przyktad x(l) = agl), zadana jest wielkos¢

(37

lub:

ZW(a;,x,)= ZI(, ) (a;,x,). Warunek ten w postaci macierzowej przybiera forme:
(29l 0 JRY" {20 ()0 [ ORI+ O} 20 ()] 2

gdzie [O] i {O} oznaczaja odpowiednio zerowa macierz i zerowa funkcje ob-
cigzeniowa. Nastgpnie przepisano warunek (42):

| Z()], R} +{Z. () f =0 (43)
[2(6)] =([2"(a" ") [0) (44)

gdzie:

19
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{Z.(%,)}] = <{ZE') (e 4") - {0} =2 (a0 )}> (45)

Obliczenia numeryczne wykonano dla nastepujacych charakterystyk mate-
riatu: beton marki B15, modul Younge’a i wspotczynnik Poissona wynosza
odpowiednio E, = 2,3-10* MN - m™2,v, = 0,2; modut Younge’a pretow sta-
lowych rowna sie Eg = 2-10°MN-m™2, zawarto$¢ objetosciowa pretow
w pierwszej plycie rowna sie u¥ = 0,1%, w drugiej plycie — u® = 0,5%.
Odlegtos¢ osi preta od dolnej powierzchni ptyty wynosi 0,03 m. Do obliczen
numerycznych przyjeto wartosci zastgpcze sztywnosci plyt:

Dl(ll) :Dg) :1’6'107N'm_2; Dl(lz) :Dz(i) =1,7-107N-m_2
D, =3,2:10°N-m”; D =3,4-10°N-m” (46)
Dy =6,4-10°N-m?; D =6,8-10°N-m>

ktore zostaly okreslone za pomoca wzoré6w Hubera [14].
Wymiary kazdej ptyty okreslono odpowiednio 2a§1)= 4 m, 2a§1)= 4 m,
2a§1)= 4 m, 2a§1)= 4m. Kazda plyta znajduje si¢ pod obcigzeniem statym

q(1)= 100 kN-m?2, q(2)= 200 kN-m™2. Wskaznik gorny jest numerem plyty.

Do obliczen wybrano 28 punktow weztowych przy obliczeniach opraco-
wanych za pomocg metody elementow konstrukcyjnych (MEK) i odpowiednio
1071 weztow oraz 1000 elementéw skonczonych przy obliczeniach z wykorzy-
staniem metody elementow skonczonych (MES). Przy rozwigzaniu konstrukcji
(MEK) na kazdym brzegu plyty wybrano po cztery punkty weztowe. Na krawe-
dziach zewnetrznych w kazdym punkcie sa do wykorzystania po dwa warunki
brzegowe, na krawedzi wspodlnej 3 — po cztery warunki. Ogoélna liczba warun-
kéw brzegowych wynosi 64. Jako wspotezynnik sztywnosci podtoza wybrano
Ky=5-10"N-m?.

Na rysunku 3 przedstawiono wykres ugiecia ptyty na linii styku dwoch
elementow konstrukcyjnych (przekrdj x; = 4); a na rysunku 4 — ugigcia plyty
w przekroju srodkowym (x, = 0). Wykresy uzyskane za pomocg (MEK) poda-
ne dla pierwszej plyty zaznaczono linig ciagla (oznaczenia MEK28 (1)), a dla
drugiej ptyty — linig przerwang (oznaczenia MEK28 (2)). Linia punktowa doty-
czy wynikow uzyskanych z wykorzystaniem metody elementow skonczonych
(MES). Liczba 28 oznacza 0g6lng liczbg wybranych punktow weztowych.

20
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—MEK 28_(1) ==MEK 28_(2) «+MES 1071

Rys. 3. Ugiecie linii styku dwoch plyt (x; = 4)

0,000 +

0,001
0,002
0,003

0,004 -
w

— MEK 28 ==++:MES 1071

Rys. 4. Ugigcie przekroju srodkowego ptyty (x, = 0)

Na rysunku 5 przedstawiono wykresy zmiany momentu zginajacego My
na linii styku dwoch plyt (elementow konstrukcyjnych) uzyskane za pomocag
opracowanej metody oraz metody elementow skonczonych. Na rysunku 6 za-
prezentowano wykresy zmiany momentu M;; w przekroju srodkowym

(x2 = 0) plyty.

20 % p,,*10"3

—MEK 28_(1) — -MEK 28_(2)
..... MES 1071_(1)  ==.MES 1071_(2)

Rys. 5. Wykres zmiany momentu M;, na linii styku dwoch ptyt

21



M. Delyavskyy, J. Gotas, M. Olejniczak — ANALIZA STATYCZNA CIENKICH PLYT...

-10

§ 2

0 t
10
20
30

40 % m,, 1073

—MEK28 e MES 1071

Rys. 6. Wykresy zmiany momentu M, w przekroju (x, = 0)

Warto$ci momentow uzyskane roznymi metodami rdznig si¢ istotnie. Na
brzegu swobodnie podpartym wartosci momentéw uzyskane za pomocg (MES)
nie spetniajg zerowego warunku brzegowego.

6. WNIOSKI

Opracowano metode rozwigzywania ztozonych konstrukeji ptytowych
(MEK), ktora w istocie jest bliska metodzie elementéw skonczonych (MES)
i wyrdznia si¢ wigksza doktadnoscia rozwigzania.

Rozwigzano ptyte ztozong z dwoch plyt o tych samych grubosciach i roz-
nych wtasnosciach mechanicznych.

Ustalono, ze rezultaty uzyskane z wykorzystaniem rdéznych metod sa zgod-
ne w czesci srodkowej plyty 1 w poblizu krawedzi, gdy zadane sg kinematyczne
warunki brzegowe. Dla statycznych warunkow brzegowych rezultaty sg istotnie
rozbiezne.
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Mykhaylo Delyavskyy, Jerzy Gotas, Aleksandra Niespodziana, Maria Olejniczak

ANALIZA STATYCZNA PLYTY MOSTOWEJ
WZMOCNIONEJ KRATOWNICA PRZESTRZENNA

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Mosty sa konstrukcjami zespolonymi, w ktorych dzwigary gldéwne pola-
czone sg z ptyta pomostu. Dzwigarem no$nym moze by¢ konstrukcja tukowa
[48, 66], kratownica [20, 21, 37, 54] lub belka [42, 54]. W pracach tych opisane
s nastepujace sposoby potaczenia ptyty z dzwigarem gtéwnym: plyta polozona
jest na poziomie pasa gornego (jazda gora) lub na poziomie pasa dolnego (jazda
dotem). W obu przypadkach sity wewngtrzne w plycie, wywolane cigzarem
wlasnym oraz poruszajaca si¢ sila, przekazujg si¢ na elementy dzwigara gtow-
nego. Rozwaza si¢ dwa sposoby potaczenia dzwigardow z plyta pomostu: ciagly
i dyskretny. W przypadku dzwigaréow kratowych wykazuje si¢ maly wplyw
sposobu polaczenia na wartosci sit wewnetrznych w pretach kratownicy. Nie
uwzglednia si¢ wspolpracy plyty z dzwigarem glownym oraz nie analizuje si¢
rozkladu sit wewnetrznych w ptycie. Pomija si¢ roéwniez odksztatcalnos$¢ kra-
townic. W pracy [54] omowiono uktad ptytowo-kratowy, w ktorym ptyte i kra-
townic¢ rozpatruje si¢ oddzielnie. Plyt¢ rozwigzuje si¢ za pomoca metody
Levy’ego przy zatozeniu, ze krawedzie podtuzne sa swobodnie podparte, a kra-
wedzie poprzeczne sg usztywnione. W prezentowanej pracy przedstawiono
metode rozwigzania uktadu ptytowo-kratowego, w ktoérym ptyta potgczona jest
z kratownica w dyskretnych we¢zlach pasa dolnego. Zaproponowany sposob
umozliwia uwzglednienie wspotpracy obu czgsci konstrukeji mostowe;.

W pracy zanalizowano okreslony typ konstrukcji mostowej ztozonej z makro-
elementow, tj. kratownicy przestrzennej oraz plyty pomostu, modelowanej jako
cienka izotropowa ptyta. Kratownic¢ stanowia dwa dzwigary kratowe sztywno
potaczone ze sobg na poziomie paséw gornych (rys. 1), ktore taczg si¢ z plyta po-
mostu w dyskretnych punktach (weztach kratownicy) na krawedziach podtuznych.

2a,

Rys. 1. Schemat konstrukcji mostowe;j
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Krawedzie poprzeczne ptyty sg swobodnie podparte. W modelu matema-
tycznym zaktada si¢ brak mozliwos$ci obrotu makroelementu kratownicy wokot
osi podtuznej jej pasa dolnego.

Przyjeto, ze ptyta pomostu obcigzona jest na gornej powierzchni sitg rozto-
zong q(x;, x,), prostopadta do powierzchni ptyty oraz reakcjami (tzw. sitami
wspotdziatania), ktore sa wynikiem wspotpracy z kratownica przestrzenng.

Sity wspotdziatania sg skupionymi sitami poprzecznymi, ktére wystepuja
na krawedziach podluznych ptyty pomostowej w miejscach przypadania we-
ztow kratownicy.

Zatozono, ze kratownica obcigzona jest tylko nieznanymi sitami wspot-
dziatania T} (k = 1,..., n), przylozonymi do jej pasa dolnego, gdzie n oznacza
liczbe punktow polaczen kratownicy z ptytg [17].

Kartezjanski uktad wspotrzednych Ox x,x, obrano w ptaszczyznie $rodko-
wej ptyty z poczatkiem w jej Srodku. Osie Ox, i Ox, rozmieszczone sg w kierun-
ku podtuznym i poprzecznym, natomiast o§ Ox,— skierowana w dot (rys. 2).

PAN PAN
Tll fT3 Tzl ¢T4 L q(x1, x2)
I |
A 7=
h /Xz X3 &

Rys. 2. Schemat obliczeniowy konstrukcji

W celu rozwigzania tak sformulowanego zagadnienia konstrukcje hipote-
tycznie rozdzielono na makroelementy. Dla kazdego z nich sformutowano od-
powiednie zwigzki, aby nastgpnie poprzez agregacj¢ wymodelowaé calg
konstrukcje.

2. ROZWIAZANIE PLYTY

Podstawowe rownanie zginania cienkiej plyty izotropowej ma postac:

4 4 4
8v4v+2 62w2+8v4v:i (1)
Ox, Oox;0x; Ox, D
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gdzie w oznacza funkcj¢ ugiecia ptyty, D — sztywno$¢ plyty na zginanie oraz
g — obciazenie przylozone do gornej powierzchni pyty.

Rozwigzanie ogdlne niejednorodnego rownania (1) wybrano w postaci su-
my dwoch catek:

W= W, + W, 2)
gdzie w, jest catka ogdlna rownania jednorodnego:
o*w o'w  o'w

+2 +
ox;! ox.ox;  ox;

=0 3)

natomiast w, jest catkg szczegdlng réwnania (1). Obcigzenie przytozone do
gornej powierzchni ptyty mozna rozwing¢ w podwajny szereg Fouriera [19]:

q(x,.x,) ZZ{QWCOS( xl)cos(5[]2)+

m=1 n=1

+b,, cos (5B]xl )sin (y,Ez]xz ) +c, sm( [ )cos (5&2]x2 ) + 4)

+d,  sin ( b ]xl )sm(y,E ]xz )

S =(2m—1)7r; 52 :(2n—1)77 . :ﬂ'y[z] _hr )
" 2a, ! 2a, "oa " g
w ktorym wspotczynniki rozwinigcia maja postac:
_ LT 0 )
a,, = ” J;] J{; q(x,x, )cos(5m X, )cos(5n X, )a’x2abc1

b,, = allaz ]:] ]. q(xl,xz)cos(d[,:]xl)Sin(%[f]xz )dedx]

Y ©)
o= ai, T atpsin{s40s eos(o o
19 o S,
a,a TT 9(xx) Sm(%["]xl)sm(%[« ]xz)dxzdxl
2 o a

Calke szczegodlna réwnania (1) mozna wyrazi¢ w postaci podobnej do (4),
tylko z niewiadomymi wspoétczynnikami:

ii{A cos( ]xl)cos(é[ ]x2)+ancos(é'g]xl)sin(;/,[f]xz)+
=1 n=1

+C,, sm( )cos( )+ D, sin(;/,[nl]x1 )sin()/,[f]xz)

()
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W wyniku podstawienia wyrazenia (7) do réwnania niejednorodnego (1),
a takze przyrownania wyrazenia przy jednakowych iloczynach funkcji trygono-
metrycznych otrzymano uktad réwnan wzgledem niewiadomych wspolczynni-
kow4, ,B, .C .D,

mn ~mn?

mn

; )
(é;[;1114 ) 5[1]2 2]2 4)B -b /D
)

(o0 + 200281 + 6) 4, =a,, /D

m Yl mn mn (8)
C =c /D

mn mn

(70 + 27,[,112%5 Ry 7,[,2]4) o =,/ D

Calke og6lng réwnania (3) wybrano w postaci [2]:
Wo = Z{fl[kl] (x )Sin(7,£2]x2 ) + 7 (x, )cos(5,£2]x2 ) +
B ©
+ 8 (, )sin (7, )+ £ (x, ) eos 8l

gdzie: fg,{](xj), j=12, p=1+4 oznaczaja niewiadome funkcje, ktore okre-

slono w procesie rozwigzania zagadnienia. Podstawiajac wyrazenie (9) do row-
nania (3) i rozdzielajac zmienne, uzyskano uktad czterech niezwigzanych
rownan roézniczkowych zwyczajnych czwartego rzedu wzgledem niewiadomych
funkc;ji:

(1)
f|[kl] ( ) 27k

V) + A () =0
) (10)
3[13] (xz) 27/k f3k (x2)+.f3k (xz):
(1)
2[111 ( ) 5[2 [1] (xl)"'fzk (‘xl)
) (1)
3 () =20 A5 () + £ () =0
Rozwiazanie uktadu rownan (10) wybrano w postaci:
f[/]( ) R[J] exp(/l[’] ) (12)
dla uktadu (11) przyjeto:
f[/]( ) R[J] exp(zf[’] ) (13)

Podstawiono wyrazenia (12) i (13) do uktadu réwnan i otrzymano cztery
robwnania algebraiczne, tak zwane rownania charakterystyczne z parametrami

/1[] i K',EI],j_l,2I
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%’]4—27[3‘”2% +7 =0

i (14)
3 3
~26} T Kl +5 g
Badania numeryczne wykazaly, ze pierwiastki kazdego z tych réwnan sa
rzeczywiste 1 podwojne:
KE{,L)k: 5&3*11 K EJ] =] [3-/]
. P (15)
A= 8 Al =y =12
Ugiqcie piyty okreslone jest wartosciami rzeczywistymi, a wigc wspot-

czynniki R ,(v=1+4,p=1,2, k =1+0) tez musza byé rzeczywiste.

pkv’
Rozwiazanie ogdlne rownan rézniczkowych (10) i (11) przyjmuje postac:

n)+

£ (x,)=R R cosh(§k[2]x])+ " x sinh
(16)

2]

(o
+R; sinh(é'[ ]xl)+RZk4 X, cosh(§ X,
(
+R1[/1(]3 smh(;/,[ ]xl)+R1k4 X, cosh(;/,E X,

fl[kl] (xl)zR[l]* cosh(;/,E] )+le2 x, sinh ;/,E xl) +
)

Podobnie zapisano funkcje: flg,lj(xz), p=3,4 na kierunku zmiennejx, .

Z uwagi na szybko rosngce funkcje hiperboliczne wprowadzono do (16) funkcje
unormowane:

Ul sinh (7)) cosh (7))
e (g N TR I35 (xj ) NN PR
eXP(?’k a‘;) eXP(?’k aj)
17)
0] sinh (5,E37j]xj) 0] cosh(é‘,E 7j]xj )
Bl (v )= B ()= (]
exp(5k ‘ aj) exp(é‘k a].)
nazywane funkcjami bazowymi; w wyniku tego otrzymano:
fZ[llc] (xl ) Rglk]lB[l] (xl )+ Rl[/lf]z x]Bglk] (x] ) +R£Ik]3Bl[k] (x] )+ R£11c14 xlBglk] (x] )
(18)

A () = RIATSL () + REL I (o) + REATE) () + REL w T8 ()

gdzie na przyklad: R} =R\ exp(y,E ] 1)' Podobnie zapisano funkcje na kie-

runku zmiennej X, .
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Wprowadzone zostaty nowe funkcje majace na celu ujednolicenie zapisu:
Fk(i (xl ) = 1—‘[21,]( (xl ); Fkoz (xl )lerglk] (xl)
Fs (xl ) = rglk] (xl ); Fy (xl ) :xlr[le]c (xl)
@ (x,)= r[zzk] (x,); @3, (x, ):le"[;k] (x2)
(D23 (xz ) = rgi] (xz ); (DZ4 (xz ) :xzr[zzk] (xz)
Y (xl ) = Byk] (xl ); i, (xl ):xlBl[llc] (xl)
WZ} (xl ) = Bl[ll(] (xl ); \P24 (xl ) :x]Byk] (xl )
Q) (xz ) = Bgi] (xz ); Q) (xz )ZXZBI[;] (xz )
923 (xz ) = Bl[:] (xz ); 924 (xz ) :szgi] (xz)
Przyjmujg one nazweg funkcji podstawowych. Ostateczna posta¢ funkcji
fj,{] (xj) jest nastepujaca:
f]E] (x] ) = leka(‘)/ (xl ); f3[k2] (x] ) = R3kv(l)2v (xZ)

(19)

(20)
fZ[llc] (xl ) = sz‘{/iv (x] ); f4[1f] (xz ) = R4kVQ2V (xz )

Po podstawieniu funkcji (20) do wyrazenia na ugigcie ptyty (9) oraz
uwzglednieniu zwigzkow (2) i (7) otrzymano ugigcie ptyty w postaci:

w =R, F} (x] )Sin (7/1[c2]x2 ) +R,,, L, (xl )COS(5,£2]x2 ) +
+R,,, @}, (x, )sin(y,E]]xl )+R4ka8k (x, )cos(dp]xl )} +w, (21)

gdzie w, jest zwigzane z obcigzeniem plyty i nazwane funkcja obcigzeniowa.
Wprowadzono nowe funkcje:

Rl s
Wi =Py (x, )Sin(%?]xl ); W,,=Q, (xz)cos(é',[l]xl)

zwane funkcjami ksztaltu ugiecia ptyty. Umozliwiaja one zapisanie wyrazenia
na ugi¢cie plyty w postaci:

w =R W, +wiv=1l+4 p=1+4k=1+x (23)
Podobnie zapisa¢ mozna wyrazenia na przemieszczenia poziome plyty:
ul = Rkvakpv + ul*

(24)
u, = Rvkavpk +u,,
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gdzie:
Ui =—x, |:Fv1 ( )Sm(7/£ ]xz )j| Uy =%, |:‘Plvk (x )005(7/[( ]x2 ):| )
5
U =—x, |:7/EI]CDS/(( )005(71[c] 1):| Ui = |:5[]]QO ( 2)Sin(§/£]]x1 ):|
Vi = [7/[ U (x])cos()/,E Ix, )J Vo =%, [5[2]4’0 (x, )sin(d,[z]x2 )J
Vi == | @l () sin (740 ) |5 Vi ==, QL () cos (1) |

gdzie: U,

s Vipi 0znaczaja funkcje ksztattu, a u,,, u,, — funkcje obcigzeniowe
przemieszczen poziomych u, i u,. We wzorach (25) funkcje bazowe ze
wskaznikiem gérnym 1 sg pochodnymi pierwszego rzgdu od funkcji bazowych
rz¢du zerowego.

Wyrazenia na momenty zginajgce mozna zapisa¢ w postaci podobnej:

M,=R, X, ,+X; My,=R,Y  +Y, (26)
gdzie:
Xy ==D[ F, (x) - v/ () [sin (7,
X, = D[‘i’vk (x) v§ Z‘I’Sk (x, )]cos(5£2]x2)
| )
Xy = D[ 7 +V‘D ( )]Sin(}/,g]x])
X,, = D[ SIPQO (x,) Q2 (x, )}cos(ép]xl)
Y,,=-D |:VF2 2F0 (x )] sin (}/,[f]xz )
Y, = _D[‘Hjik (xl ) - 51?]2\1/81( (xl )] COS(5,£2]x2 )
(28)
Y = _D[_Vyl[cl]z(bek (xz ) + q)ik (x2 )]Sin(}/l[cl]xl )
Y= —D[—V@[I]Zf}gk (xz ) +Q;, (xz )] Cos(élp]xl )
Funkcje X, .Y, sa funkcjami ksztaltu, a X, ,Y, — funkcjami obcigzeniowymi

momentéw zginajacych w plycie. Funkcje z gérnym wskaznikiem 2 sa pochodnymi
rzgdu drugiego od funkcji bazowych rzedu zerowego. Podobnie zapisa¢é mozna wyraze-
nia na sily tnace:

Ql = vak pvk QZ R G + G (29)

pvk ™ pvk
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gdzie:

Tlvkz_D|:Fv ( ) 7/£2]2 vk(xl)]Sin(71£21x2)

L, = _D|:lP13/k (xl ) - 5/£2]2Tvk (xl )]COS(5,£2]X2)

(30)
L, =- |:_71E1]3q)3k (xz ) + (D‘Z/k (x )] 71E]] cos(;/,El]xl )
T, = [51£1]3Q3k (xz ) -Q;, (xz ):| 5[ Jsin (51[1]351)
Gy =— :Fz (xl ) - }/IEZ]ZFV(;c (xl )J 7122] COS(7£2]x2)
G,, = —D[\PZ ()= 070, () o sin(8x, )

(€29)
G3vk yl[c] vk( )+(I)3 (XZ)]SIH(}/I{ xl)
Gy =D 01201, (3,) 42, (1) Jeos{ a1

We wzorach (30) i (31) zdefiniowano funkcje ksztaltu sit tnacych w ptycie,
gwiazdka oznaczono funkcje obcigzeniowe, natomiast wskaznikiem géormym 3 —
funkcje bazowe trzeciego rzedu.

Nastepnie okreslono uogolnione sity tngce:

gdzie:

V,=R,K +K;V,=R H +H, (32)

pvk=* pvk pvk™ " pvk

Ky = B (0) = (2=v) /P F) () ]sin (717, )

[ W3 (%)~ (2=v) 8P, (x,) Jeos(6Fx,)

Koy =[ P00, () +(2-v) 02, (x,) Joos(71'x, ) (33)
Ko =[ =870 (x,) +(2-v) Q% (x,) [sin( 41,

Hlvk_:(z V) [2]E/2( ) 71E2]3F£c(x1)]cos(71[cz]xz)
Hlvkz_(z V)OI, (%)= 8P, () Jsin(ofx,
; (34)
Hyy =] =(2=) 120, (x,) + @}, (x,) sin( 71"
Hyp =] ~(2-v)8PQ), (x,)+ 5, () [eos (61",

Wprowadzone wyrazenia okreslajace ugigcia, przemieszczenia styczne,
momenty, sity tngce i uogdlnione sily tnagce w postaci macierzowej zapisane sg
nastgpujaco [16]:
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w=[[W] LR} + W
=[[VIJ{R +U s =[[V] JU{ R} +V
M, =[[X]JHRI + XM, =[[Y] R} + Y72 M, =[[Z]]{{R}}+Z* (39)
o =[[T]J{{R}}+T":.0, =[[G] {{R}} +G
v=[IKTURY K0, =[[H]JURY +

3. ROZWIAZANIE KRATOWNICY

Przyjmujac, ze na konstrukcje dziata tylko obcigzenie prostopadie do po-
wierzchni srodkowej plyty, mozna w rozwazaniach pomina¢ sity wystepujace
w stezeniach poziomych gomych pasow kratownicy oraz na powierzchni
wspolnej plyty z pasami dolnymi.

Rozwigzanie uktadu kratowego sprowadza si¢ zatem do okreslenia prze-
mieszczen pionowych weztéw kratownicy w punktach wspolnych z ptyta.
Rozwazania mozna ograniczy¢ tylko do kratownicy ptaskiej jako jednego
z makroelementéw konstrukeji (rys. 3).

2a ® 2a @lL 2a é
T :Wl T, sz

Rys. 3. Czes¢ kratownicy przestrzennej

A

Stosujac zasade pracy wirtualnej, okresla si¢ przemieszczenia weztow 112
wywolane niewiadomymi sitami 7, 1 T, [14]:

e 9h21EA [T] (12b3 * 68a3)+T2 (61)3 + 58a3ﬂ
k

"2 = 9h21 y [Tl (6b3 +58a3)+ T, (12b3 + 6843 )] (36)
k

gdzie b=|h} +a* . Podobnie okreslone sg przemieszczenia wy=w 1w =w,
w drugiej kratownicy wywotane sitami 731 7.
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4. MODELOWANIE KONSTRUKCJI MOSTOWE]

Model konstrukcji mostowej zbudowano przez przeprowadzenie agregacji
oddzielnych makroelementow. Krawedz poprzeczng ptyty K, potraktowano jako
sumg¢ dwoch ciaglych zbiorow: czgsci K, wspolnej z dolnym pasem kratownicy
i czesci swobodnej Kj:

K,=K,+K, 37)

Dokonano dyskretyzacji tego zbioru. Zbiér K, jest zbiorem n-elemento-
wym, zawierajagcym s punktow swobodnych oraz w = n — s punktoéw wspol-
nych.

W punktach swobodnych uwzgledniono warunki zerowania si¢ momentu
zginajacego i uogolnionej sity tnacej, natomiast w punktach wspdlnych plyty
i kratownicy przytozono niewiadome sity wspétdziatania 7,,(x ) =7, .

W wyniku stgzenia goérnych pasow kratownicy przemieszczenie poziome
u, tego pasa jest rowne zeru. Odpowiednio zerowe wartosci przyjmuja katy
obrotu (we wspolnych weztach) dolnych paséw kratownic i krawedzi plyty
wokot ich osi. Na krawedziach podtuznych musza by¢ spetnione kinematyczne
i statyczne warunki brzegowe.

Opracowany model zawiera 2n stalych, ktére wyznacza si¢ z warunkow
brzegowych zapisanych w wybranych punktach krawedzi ptyty. Okresla sig¢
niewiadome sity wspotdziatania, przyjmujac, ze przemieszczenia pionowe plyty
i kratownicy w punktach wspdlnych musza by¢ jednakowe.

5. OBLICZENIA NUMERYCZNE

W obliczeniach przyjeto uproszczony model konstrukeji ptytowo-kratowe;,
w ktorym zaklada si¢, ze kratownica potgczona jest z ptyta w sposob ciagly.
W tym przypadku zbidr K, jest pusty, a K, jest zbiorem pelnym [18]. W rozwa-
zaniach przyjeto schemat kratownicy przedstawiony na rysunku 4.

Iy

A ay a, A‘ o
I <) —
Rys. 4. Przyjety schemat kratownicy

Rozpatrzono ptyt¢ o wymiarach: a; = 10 m, @, = 5 m, grubos$¢ # = 0,3 m.
Przyjeto wysokos¢ kratownicy 4, = 5 m oraz pole przekroju poprzecznego pre-
tow 4 = 2-10° m’. Obliczenia przeprowadzono z uwzglednieniem nastepuja-
cych statych materiatowych dla ptyty: modut Younge’a £ = 27000 MPa,
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wspotczynnik Poissona v = 0,25, natomiast dla kratownicy: £ = 205000 MPa,
v = 0,3. Plyte obcigzono silg rownomiernie rozlozong na catej powierzchni
g =10 kKN-m™.

Warunki ciaglosci ugieé wspolnej czesci ptyty i kratownicy spetniono w 10
punktach rozmieszczonych réwnomiernie wzdhuz dolnego pasa. W tabeli 1
przedstawiono, z jaka doktadnos$ciag spetniane sg warunki ciaglosci ugie¢ ptyty
i kratownicy statycznie wyznaczalnej w punktach posrednich.

Tabela 1. Spetnienie warunkow cigglosci ugieé wspodlnej krawedzi ptyta-kratownica

xm ] 0 | 1 ] 23] 457671 7] 8709
Kratownica (cm) |2,410(2,188]1,910( 1,693 | 1,443[1,207]0,963]0,723 0,482 0,241
Plyta (cm) 2,410(2,169]1,928|1,687] 1,446 [ 1,205 0,964 0,723 0,482 0,241
Réznica (%)  |0,000]0,860(0,945]0,356 10,204 [0,133]0,087]0,0440,017]0,154

W tabeli 2 zestawiono wartosci ugi¢¢ krawedzi ptyty (x, = 5) wzmocnione;j
kratownica (wiersz gorny) i ptyty swobodnej (wiersz dolny). Ugiecie plyty
bez kratownicy jest orientacyjnie 15 razy wigksze niz pltyty wzmocnionej kra-
townicg. Dla plyty wzmocnionej kratownica podano wartosci ugieé, jakie
otrzymano za pomocg opracowanej metody (wynik z lewej strony) oraz z wyko-
rzystaniem metody elementow skonczonych w systemie Robot Millenium (wy-
nik z prawej strony). Dla przypadku kratownicy wzmocnionej podano takze
réznice wzgledne pomigdzy otrzymanymi wynikami. Najwi¢cksze odchylenie
rezultatow zaobserwowano w §rodku krawedzi plyty. W miarg zblizenia si¢ do
naroznika réznica ta maleje do zera. Ugigcie $rodka ptyty wynosi w(0,0) =
=2,0374 (cm).

Tabela 2. Wartosci ugigcia krawedzi ptyty
xy(m)| 0,0 | 1,0 | 2,0 | 3,0 | 40 | 50 | 6,0 | 7,0 | 80 | 9,0 | 10,0

1,906 |1,730|1,510|1,339| 1,141 {0,955 |0,761| 0,572 0,381 | 0,191 | 0,000
2,103 1,819 1,600 | 1,420 | 1,220 | 1,139 0,795 | 0,591 | 0,390 | 0,205 | 0,000

Plyta
z kratownica
(cm)

10,5%) 6,9% | 6,6% | 6,0% | 5,7% | 4,8% | 4,4% | 3,9% | 2,9% | 0,4% | 0,0%

27,31|26,98 26,01 | 24,40 (22,20 | 19,45 | 16,21 [ 12,55| 8,7 | 4,35 | 0,00

Ptyta bez
kratownicy
(cm)

Wartosci ugie¢ wybranych punktow przekroju $rodkowego poprzecznego
(x; = 0) pltyty przedstawiono w tabeli 3. Sens wynikoéw podanych dla plyty
usztywnionej kratownicg jest taki sam jak w tabeli 2.
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Tabela 3. Wartos$ci ugi¢é przekroju poprzecznego (x; = 0) plyty
xm)| 50 | 45 | 40 | 35|30 | 25|20 | 15 1,0 | 0,5 | 0,0

1,906 1,889 |1,877|1,882|1,903|1,932|1,964|1,993 2,017 (2,032 2,037
2,091 {2,003|2,039]1,990 2,033 | 2,021 | 2,038 {2,069 | 2,080 | 2,090 | 2,010

Plyta
z kratownicg
(cm)

10,5%] 6,2% | 6,0% | 5,4% | 5,4% | 4,8% | 4,0% | 3,4% | 3,0% | 3,0% | 3,0%

27,32(27,7728,16 28,50 | 28,79 129,02 | 29,22 | 29,36 | 29,47 | 29,53 | 29,55

Ptyta bez
kratownicy
(cm)

Na rysunku 5 zaprezentowano wykresy zmiany ugigcia ptyty w przekroju
$rodkowym (x; = 0), a na rysunku 6 — w przekroju krawedziowym (x, = 5) dla
polowy kratownicy. Krzywe goérne dotycza plyty wzmocnionej kratownica,
a krzywe dolne — ptyty bez wzmocnienia. Efekt wzmocnienia jest istotny.
Wzmocnienie ptyty powoduje okoto pictnastokrotne zmniejszenie ugigcia.

-56-45-4-35-3-25-2-15-1-050 051152 25 3 35 4 45 5

0 - - - - -
[l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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© @ © W O O ©V © O O O O O © © © © ® © W ©
O ® N ®M O W OOV Z2DD®R 2O DWW QN ® O
® © NN ®N B ® I RN JINIT®AENDN N O
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-15
-20
-25
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w -:', 2 o BRVBVRNDODHYOAORDNNRNNE & -:', w
2 2 r U0 PO 0O o oo o0 N g 2
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Rys. 5. Wartosci ugigcia przekroju srodkowego plyty (x; = 0) (mm)
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-5

-10 /
-15

Rys. 6. Wartosci ugigcia przekroju krawedziowego plyty (x, = 5,0 m) (mm)

Nastepnie rozwazono przypadek plyty wzmocnionej kratownica jednokrot-
nie statycznie niewyznaczalng z dodatkowa podporg w srodku rozpigtosci.
Przyjeto takie same wymiary ptyty i kratownicy oraz state materiatowe. W tabe-
li 4 podane sg wartosci ugie¢ w wybranych punktach wspolnej czgsci plyty
i kratownicy (x,=5).

Tabela 4. Wartosci ugi¢¢ wspolnej czesci plyty i kratownicy

x1 (m) 0,0 | 0,5 1,0 1,5 120 | 25 ] 3,0 | 35| 40 | 45
Kratownica
(cm)
Plyta (cm) 0,0 [0,255(0,494(0,794(0,988 (1,193 (1,483 (1,775(1,977 (2,164
Roznica (%) | 0,0 | 4,10 | 0,00 | -6,61 | 0,00 | 3,61 | 0,00 | -2,55| 0,00 | 2,79
50 | 5,5 6,0 | 6,5 70 | 7,5 80 | 85 | 9,0 | 9,5

0,0 [0,247{0,494(0,741)0,988|1,236|1,483|1,730|1,977|2,224

Kratownica
(cm)
Piyta (cm) |2,471|2,831(2,965(2,709(2,224{1,792|1,483|1,157|0,741|0,333
Roznica (%) | 0,00 | -3,98 | 0,000 | -4,23 {0,000 | 3,44 | 0,00 | -3,87 | 0,00 |-0,00

2,47112,71812,965|2,595|2,224 1,853 (1,483 |1,112]0,741 (0,332

Maksymalne rozchodzenie si¢ wartosci ugieé¢ plyty i kratownicy otrzymano
w punkcie (1,5;5) i wynosi ono w przyblizeniu 7%. Wykresy ugi¢¢ ptyty i kra-
townicy w przekroju krawedziowym przedstawiono na rysunku 7.
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Ugiecie uktadu kratowo-ptytowego

Krawedz wspétpracy — wykres dodatniej czesci osi x, dla x, = a,

O R N T N N S O )
SRR R N AN R R AN
DS N N A A N
0 I
E 0,5 e 0,5
s - . W -1
& 15 > 15
g < = :
0 -2 / - -2
‘D ~ P
% -2,5 <3 /;/ -2,5
= -3 -3
-3,5 -3,5

Rzedne punktu (m)

----+---- Ugiecie kratownicy —e—— Ugiecie ptyty

Rys. 7. Wartos$ci ugie¢ wspolnej czgsci ptyty i kratownicy statycznie niewyznaczalnej

6. WNIOSKI

Opracowano metode rozwigzywania konstrukcji ptytowo-kratowej ztozo-
nej z ptyty izotropowej 1 kratownicy przestrzenne;.

Wykazano ciagglos¢ ugig¢ plyty i kratownicy na calej dtugosci pasa dolnego
oraz istotny wplyw wzmocnienia plyty kratownicg przestrzenng na wartosci
ugie¢ w wybranych punktach ptyty.

Ustalono, ze potaczenie ptyty z kratownicg prawie pig¢tnastokrotnie zmniej-
sza ugigcie ptyty w poréwnaniu z ptyta swobodna.
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METODA ROZWIAZYWANIA GRUBYCH PLYT
ORTOTROPOWYCH

1. WSTEP

Metody formutowania modeli ptyt sa obszernie opisane w literaturze. Teo-
rii plyt cienkich i powtok poswigcono wiele ksigzek, monografii i prac przegla-
dowych. Mniej opracowan dotyczy ptyt sredniej grubosci i grubych. Wsrod
prac opublikowanych po polsku na szczegdlng uwage zasluguje monografia pod
redakcja Czestawa Wozniaka [31], w ktorej usystematyzowano teorie technicz-
ne plyt i powlok sredniej grubosci. Opisano m.in. teorie Lévy’ego, Love’a,
Reissnera, Hencky’ego i Bolle’a. Osobny rozdziat po§wigcono teorii liniowych
plyt $redniej grubos$ci: uogdlnionej teorii Hencky’ego-Bolle’a opartej na hipote-
zie kinematycznej oraz uogélnionej teorii Reissnera, w ktorej zaktada sie¢
hipotezg statyczna rozktadu napr¢zen po grubosci ptyty. Rozwazono rdzne wa-
rianty fizycznej niejednorodnosci ptyt — w szczegolnosci przypadek ptyty
o symetrycznej niejednorodnosci poprzecznej, podtuznie jednorodnej oraz plyty
anizotropowej. Wprowadzono wspotczynniki $cinania, za pomocg ktorych
uwzglednia si¢ efekty Scinania poprzecznego przy zginaniu ptyt.

Analizie utraty statecznosci powlok cienkich przy wymuszeniach termicz-
nych poswigcono pracg [6] autorow Awrejcewicza i Kryski, w ktorej rozwaza
si¢ wariacyjnie spre¢zony dynamiczny model i podejscie wariacyjne. Rozwigza-
no réwnania réznicowe przy petnych warunkach poczatkowych.

Monografi¢ [7] poswigcono rozwiazaniu trojwymiarowych zagadnien teo-
rii sprezystos$ci w odniesieniu do ptyt. W szczegdlnosci zanalizowano zagad-
nienia liniowe statyczne i dynamiczne oraz nieliniowe. Rozwigzano zagadnienia
teorii termosprezystosci z uwzglednieniem i bez uwzgledniania sprzezen pol
odksztatcen i temperatury.

W pracy [8] opisano drgania ptyt. Uwzgledniono teoretyczno-doswiad-
czalne badania drgan konstrukcyjnie niejednorodnych ptyt i powtok, w tym ptyt
o ztozonym ksztalcie, ustrojow z niejednorodnoscig jednosktadnikowa 1 wielo-
sktadnikowa. Przeprowadzono analiz¢ drgan swobodnych ptyt o ztozonej struk-
turze za pomocg metody elementow skonczonych. Opisano réwniez drgania
plyt z uwzglednieniem dodatkowych mas (dodatkéw dyskretnych w postaci ciat
doskonale sztywnych) oraz metody optymalizacji ksztattu powierzchni w ra-
mach racjonalnego projektowania ptyt i powtok.

Analize grubych ptyt i tarcz z wykorzystaniem metody elementow skon-
czonych opisano w pracy [38]. Przedstawiono podstawowe rownania stanu pty-
towego i tarczowego. Przeprowadzono analizg ptyt prostokatnych. Zastosowano
rowniez wielomiany Legendre’a do analizy grubych plyt i tarcz. Analityczne
rozwigzanie niejednorodnych plyt grubych znajdziemy w pracy [15] natomiast
wspotdziatanie ptyty z kratownicg przedstawiono w pracy [16].
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Badaniu poddano grubg ptyt¢ ortotropowa o grubosci 2h 1 wymiarach
w rzucie (2a4,2a,). Plyta jest odniesiona do bazy ortonormowanej {e_j’}, j=
1 + 3. Uktad wspotrzednych x; wybrano w kierunku wersorow e;.

2 ezg €4 > X
pa /// V83—

Rys. 1. Schemat ptyty

Ptyta jest obcigzona na powierzchni dolnej obcigzeniem normalnym
i stycznym o intensywnosci p;3, a na powierzchni gornej — obcigzeniem q;3.
Na powierzchni ptyty sg do spetnienia po trzy statyczne warunki brzegowe:

Oizls=1 = Pis(X1,X2);  0izls=—1 = qi3(x1, %) (1)
gdzie 6 = % Pole powierzchni ptyty wybrano w postaci [53]:
Uy = A9(8)Iy — hyo ()13, + 4,(8)I, +
+ 24 (8)v11 + A5(8)vi2 — h ya(8)vz11 — hys(6)vazs

(2)
Uy = Ao (6 —hyo(6)I3, + A4, (6)I5 +
+ 14 (8)va1 + A5(8)vay — hy4(6)v3yn — hys(8)vsa,
uz = yo()I3 + ¥4 (8)vay + v5(8)vs, 3)

W analizowanym przypadku I1g = I14(xq,x,), s = (1 +5) sa niewiado-
mymi funkcjami dwoch zmiennych, opisujagcymi stan naprezen i przemieszczen
w plycie w ptaszczyznach rownoleglych do jej ptaszczyzny srodkowej. Funkcje
te nazwano potencjalami przemieszczen. Okreslone sa one w procesie rozwig-
zania zagadnienia. Za pomoca funkeji v;; spetnione s warunki brzegowe na
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powierzchniach ptyty. Funkcje te koryguja stan naprezen w ptycie odpowiednio
do wiezow natozonych na jej powierzchniach. Z tego wzgledu nazwano je ko-
rektorami.

Funkcje 15(8), y5(5), (6 = );—3) opisujg rozktad przemieszczen po grubosci

plyty. Funkcje te nie mogg by¢ okreslone w procesie rozwigzania zagadnienia,

a musza by¢ wybrane a priori. Umozliwia to modelowanie réznych stanow

naprezen w ptycie. W zwigzku z tym funkcje te nazwano modelatorami.
Korzystajac z rownan fizycznych [31]:

ag; = bUSJ = bilul'l + bizUz'Z + bi3U3'3; i= 1, 2, 3

@
04 = bag(Uss +Usy); 05 =bss(ugz +usq)

%

06 = bge(u12 + uz1)
gdzie b;j, bss 0znaczajg sztywnosci materiatu ortotropowego, okreslono skta-
dowe tensora naprezen:

0; = b1 [A0(8)11 + 21(6)y 1 — hyo(8)M311 + A4(6)v111 +
+A5(8)vi21 — hva(O)vsy11 — hys(8)vazq1] +
+ biz[A(8)MN3 2 + A1 (6)1y 2 — hyo (8113 52 + A4 (8) Va2 + (6)
+A5(8)va22 — h ¥4 (6)v3122 — hys(8)Vv3z22] +
+ byzh™ [y (O3 + v5' (6)var + ve (8)vsz]
a5 = bssh™ ! [Ap () + 21 (8, + 24(85)vyy + A5(8)vs2]
04 = baah ™ [A5 (8T, + A1 (85 + A4 (8) vy + A5(8)v,2]
06 = bee[Ao(8)1 2 —2 hyo(8)3 12 — A1(6)My, +
+ A4 ()12 + A5(0)vi22 — 2hya(8)v3112 — 2 hys(6)vaz 2 + ®)
+ 20(8)1y; — 21 ()51 + 24 (6)va11 + A5(8) V4]

O]

Korektory okreslono z warunkow brzegowych (1) zadanych na powierzch-
niach plyty. Po podstawieniu ich do przemieszczen (2-3) otrzymano ostateczng
postac przemieszczen:

up = No(O)Iy + A (O, — hye(8)3, +
+ h2ﬁ31[y2(5)A0(1)H1'11 +¥3(8)A1 ()11 — hy3(5)y0(1)H3,111] +

+ hzﬁ32[y0(6)A0(1)H2,21 + V3 (5)A1(5)H5,21 — hys (5)V0(1)H3,221]
+ Py (x4, x3,8)

)
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Podobnie zapisa¢ mozna wyrazenie na przemieszczenie uy:
uz =yo(6) —
—h 531[)’é (OA(DIy 1 +y3(8)A1 ()1 — hyo(D)y3 (5)H3,11] -
—h B3, [Vé () Ao(DI, 5 + y3(6)A1 ()5, — hyo(Dys3 (5)H3,22] +
+ P3(x1, X2, 6)

(10)

gdzie P; (xq,x2,8), P3(xq, x5, 8) to funkcje zwigzane z obcigzeniem zewnetrznym.
Podobnie po podstawieniu korektoréw do wyrazen (6-8) otrzymano osta-

teczng posta¢ naprezen.

3. BUDOWA ROWNAN ROWNOWAGI

Wyrazenia na napr¢zenia w plycie zapisano w postaci operatorowej:
o; = [Bi11,1(5) + Bi311(6) + Bi11,111(5)]n1 +
+ [Bi22,2(6) + Bi32,2(6)]1'[2 +
+ [Bi13,11(8) + Biz322(8) + Biz311(8) + Bizz22(8) |15 +

(11)
+[Bi14,1(6) + Bi34,1(5)]1'[4 +
+[Bizs2(6) + Biss2(8)]1s +
+ N;(x1,%2,6)
04 = Baazu(8)1lg + Byys.(6)15 + Ny(xy, x2,6)
12
05 = Bss1.(8)1; + Bssa. ()14 + N5 (x4, X2, 6) (12
06 = Bee1,2(6)111 + Beg2,1 (611 + Begz12(6)115 +
13
+ Bega,2 (6114 + Begs,1 (6115 + Ng (x1, X3, 6) (1)
Podane rownania mozna zapisa¢ w postaci wskaznikowej:
0; = Bijis(6) - T + N;j(xq, x7) (14)
gdzie:
i — indeks naprezenia (i = 1 + 6),
j — indeks potencjalu przemieszczen (j = 1 +5),

k — kierunek osi wspotrzednych (k = 1 + 3),

s — symbol pochodnej,

N; (x4, x,) — funkcje obcigzeniowe wyrazone przez sktadowe wektora ob-
cigzen przytozonych do plyty,

B;ji (8) — operatory materialowe wyrazone przez stale materiatowe i gru-
bos¢ ptyty.
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Kolejnym krokiem postepowania jest zapisanie rOwnan rownowagi:
Oijj = 0 (15)
W postaci operatorowe;j:
Lij-T;+S;=0 (16)

gdzie S; oznaczaja kombinacje liniowe funkcji obcigzeniowych N;. Operatory
rozniczkowe L;; majg postac:
92 92
Ly = (B111(5) + B131(5)) W + B661(6)ﬁ + Bss14x
2
Li; = (3122(5) + B13,(6) + 3662(5))

0x10x;
93 3
Lz = (B113(8) + B133(5)) + (B123(8) + By33(8) + 3663(5)) . 0x2
X10X)
92 52
L1,y = (3114(5) + 3134(5)) + 3664(5) + Bss54..(6)
2
Lis = (3125(5) + B135(6) + 3665(5)) 9%, 0%,
2
Ly = (B211(8) + By31(8) + 3661(5)) 0
X10X,
52 2
Lyp = (3222(5) + 3232(5)) + 3662(5) + By42.:(6)
3 53
Lyz = (3213(5) + B,33(8) + 3663(5)) X20x + (3223(5) + 3233(5))
X3 x5
2
Lyy = (3214(5) + By34(6) + 3664(5)) 9%, 0%,
62 62
Lys = (3225(5) + 3235(5)) -— + 3665(5) 922 + Bassx
1
0
L3y = (3311*(5) + 3551*(5)) + B30, =— axz

Lsz = (Bs22.(6) + B332.(6) + B442*(6))W
0° ’ 92
L33 = (B313*(6) + B333*(6))W + (B323*(5) + B333*(5))F + B333*
X1 5 x5
Ly = (B314-(8) + B334.(8) + 3554*(5))7
1

L3s = (3325*(5) + B335.(6) + B445*(5)) 2 (17)
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Uzyty powyzej symbol (*) oznacza pochodng od operatora materiatowego
wzgledem parametru §, np.:

a d
B325,24(6) = 33252(5) ht %Bszs,z (18)

4. ROZWIAZANIE ROWNAN ROWNOWAGI

Rozwiazanie niejednorodnego uktadu rownan rownowagi (16) wybrano w
postaci sumy:

I (g, x2) = T (g, 262) + 117 (g, %) (19)
catki ogdlnej l'I]p (x4, x5) réwnania jednorodnego:

oraz catki szczeg6lnej I17 (x4, x;) niejednorodnego réwnania (16).
Catke szczeg()lna, wybrano nastepujaco:

] = 2 Z A Sin 6[1]x1 cos 5[2]

m=1n=

Iz = 2 Z mn COS5[1]X1 sin 51[12]3‘2
m=1n=1

Mz = Z z Cinn COS Sﬂ]xl cos 5,[,2]962 (21)
m=1n=1

I, = 2 Z Dy €05 851x; cos 61,
m=1n=1

i = z Z Eppn sin (Sﬂ]xl sin (Sr[lz]XZ

1

3
I
S
n

Nieznane wspotczynniki A1, By Cn Do Emn Okreslono z rdwnania
niejednorodnego (16). W tym celu obciazenie zewngtrzne roztozono w podwaj-
ne szeregi Fouriera, tak zeby zachowac charakter symetrii pola przemieszczen.

Calke ogodlna jednorodnego uktadu réwnania (20) wybrano w postaci:
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8

n = z -fl[(lg) (x1) cos (5,£2]x2) + f1[(211) (x) sin (6,£1]x1)

&
1l
=

—
No
Il

s T

_fz[(lg) (x1) sin (6,£2]x2) + fz[(zg) (x3) cos (5,£1]x1)

—
wo
Il

_f3[(1,1) (x1) cos (5,£2]x2) + f3[(2,1) (x,) cos (8,£1]x1)_ (22)

=
1l
=

ﬂ[(lg) (x1) cos (51£2]X2) + f4[(2,1)(x2) sin (5,£1]x1)_

=2
I
s

=
1]
=

fs[(lzl) (x1) sin (51£2]X2) + fS[(Z,l) (x2) cos (5,£1]x1)_

o
I
s

=

=

gdzie f, [{}() (xj) oznaczajg funkcje nieznane, w ktorych 6, = (2k-1)m

p Za]-

Nastepnie podstawiono potencjaty MY (x4, x,) do uktadu réwnan (20). Wy-
konano operacj¢ rozniczkowania wzgledem zmiennych x4, x,. Po rozdzieleniu
zmiennych rozpatrzono uktad trzech réwnan zwyczajnych rozniczkowych

wzgledem nieznanych funkcji fg{}()(xj). Roéwnania na kierunku zmiennej x4, tj.

wedhug funkcji fp[(ll]()(xl), majg postaé:

D {[Braan @AY 00 + Buaea® (o) Al +

k=1

+ B11o0) (AR )| + By (9)fy) Ge)ol! +
PR 127 2 or41/
+ [313(111)(5)](3[;1] (x1) — 313(122)(5)5;[<2] fg[;] (x1)] + 23)
B Y 711" —6[2]23 P 7[1]
+[ 1411 (g (x1) = 8" Brae2)(8)fyy (x1) +

+ 314(00)(5)11[;1] (x1)] + [315(12)(5)f5[11] (x1)51£2]]}005 51£2]X2 =0
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NgE

{=Ba1an )P AR (o) + Bz () (1) —

=
Il

1

“ 2 “
- Bzz(zz)@)fz[]i] (x1)6,[(2] + B32(00) (5)f2[;1] (x1)] +

B “ n « 3
+ _323(112)(5)](3[;] (x1) (—51£2]) + 323(222)(5)](3[;1] (x1)6]£2] ] + o
+ _Bz4(12)(5)ﬂ[11] (x1) (—5;£2])] +
i « n - 2
+ _325(11)(5)f5[11] (x1) + st(zz)((s)fs[/i] (_51£1] ) +
+ 325(00)(6)f;[;] (xl)]}sin 61[62])(2 = O
B 5 z[1] B 5 #[1] 6[2]
31(1)( )fl(k)(x1) + B3(2)( )fz(k)(x1) P
k=1
“ 1" v 2
+ [333(11)(5)](3[(111) (x1) + 333(22)(5)](3[(111) (x1) (—51£2] )] + (25)

+ [Baacy () () + Basay () fagy 1)1} cos 671, = 0

Na kierunku zmiennej x, rownania sa podobne. Jest to uktad o wspotczyn-
nikach zmiennych po grubosci plyty. Po to, aby go rozwigza¢, dokonano reduk-
cji symetrycznej:

_ 1 ("
@) =5 | r@ax, 6)
2h J_,
oraz antysymetrycznej:

- 1"
FO =37 | xaf@ix e

Po zredukowaniu przeanalizowano dwa roztaczne uktady rownan drugiego
i trzeciego rzgdu. Pierwszy uklad dotyczy stanu tarczowego, a drugi — stanu
gietnego plyty.

Rozwiazanie tych uktadow rownan wybrano w postaci:

[1] _ plil (1]
Faio (%) = Ry exp (4 1x1) (28)
Po podstawieniu rozwigzan (28) do uktadu réwnan rozniczkowych (23)-
(25) rozpatrzono uktad réwnan algebraicznych, tzw. réwnan charakterystycz-

nych, odpowiadajgcych rownaniom (23)-(25):
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A[llll(k)(A)RBc] + Aglz](k) (DRY =0
A3 o DR + Ao (DR = 0 e
oraz:
Ao R5k + AfsoRak + Ao Rey = 0
GRSk + AsioRik + AgsoRsge = 0 (30)
AGoRsi + AsioRik + ASsoRsge = 0
Wspotczynniki ALls](k) wyrazone s przez stale materialowe i parametr §
nastepujaco:
A[lll](k) = 311(11)(5)/1%]2 - 51E2]2311(22)(5) + B11(00)(6)
A = Bz 8
Agl.%](k) = AE]3313(111) ) - lgcl]5,£2]2313(122)(5)
Ai](k) - /153]2314(11)(5) - 5;£2]ZB14(22)(5) + B14(00)(8)
A[115](k) = A;cl]6£2]815(12)(6)
A[le](k) = _’1%1]51?]321(12)(5)
A[zlz](k) = Agcl]zBZZ(ll)(a) - 61£2]2322(22)(5) + Bzz(oo) (6) 31
A[zla](k) = _/121]251[3]323(112)(5) + 5;[<2]2323(222)(5)
A[zi](k) = _51£2]Bz4(12)(5)
A[215](k) = AE]ZBZS(H)((S) - 51E1]2325(22)(5) + B35(00)(6)
Agls](k) = AE]2333(11)(5) - 61£2]ZB33(22)(5)
Ag(k) = AE]B&;@) )
Aglg(k) = 51£2]335(2)(5)

Uktady rownan algebraicznych

(29), (30) jako jednorodne maja rozwigza-

nie niezerowe tylko wtedy, gdy wyznaczniki ich macierzy sa rowne zero:

(1]

(1]

[1]
12(k)
[1]

22(k

)
=0

= (32)
N0
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[1] [1] [1]

A0 Ao (D Afggn@D)

AU oy Al oy Al oyl =o

23(k) 24(k) 25(k) - (33)
[1] [1] [1]

Az300A)  Azaay (D) Azge0D

Roéwnanie (32) jest rownaniem czwartego, a (33) — roOwnaniem szostego
rz¢du; zawierajg one pierwiastki:

[1] _ [1] - pll] | [1] _ [1]
Ao = oo T iBiayy  Azio = ~ A (34)
[1] _ 3{1] [1] _ _ 3[1]
A3 = My ey = — Mo (35)
[1] _ [1] - nll] | [1] _ [1]
A5y = %0 T B0 Aoty = s (36)
[1] _ 3{1] [1] _ _ 3l1]
A0 = sy sy = ~ s G37)
[1] _ (1] [1] _ [1]
Aoty = X300y Ao = ~ Xk (38)

Wyznaczniki macierzy rownan (29), (30) sa zerowe, dlatego roéwnania sa
liniowo zalezne. Za niezalezny wybrano wspolczynnik RE}() W stanie tarczo-

wym i Rgl(]k) w stanie gigtnym. Odpowiadajace im funkcje fl[(lll) ()i fg[(ll]c) (x1)

tez wybrano jako niezalezne. Niezalezne funkcje mozna okresli¢ nastepujaco:
(1] _ pll p[°
100 1) = Ry iy Fiy iy (1) (39)

W prawej czgsci tego wyrazenia wskaznik v wystepuje dwa razy.
W zwigzku z tym ponizej w celu uproszczenia zapisu zastosowano zasadg su-
macyjng Finsteina: jezeli w jakim§ wyrazeniu pewien wskaznik wystepuje
dwukrotnie, nalezy dokona¢ operacji sumowania po tym wskazniku odpowied-
nig ilos¢ razy.

Funkcje Fl[ll,](k)(xﬂ nazwano funkcjami podstawowymi. Okreslono je na-
stepujaco:

Bl (1) _
F[1]0( )_ T;‘V=1T4
() ¥1) = Y exp (“1(k)x1) (40)
0; v=5=+10

Funkcje bazowe B%() (x1) majg postac:

BE}()(xl) = cos ﬂl[i]xl - sinh a&]xl (41)
B%{) (x1) = cos ﬁﬁ]ﬁ - cosh aB{]xl (42)
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Bgl(}{) (xq) = sin ﬁﬁ]ﬁ - cosh aB{]xl (43)
BE}() (x1) = sin ﬁl[i]xl - sinh a&]xl (44)

Zalezng funkcje fz[(l,l) (x1) okresla sie nastepujaco:

[1] _ plil [1] [1]
f200 (1) = Ryye (sz(k) "B (x1)) (45)

Wspotczynniki Kz[i](k) wyrazaja zwigzki migdzy parametrami RB(] i Rgl(}()
w rownaniu (29,).

Podobnie okreslono niezalezng f3[(1,1) (x1) oraz zalezne f4[(1,1) (x1) 1 fS[(lll) (x1)
funkcje w stanie gigtnym ptyty.

Funkcje fgg,]() (x1) nalezy podstawi¢ do potencjatow przemieszczen (22).
Podobnie okreslono funkcje fp[?,]{) (x,) na kierunku zmiennej x, i tez podstawio-

no do potencjatow przemieszczen. Majac potencjaly przemieszczen, mozna
podstawi¢ je razem z ich pochodnymi do wyrazen na przemieszczenia i zapisaé
je w postaci jednolitej:

Uy = Ry Uy(ry (%1, x2) + U.
Uy = Ry oV (X1, x2) + Vi (46)
uz = Ry oWy o) (x1, %2) + W,

2

Wprowadzone funkcje nazwano funkcjami ksztattu, a funkcje z ,,*
funkcjami obcigzeniowymi przemieszczen plyty.
Za pomoca rownan fizycznych (4), (5) okreslono napr¢zenia normalne:

011 = Ry Xy + X.

022 = RyoYoiny + Ve (47)
033 = Ry Zyi) + Zs
styczne:
012 = Rv(k)Hv(k)(xl,xz) + H.,(x1,x2) (48)
i tnace:

013 = Ry Ty (x1,%2) + T (%1, x3)
49
023 = Ry )Gy (i) (x4, %2) + G (%1, %3) 49
Uzyty powyzej wskaznik v =1 + 10. Znaczy to, ze w iteracji pierwszej
(k = 1) na kazdym kierunku zmiennej x,,(n = 1, 2) wystepuje 10 statych, wo-
bec czego musi by¢ spelnionych 10 warunkow brzegowych na tym kierunku.
Na ogo6t mozna wykorzysta¢ 20k dowolnych statych, dzieki ktorym warunki
brzegowe sa spelnione w oddzielnych punktach krawedzi plyty.
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Ponizej rozpatrzono rézne typy warunkoéw brzegowych zadanych na przy-
ktad na krawedzi x; = a;.
1. Brzeg ptyty zamocowany
Muszg by¢ spetnione trzy zmienne po grubosci warunki statyczne:
ui(x1»x2»6) = vi(x2:5); i=1+3 (50)
gdzie v; — zadane przemieszczenia punktow krawedzi x; = a, plyty.
Po to, aby wyeliminowac¢ parametr §, nalezy zredukowac warunki brzego-
we (50).
Redukcja symetryczna:
Ui (aq, x2) = U;(xz) (51)

daje wylacznie przemieszczenia punktow krawedzi ptyty.

Redukcja antysymetryczna przemieszczen tangencjalnych @i, a = 1,2 da-
je obroty punktéw krawedzi ptyty wokot osi Ox; 1 Ox,. Redukcja antysyme-
tryczna przemieszczenia Uz (aq, X2, 6):

u3(ag, xz) = U3(x2) (52)
jest Sciskaniem poprzecznym ptyty. W danym modelu tego efektu nie uwzgled-
niono, wobec czego warunku (52) nie wzigto pod uwage.

2. Brzeg obciazony plyty

W tym przypadku sg do spelnienia trzy zmienne po grubos$ci statyczne
warunki brzegowe:

O-i3(a1,.xZ, 5) = Si3(X2,6); i=1+3 (53)
gdzie S;3 oznacza zadane na brzegu plyty obcigzenia.

Redukcja symetryczna naprezen d;3(aq,x,) daje sity normalne styczne
i tngce przytozone do brzegu plyty, a redukcja antysymetryczna napr¢zen
d11(aq,x3), 612(aq, x,) — moment zginajacy M;; i moment skrecajacy M;,
przytozone do brzegu ptyty.

Redukcja antysymetryczna naprezenia tnacego 643(aq, x,) daje site sciska-
jaca plyty po grubosci. W tym przypadku postawiono warunek brzegowy:

Gi3(ag,x3) = Siz(ay, x3) (54)

ktory nie jest spetniony.
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3. Brzeg ptyty podparty sprezyscie
W tym przypadku nalezy spetié trzy warunki brzegowe mieszane:
011(ay,x2,6) = S11(ay, x5, 6)
012(ay,x2,6) = S12(aq, x5, 6) (55)
uz(ay, x3,6) = v3(xz,6)

Warunki te sa kombinacjg rozpatrzonych poprzednio warunkéw, wiec dla
kazdego typu zamocowania krawedzi trzeba spemi¢ 5 warunkoéw brzegowych
na tej krawedzi 1 5 warunkéw na krawedzi przeciwleglej. Podobnie zapisano
warunki brzegowe na kierunku zmiennej x,. W taki sposob nalezy spetni¢ 20
warunkow brzegowych za pomocg 20 statych R, ;). W kazdej nastgpne;j iteracji
(k > 1) liczba statych R, () zwigksza si¢ o k. Rozwigzujac sformutowany
uktad rownan, okreslono te state, zatem po podstawieniu ich do wzordéw (2), (3)
i (4)-(5) mozna wyznaczy¢ przemieszczenia i naprezenia w plycie grubej orto-
tropowej obcigzonej na obu powierzchniach w sposéb dowolny.

5. WNIOSKI

Opracowano metode rozwigzywania grubej ptyty ortotropowej pod obcia-
zeniem normalnym i stycznym przylozonym do gornej i dolnej powierzchni.
Doktadnie spelniono warunki statyczne na powierzchniach zewnetrznych za
pomoca korektorow. Ponadto uwzglgdniono wplyw $ciskania poprzecznego na
stan naprezen i przemieszczen w grubej plycie ortotropowe;.
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Jerzy Gotas, Lubov Onyshko, Mykhaylo Senjuk, Dariusz Buchaniec

STRESS STATE IN HOMOGENEOUS MATERIAL
HAVING CRACK

1. INTRODUCTION

The construction materials having no uniform structure are widely used in
different branches Mechanical Engineering. The most general procedure which
have been used to solution of such materials is homogenization one. One of the
many approaches using for homogenization of material is theory of micropo-
larity  parameters have been proposed by Prof. Cz. Wozniak [63-65].
W. Nagorko and Cz. Wozniak [45, 46] have used the theory of micropolarity
parameters to account of ribbed slabs. Using the method of ‘tolerance averag-
ing’ Authors have reduced the solution of the problem to differential equation
of fourth order with constant ‘effective’ modulus.

Prof. J. Awrejciewicz and others [1-5] have worked the procedure of ho-
mogenization of differential equations describing the considered problem. This
procedure have been applied to the construction having unidirectional reinforc-
ing elements [4, 5].

A square membrane reinforced in two main directions by the continuous
fibers is solved in article [1]. The problem is described by Poisson equation
with respect to unknown displacement of the membrane. Next the sought func-
tion is expressed in terms of small parameter and approximated by the power
series.

As a result the considered problem is reduced to problem for uniform dis-
tribution of fiber stiffness alone the membrane. Authors [2] apply the procedure
of homogenization to quasi- periodic structure which are described by a linear
second order differential equation. Its solution is sought in the form of power
series.

The article [3] deals the analysis of influence of functionally graded mate-
rial parameters on longitudinal rod deformations. The problem is described by
a linear second order differential equation the same as [2]. The expansion of
solution into the power series is used. As an example two typical gradient cases
are considered, when gradient described by a square and cubic polynomial.
There is shown the results obtained by the exact and asymptotic methods are
very close.

Inhomogeneous material having cracks is considered in this paper. The lo-
cal ‘effective’ properties of material are smeared all over the structural volume
near the crack tip.
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2. CONSTRUCTION OF A MODEL

Let us consider a material having variable properties all over its area. Such
material is called structurally inhomogeneous. Let us consider the vector

Q= {(ol,(oz,...,mn} of material structure, where o, (i=1+n) is a component of
structure. Introduce also the space of material mechanical characteristics {M}
as the combination of rigidity {8} and strength {R} spaces. The material in this
paper is represented as intersection of {M} and {Q} spaces.

The type of the structure represents a measure of homogeneity of material.
The homogeneous material has a scalar structure, while a material composed of
homogeneous components (for example reinforced material) has a vector struc-
ture and so on [14].

Assume that the considered material is characterised by the scalar struc-
tures. Such material is call a microinhomogeneous one.

Such materials are represented as a continuous set ‘characteristic’ micro-
volumes which mutually intersect. Assume that inside every microvolume the
material is ‘statistically homogeneous’. All defects are less than the dimensions
of the microvolume are averaged over it. The distribution of random quantity &,
which defines mechanical properties of the material (rigidity or strength param-
eters), is described by a modified Weibul-Bolotin law [9].

PE<X)= 1—exp{1—vl(i:—§jm} (1)

Here parameter m characterizes the structure inhomogeneity (the case
m=1 represents an absolute inhomogeneous material, while m = represents
an absolute homogeneous one). The volume v, is a measure of the material
defectiveness. Define this volume as an averages volume of pores and denote it
as a structural material volume. Assume that real volume vis (v=v,); v=v,=0
for absolute homogeneous material and v — « for absolute inhomogeneous one.

According to this model, the rigidity and strength parameters inside the
volume v are constants and are determined as averaged over the semi-infinite
intervals

& = [en(& < X)dg )
0
Substituting expression (1) to formulae (2) we obtained
-0
£y = X +(x— X)(lJ (1+0) 3)
Vo
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Here 6=V"/V , where V is total volume of the material, while 7" is sum-
mary volume of its inhomogeneity. Then parameter in eq. (2) can be determined
as m=0".

Thus we come to such model of microinhomogeneous material:

1. Material is represented as a continuous set of equal volumes which do not
intersected.

2. Mechanical properties of material inside the arbitrarily chosen volume v are
the same and are equal to the &(v). They differ are distinguished from prop-
erties X for total material.

From equation (3) we see that

X<EW)<x, )

3. ANALYSIS OF THE STRESSED STATE FOR THE CRACKED
MATERIALS

Let us consider the infinite unit thickness of microinhomogeneous sheet
with an unloaded a crack. The crack is related to orthonormalized basic set
¢ ={e,,e,} with the origin in this crack center and axis Ox, directed along its
edges. At infinity the sheet loaded by uniformly distributed tensile load is ori-
ented in the a-angle direction to the crack line.

Accomplish transformation to the local polar coordinate system {r,0} at
the crack tip. At any arbitrary taken point of its vicinity consider the characteris-
tic volume (Fig. 1).

Fig. 1. The characteristic volume near the crack tip

The area of the microvolume is equal to

v =po(2R+p) )
Using equation (3) we establish the relation between parameters v and v,
v=k(O)v, (6)
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where

(x—X)(1+ e)}e o

k(0) =
© { v - X

Then define the dimensions of microvolume. From equation (5) it obtained

2
p=-R+ /R2+% (8)

2¢p =m0 9

Accept

Taking into account the relation (6), (7), (9) we obtain

p= R+ 2O _p (10)
70

For calculation we postulate that

62

o (11)

Yo
where v, is average volume of the defect.

Let us introduce the ‘effective’ (volume-averaged) components of strain
tensor [13, 39]

A T A 1
Ag, +Agy = Re| —+———+— |(u, —iu,)
Ar rA0 r
A T A1
Ag,—Ae +2iAe , =—| —+——+— (U, —iu 12
0 r 0 |:A}" r AG 7":|( r 6) ( )

Here
A(ur - iue) _ [u,‘ (R +p, 9)— iue(R +p, 6)]— [ur (R, 6)— ity (R, 9)]
Ar p
Alu, —intg) _ [, (rp+ @) =iy (r, B+ 9)]= [, (.~ 0) iy (r, B~ )]

A6 20 (13)

where u,, u,are components of the displacement vector. They are determined
for the "effectively" homogeneous material according to relations [13]

u, +ing ==8[;0,(z,)+(z; + D)’ (z)) + vy, (zj)]ef"e/ (14)

. 0 .
In the above relation, z, =re” ; ¢,(z;), v,(z,) are stresses complex poten-

tials for the homogeneous infinite isotropic plane with a crack [10]; «;, =—k in
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the case of plane tension, where x=(3-pn)/(1+p) is for plane stressed state,
while k =3-4p for plane strain.

The stressed state in a microinhomogeneous cracked plane is described by
volume-averaged components of stresses tensor:

20 )
[6], +[cly = ——— Ag, + Agg Jrdrd0 ;
S(I—ZM(V)) R Poo
R+pB+o
[c], —[o], +2i[c],, = 2G,,, j I(Aso — Ag, + 2iA¢e,, )rdrd® (15)
R B-o

Here G,y and p,,, are shear modules, and Poisson's ratio for the material within
the considered volume v, S is the area of its cross-section (by the plane x;x,);
S =pe2R+p).

For cracks having sizes / >> R+p , according to [13], we obtain the asymp-
totical representations of relations (15). Now we can write expression for the
‘effective’ normal tensile stress [c];,

[,/2(R+p \/ﬁ]cv

poik(1-2p,)) G

3 - 3
X{K {azg’ cos— g +ai? cos 2‘1 + Ku{azg) sin E +a sin 2[3}} ; (16)

where K, and K, are stress intensity factors.

Klz—%csfl {(l+) +(1—n)0052a}

K, = 2(511\/_(1+n)(1 ¢,)sin 20 ; (17)

2 = —fu, (2 + 1)+ (1=, )25 +3) £ (R, p)]sm;——aé;’,

-1

52(5) = [(1 - H[v])f(R, p)— M[v]]Sin:s?(P 5

@ =2 ) Ry g fin 2 (18)

F(Rp) = 2[p+1/R(R+p)+2R]' (19)
3(p+2R)

The coefficient 1 (17) is the ratio of the uniformly distributed at infinity
and mutually perpendicular stresses o3, and o);; o is the angle between the
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stress o5, direction and the crack line. Parameter k equals the unit for the
bending of a plate.

Assume the microinhomogeneous material in issue is isotropic in any mi-
crovolume

Ey=2G[1+v,, ] (20)

where £,

coefficient for microvolume material. Assume that for any inhomogeneity de-

gree 0 the material is isotropic. In such case E(6)=E =const [10]. Then the

G, and v, are Young’s module, Kirchhoff’s module and Poisson

following relationship takes place:

G(V) _ 1+v
G 1+v(‘,)

e2y)

where G and v are Kirchhoff’s module and Poisson coefficient for macrovolume
material.
The direction of crack propagation is determined from extreme condition

do(a. Pl

=0 22
B p=p. 22

Thus we obtained the third order equation for angle B, [11]
a2 g /) -9 e /o)
[az(;) +9a3) tg(ﬁ/Z [azg) +3a(2)]KH =0

Consider the area concentrate on the crack tip to have a radiusR =unp,
where ne{N} is a set of natural numbers. Changing # in the interval » [0,00[

(23)

we represent all material as concentric areas set. We will treat those areas as the
stressed state levels for microinhomogeneous material.

From eq. (10) we have
_ 2v,k(0) (24)
no(2n +1)

Function k(0) is determined from eq. (7) for Poisson coefficient. Thus

(Ve =WI(1+0)

k(8) =" (25)

Vi =V

Here v, is the Poisson coefficient for absolutely homogeneous material.
Satistying the additional condition
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limp.(0) =+ (26)

we obtained the Poisson coefficient v, expressed by degree 6

3n LT
3sin—0+5sin—0
. ( sin 4 sm4 )f(n)

" s f(n)]sin%"e 55 (n) - 1]singe
a)

71 max[cs]ﬁ 1

026 052 079 105 131 157

b) 1.571
1311 P
1.051
0.79 1
0.521
0.261

o
026 052 0.79 1.05 131 1.57

Fig. 2. Dependence of stress max[oc]; (@) and its direction B, (b), on angle o

The solid lines are for value v, = 0.01, while the dash lines for v, =1, /
corresponds to value 0 =0.1,2—-0=0.5and 3 -0 =0.9.

The curves (Fig. 2b) show the dependence of the crack propagation angle
B, on the angle a of external load. The calculations have shown the quantity ,
is independent to the material Poisson’s ratio and its inhomogeneity degree 6. It
is also independent of the volume dimensions p and ¢ and its distance from the
crack tip. Limiting o — 0 we obtained B, =+p/2 which is inconsistent with the
fact observed. The curves presented in the (Fig. 2a) illustrate the dependence of
maximal macrostress [c]; on the angle a. Stress (max[cs]B) depends on this pa-

rameters.

It tends to zero for an absolutely inhomogeneous material and approaches
infinity in the case of an absolutely homogeneous one. The microvolume v
tends to zero in this case. It agrees with results of classical fracture mechanics
for homogeneous body.
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5. CONCLUSION

The mathematical model of microinhomogeneous cracked material has

been proposed.
The model is supported on the threeparameter Weibull-Bolotin law and on

the bases of linear fracture mechanics.
The volume averaged components of stresses tensor near the crack tip have

been obtained
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Tomasz Janiak, Aleksandra Niespodziana, Adam Grabowski

WPLYW GEOMETRII W SMUKLYCH SLUPACH
KRATOWYCH NA ROZKLAD PRZEMIESZCZEN I SIL
WEWNETRZNYCH

1. WPROWADZENIE

Kratownice sg jednym z podstawowych typoéw elementéw konstrukcyjnych
stosowanych w budownictwie. Wedlug klasycznej definicji kratownice zbudo-
wane sg z pretow prostych, potaczonych przegubowo w weztach, przenosza-
cych wylacznie sily osiowe. Cho¢ mozliwe sg bardziej ztozone ustroje, to
najczesciej kratownice konstruuje si¢ w taki sposob, ze sasiednie prety ograni-
czaja pola o ksztalcie trojkatow.

Zginane dzwigary kratowe sg zazwyczaj na tyle sztywne, a ich prze-
mieszczenia na tyle mate, ze nie wptywaja w istotny sposob na rozktad sit
wewnetrznych w pretach — w tym przypadku zasada zesztywnienia (jedno
z podstawowych zatozen wytrzymatos$ci materiatow) jest jak najbardziej uza-
sadniona. Istnieje jednak grupa smuktych ustrojow kratowych, takich jak masz-
ty, wieze, konstrukcje wsporcze komindéw przemystowych czy shupy wysokich
hal, w ktorych obcigzenie pionowe jest jednym z wazniejszych, a przemiesz-
czenia konstrukcji (przede wszystkim poziome) moga w istotny sposéb wply-
wac na rozklad sit w pretach [35, 49, 52, 55, 61, 62].

2. CELI ZAKRES ANALIZY

Analizie poddano smukle dwugaleziowe stupy wykratowane, traktowane
jako uktady ptaskie oraz trzy- i czterogateziowe stupy przestrzenne. Stupy dwu-
gateziowe obcigzano niesymetrycznym obcigzeniem pionowym (jednorazowo
obcigzana byla tylko jedna galaZ). Stupy przestrzenne obcigzano sitami piono-
wymi o réwnych wartosciach, przyktadanymi jednoczesnie do wszystkich gate-
zi. Parametrem roznicujacym shupy byl sposob (ksztatt) wykratowania,
rozumiany jako uktad krzyzulcow. Poszczegolne typy wykratowania, przedsta-
wione na rysunku 1, oznaczono liczbami od 1 do 4. W wykratowaniu typu 4
krzyzulce mijajg si¢ (nie sg ze soba potaczone), co tworzy uktad statycznie nie-
wyznaczalny. W stupach przestrzennych ograniczono si¢ do analizy wykrato-
wan typu 1 i 2, ale dodatkowym czynnikiem réznicujacym byto ukierunkowanie
krzyzulcow w kazdej pionowej plaszczyznie wykratowania (pomigdzy sasied-
nimi gatgziami).

Przeprowadzone obliczenia numeryczne miaty na celu:

e wykazanie wpltywu sposobu wykratowania na wielkosci statyczne 1 geome-
tryczne w smuktych uktadach kratowych,
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e okreslenie wpltywu nieliniowosci geometrycznej na pole przemieszczen
i naprezen w tego typu konstrukcjach,
e oceng przydatnosci analizy liniowe;j.

typ 1 typ 2 typ 3 typ 4

Rys. 1. Analizowane sposoby wykratowania stupéw

3. ANALIZA NUMERY CZNA

W obliczeniach wykorzystano dwa autorskie programy komputerowe ba-
zujace na metodzie elementéw skonczonych, uwzgledniajace nieliniowosci
geometryczne zwigzane z przemieszczeniami weztow stupow kratowych. Jeden
z programow stuzyt do obliczen stlupow ptaskich, a drugi — przestrzennych.
W programach zastosowano algorytmy metody iteracyjnej, w ktorej na podsta-
wie lokalizacji weztow z poprzedniej iteracji wyznaczana jest macierz sztywno-
$ci uktadu w iteracji biezacej. Jednoczesnie uwzgledniany byt stan wstepnego
naprezenia w pretach kratownicy, wynikajacy z ich wydtuzenia lub skrocenia
w iteracji poprzedniej. Proces narastania przemieszczen w kolejnych iteracjach
przedstawiany byt w formie graficznej — przyktadowe wykresy przemieszczen
zaprezentowano na rysunku 2.

a)

[@ Deformaq. el s |
Plik Narzedzia Edycja 2
EENEIR

Right click and drag te sotate

Rys. 2. Wykresy deformacji: a) kratownicy ptaskiej (wartosci przemieszczen powigk-
szono dziesigciokrotnie), b) kratownicy przestrzennej czterogateziowej (warto-
$ci przemieszczen powigkszono dwudziestokrotnie)
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3.1. SLUPY DWUGALEZIOWE

Przedmiotem obliczen byly stupy kratowe, ktorych ogoélny schemat przed-
stawiono na rysunku 3. Wysokos¢ stupow wynosita H = 10,0 m, a rozstaw gate-
zi b w jednej serii obliczen wynosit 1,0 m, a w drugiej — 0,6 m. Kazdy stup
obcigzany byt jedng sila pionowa obciazajaca galaz lewa (sita P, na rys. 3)
lub prawa (sita Pp). Przyjmowano wartosci sit P, i Pp wynoszace 300 kN lub
600 kN. Skrocone wyniki obliczen, obejmujgce wartos$ci ekstremalnych sit
w pretach kratownicy (zawsze wystepuja one w $ciskanej gatezi shupa) oraz
ekstremalne przemieszczenia poziome, dotyczace wezla obciazonego, przed-
stawiono w tabelach 1 i1 2. Wyniki w wierszach pogrupowane sg dla poszcze-
golnych typow wykratowania zaprezentowanych na rysunku 1.

JFPL ‘LPP

10m

H

o k¢
. ) = -

Rys. 3. Schemat stupa kratowego ptaskiego (dwugatgziowego)

Wartosci w ostatnich wierszach (opisane jako ,typ 2 poréwnawczy’)
sa wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu inzynierskiego, komercyjnego
programu RM-Win. Obliczenia wykonano na podstawie teorii I rzgdu (analizy
liniowej). Przy modelowaniu stupa w programie RM-Win przyjeto, ze galezie
wykonane sg z dwuteownikow walcowanych normalnych 1200, a wykratowanie
— z rur kwadratowych o wymiarach 60x60%5 mm. Warto dodaé, ze przy sitach
o wartosci 300 kN i przyjeciu dtugosci wyboczeniowych galezi z ptaszczyzny
uktadu réwnych 10,0 m wytgzenie gatezi ze wzgledu na warunki SGU wynosi
okoto 101%, a odpowiednio przy sitach 600 kN i dlugosci wyboczeniowej
5,0 m (odpowiadajacej wystapieniu dodatkowych usztywnien w potowie wyso-
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kosci stupa) uzyskano wytezenie 95%. Przemieszczenia dla typu porownawcze-
go mozna odnies¢ do catkowitej wysokosci stupa H (pozwala to wprost spraw-
dzi¢ warunek SGU). W ten sposdb okreslone, wzgledne przemieszczenia sa

réwne:

e dlab=1,0misily 300 kN — H/459,
* dlab=0,6 misily 300 kN — H/275,
e dlab=1,0misily 600 kN — H/229,
* dlab=0,6 misily 600 kN — H/137.

Tabela 1. Wyniki obliczen dla kratownicy o rozstawie gatezi b= 1,0 m

Sita obciazajaca| Obcigzenie lewej galezi |Obciazenie prawej gatezi
. L Min. sﬂa Ekstremalne Min. sﬂa Ekstremalne
Typ Sita obcigzajaca| w precie W precie
. . przem. . przem.
wykratowania (kN) kratownicy (mm) kratownicy (mm)
(kN) (kN)
Typ 1 300 -306,15 -20,5 -307,51 25,0
600 -625,70 -42.,9 -631,35 52,3
Typ 2 300 -306,82 -22.8 -306,82 22,7
600 -628,44 -47,5 -628,46 47,4
Typ 3 300 -307,54 -20,6 -307,54 20,6
600 -631,58 -43,2 -631,58 43,2
Typ 4 300 -297,37 -22.7 -297,37 22,7
600 -609,03 -47,2 -609,03 47,3
Typ 2 300 -300,00 -21,8 -300,00 21,8
poréwnawczy 600 -600,00 -43,7 -600,00 43,7

Tabela 2. Wyniki

obliczen dla kratownicy o rozstawie gatezi b = 0,6 m

Sita obcigzajaca | Obcigzenie lewej galgzi |Obcigzenie prawej galezi
. oL Min. s1.1a Ekstremalne Min. 51.1a Ekstremalne
Typ Sita obcigzajaca| w precie W precie
wykratowania (kN) kratownicy przem. kratownicy przem.
(kN) (mm) (kN) (mm)
Typ 1 300 -318,36 -36,8 -322,38 44,8
600 -683,46 -83,7 -701,45 101,5
Typ 2 300 -320,35 -40,8 -320,35 40,7
600 -692,26 -92,6 -692,29 92,3
Typ 3 300 -322,73 -37,4 -322,73 37,4
600 -705,10 -86,7 -705,10 86,7
Typ 4 300 -299,13 -40,6 -299,13 40,6
600 -647,76 -91,5 -647,76 91,6
Typ 2 300 -300,00 -36,4 -300,00 36,4
poroéwnawczy 600 -600,00 -72,8 -600,00 72,8
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ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKOW

Przy poréwnywaniu wynikow jako bazowe przyjeto wartosci sit 1 prze-
mieszczen uzyskane dla typu 2 porownawczego (dla kazdej z dwoch serii obli-
czen przyjeto, ze stanowig one 100%).

Stupy kratowe typu 1 i 2 sa niesymetryczne wzgledem osi pionowej,
w zwigzku z czym nalezy spodziewaé si¢ roznic w wynikach sit i przemiesz-
czen uzyskanych przy obcigzaniu lewej i prawej gatezi. Dla stupow typu 1,
w ktorych wszystkie krzyzulce sg nachylone w tym samym kierunku, uzyskano
roéznice wzgledng sit przy obcigzaniu raz lewej, a raz prawej gatezi nie wigksza
niz 2,6% (dla » = 0,6 m i sity 600 kN). Analogiczna rdznica dotyczaca prze-
mieszczen maksymalnych wynosi prawie 22%. Stupy typu 2 sa rowniez niesy-
metryczne, ale w nich krzyzulce pochylone sg naprzemiennie w lewo i w prawo.
Dla nich uzyskano identyczne wartosci sit i niewiele roznigce si¢ przemieszcze-
nia (réznice byty nie wigksze niz 0,5%).

W przypadku stupow o rozstawie galezi b = 1,0 m i b = 0,6 m zaobserwo-
wano, ze analiza nieliniowa generalnie daje wigksze wartosci sit w galezi obcia-
zonej — wyjatkiem sa stupy statycznie niewyznaczalne typu 4. Maksymalne
przyrosty sit w galeziach obcigzonych wynosza:

*  5,3% dla stupow o rozstawie gatgzi b =1,0 m,

* 17,5% dla stupéw o rozstawie galezi b = 0,6 m.

W obu przypadkach dotyczy to stupéw typu 3 obcigzonych sitg 600 kN.

Porownanie wartosci przemieszczen nie prowadzi do jednoznacznych
wnioskow. W przypadku stlupéw o rozstawie galezi b = 1,0 m dla niektorych
typow wykratowania analiza nieliniowa daje mniejsze wartosci przemieszczen
niz bazowe. Szczegdtowo przedstawia si¢ to nastepujgco:

* najmniejsze przemieszczenia — okolo 94% wartosci bazowej — zaobserwo-
wano dla stupa typu 1 przy obcigzeniu lewej gatezi sita 300 kN; w przypad-
ku stupow o wykratowaniu symetrycznym najmniejsze przemieszczenia (dla
typu 3) wyniosty 94,5%,

* najwicksze przemieszczenia — okolo 120% wartosci bazowej — zaobserwo-
wano dla stupa typu 1 przy obcigzeniu prawej galezi sita 600 kN; w przy-
padku stupow o wykratowaniu symetrycznym najwigksze przemieszczenia
(dla typu 2) wyniosty okoto 108,5%.

Dla stupow o rozstawie gatezi b = 0,6 m, bardzo smuktych, analiza nielinio-
wa dawata wigksze wartosci przemieszczen. Uzyskano w tym przypadku wyniki:

* dla stupow niesymetrycznych typu 1 uzyskano wartosci wzglednych prze-
mieszczen w zakresie od 101,1% (obciagzenie lewej gatezi sitg 300 kN) do
139,4% (obciazenie prawej krawedzi sitg 600 kN),

* dla stupéw symetrycznych wartosci przemieszczen z analizy nieliniowej
miescity si¢ w przedziale od 102,8% (typ 3 przy obciazeniu sitg 300 kN) do
125,8% (typ 4 przy obciazeniu sitg 600 kN).

Dokonano rowniez oszacowania wrazliwosci stupoéw o réznych typach
wykratowania na efekty nieliniowe. Przy stosowaniu teorii liniowej przyrost sit
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i przemieszczen konstrukcji jest proporcjonalny do przyrostu obcigzenia.
W przypadku analizy nieliniowej taka zalezno$¢ z zalozenia musi by¢ w mniej-
szym lub wigkszym stopniu nieliniowa. Dla analizowanych stupéw zastosowa-
no obcigzenia sitami o wartosci 300 Iub 600 kN, w zwigzku z czym jako miarg
wrazliwosci przyjeto zaleznosc (0,5 -Weoo — W3g0)/W300 100%, gdzie wsgy 0znacza
analizowang wielkos¢ (ekstremalng site¢ wewngtrzng lub przemieszczenie) obli-
czong przy obcigzeniu sitg 300 kN, a wggy — t¢ sama wielkos¢ przy sile 600 kN.
Zaobserwowano, ze wrazliwos¢ okre$lona w odniesieniu do przemieszczen jest
wigksza niz odniesiona do sil wewnetrznych. Dla kratownic o b = 1,0 m naj-
wickszg wrazliwos¢ (4,9%) zanotowano dla wykratowania typu 3. Roéwniez
przy b = 0,6 m dla kratownic typu 3 wykazano najwicksza wrazliwos¢, a wyno-
sita ona az 15,9%.

3.2. SLUPY PRZESTRZENNE TRZYGALEZIOWE
I CZTEROGALEZIOWE

Przedmiotem analizy byly przestrzenne stupy kratowe, czyli takie, ktorych
prety nie leza w jednej ptaszczyznie. Ogolne ich schematy przedstawiono na
rysunku 4. Wysokos¢ wszystkich stupow wynosita H = 10,0 m. Stupy trzygate-
ziowe mialy w rzucie ksztalt trojkatéw rownobocznych o dhugosciach bokow
wynoszacych a = 0,6 m. Stupy czterogateziowe zbudowane byly na planie kwa-
dratu o bokach a = b = 0,6 m lub prostokgta o wymiarach a=0,6 mib=1,0 m.

a)

P
A

H=10m

|A

Rys. 4. Schematy stupow kratowych przestrzennych: a) widok stupa trzygateziowego,
b) przekroj poziomy stupa trzygateziowego, ¢) widok stupa czterogateziowego,
d) przekroj poziomy stupa czterogatgziowego
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Zastosowanie w odniesieniu do stupéw przestrzennych identycznych jak
w stosunku do stupow ptaskich kryteriow roznicujacych spowodowaloby uzy-
skanie podobnych rezultatow. Dlatego w przypadku analizy stupoéw przestrzen-
nych skupiono si¢ na ocenie wplywu przestrzennego uktadu wykratowania
na stan naprezen w pretach 1 przemieszezen weztdw. Nie roznicowano obcigze-
nia, ktore w kazdym przypadku sktadato si¢ z sit pionowych o wartosci
P =2000 kN (lub mniejszej, jesli sity 2000 kN powodowaly utrate statecznosci
stupa), obciazajacych kazda z gatezi stupa. Sumaryczne obcigzenie stupdéw czte-
rogat¢ziowych byto 1,33 razy wigksze niz sumaryczne obcigzenie stupow trzy-
galeziowych.

Podstawowymi typami wykratowania stupow przestrzennych byly typy 1
1 2 przedstawione na rysunku 1. Ukierunkowanie krzyzulcow w kazdej piono-
wej plaszczyznie wykratowania (pomigdzy dwiema sgsiednimi gatgziami) moze
by¢ rozne, dlatego okreslono dodatkowo podtypy zestawione na rysunku 5. Na

rysunku tym przedstawiono rozwini¢cia bocznych plaszczyzn wykratowania
stupow.

typ 1a typ 1c typ 1e

SN e = E A @ d e e e e =

T ¥ ¥ PP F Py OPET R YT R OR

© @© @© © © @© © @© @© @© © @© @© ©
o o o (=) (=) o (=) o o o o o (=)

typ 1b typ 1d typ 1f

~ o~N _('0 ~ \—-___N _(‘0 _v'" - ‘;___N o V_ ‘_—

RO S T - A A A -

© © @© [:] @© @© @© @© @© @© © @© @© @©

o (=) o o (=) (=) o o (=) o o (=) o (=)

Rys. 4. Podtypy wykratowania stupdw trzygateziowych i czterogatgziowych

Wszystkie podtypy bazuja na podstawowym typie 1, dlatego oznaczono je
symbolami od la do 1f. Podtypy la i 1b odnosza si¢ do stupow trzygatezio-
wych, pozostate — do shupow czterogaleziowych.

Wybrane wyniki analizy stupoéw trzygateziowych zestawiono w tabeli 3,

a wyniki analizy stupow czterogaleziowych — w tabelach 4 1 5. Sita obcigzajaca
kazda gataz wynosi 2000,0 kN, co oznacza, ze w przypadku analizy liniowej
uzyskano by w galeziach sity sciskajace o wartosciach -2000,0 kN, a pozostate
prety bylyby zerowe. Pojawienie si¢ w gateziach wigkszych co do wartosci
bezwzglednej sit $ciskajacych oraz réznych od zera sit w pozostatych pretach
jest skutkiem prowadzenia analizy nieliniowej. Maksymalne wypadkowe prze-
mieszczenia poziome weztow (zestawione w dwoch ostatnich kolumnach tabel
3+5) sg wychyleniami wezldw analizowanych stupdéw poza pierwotne (okreslo-
ne przed obcigzeniem) osie ich pionowych galezi.
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Tabela 3. Wyniki obliczen stupow kratowych trzygateziowych

Sita - Makgymalne'
obciazaiaca Minimalna | Ekstremaln przemieszczenie
Typ clazaja sita w asitaw poziome weztow
wykratowania poJ ed%yn,cza, galeziach | wykratowa (wypadkowe) (mm)
g(il?)z (kn) niu (kn) analiza analiza
liniowa nieliniowa
Typ la -2026,2 30,58 32,52 38,42
(krzyzulce
jednoskosne)
Typ 1b 2000,0 -2726,4 63,40 32,52 82,35
(krzyzulce
dwuskosne)
Typ 2 -2026,2 30,58 3,25 3,79
Tabela 4. Wyniki obliczen stupow kratowych czterogaleziowych na planie kwadratu
0,6x0,6 m
Sita Maksymalne
S Minimalna | Ekstremalna przemieszczenie
Typ obgla{zaj aca sita sifa w poziome weztow
wykratowania po) ed}yn’cza, w galeziach | wykratowa (wypadkowe) (mm)
g(ir?)z (kn) niu (kn) analiza analiza
liniowa nieliniowa
Typ lc 2000,0 -2011,8 13,75 23,00 24,81
Typ 1d 1700,0 -2256,9 49,07 19,55 69,50
Typ le 1500,0 -1959,3 38,03 17,25 66,24
Typ If 2000,0 -2522.7 38,19 23,00 55,59
Typ 2 2000,0 -2011,8 13,75 2,30 2,47
Tabela 5. Wyniki obliczen stupéw kratowych czterogatgziowych na planie prostokata
0,6x1,0 m
Sila Mak.symalne.
obciazaiaca Minimalna | Ekstremaln przemieszczenie
Typ Hlazad sita w asitaw poziome weztow
wykratowania PO edkyrfczq galeziach | wykratowa (wypadkowe) (mm)
gin%Z (kn) niu (kn) analiza analiza
(kn) liniowa nieliniowa
Typ lc 2000,0 -2185,0 27,63 18,96 29,50
Typ 1d 2000,0 -2343,1 36,95 18,96 4391
Typ le 2000,0 -2414,1 47,53 18,96 54,25
Typ 1f 2000,0 -22553 28,96 18,96 33,25
Typ 2 2000,0 -2019.4 14,74 1,90 2,02
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ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKOW

Analiza shupéw kratowych przestrzennych ukierunkowana byta na okresle-
nie wptywu uktadu krzyzulcow w poszczegolnych plaszczyznach wykratowania
na statyke i przemieszczenia tych uktadow. W celach poréwnawczych wartosci
sit w pretach stupow, uzyskane w wyniku obliczen uwzgledniajacych nielinio-
wosci geometryczne, odnoszono do wartosci sity obciazajacej pojedyncza ga-
faz. Wartosci przemieszczen z analizy nieliniowej odnoszono z kolei do
przemieszczen uzyskanych na podstawie obliczen liniowych.

W kazdym z uwzglednianych typow ustrojow kratowych najlepszy okazy-
wat si¢ 2. typ wykratowania, w ktorym krzyzulce kazdej plaszczyzny wykrato-
wania tworzyly zygzak. Uzyskiwano w jego przypadku ekstremalne sity
w gateziach o wartosciach nie wigkszych niz 101,31% wartosci sit obcigzaja-
cych i wartosci sit w pozostatych pretach stupow nie wigksze niz 1,53% warto-
$ci sit obcigzajacych. Maksymalne przemieszczenia poziome weztdw, okreslone
poprzez analiz¢ liniowa byty zawsze okoto 10 razy mniejsze w stosunku do
przemieszczen shupow o wykratowaniach typu 1. Proporcja ta wynika z faktu,
ze w kierunku pionowym w stupach wystepuje 10 pol skratowania. Ukierunko-
wanie krzyzulcow w jedna strone (typ 1) powoduje, ze przemieszczenia te ku-
mulujg si¢ wraz ze wzrostem wysokosci. Przeciwstawne ukierunkowanie
krzyzulcow (typ 2) powoduje, Zze przemieszczenia z sgsiednich pdl wykratowa-
nia (przesuwajac si¢ w kierunku pionowym) wzajemnie si¢ znosza. Dla wykra-
towania typu 2 analiza nieliniowa generowata przemieszczenia do 17% wicksze
niz analiza liniowa.

Badane podtypy wykratowania typu 1 przedstawiono na rysunku 4.
W przypadku stupow trzygateziowych uwzgledniano podtypy la i 1b. Dla pod-
typu la uzyskano wartosci sit w pretach ustroju identyczne jak dla wykratowa-
nia typu 2. Wzrost warto$ci przemieszczen z analizy nieliniowej w stosunku do
liniowej wyniost okoto 18%, co jest rowniez pordéwnywalne z wynikami uzy-
skanymi dla typu 2. W przypadku podtypu 1b uzyskano stosunkowo duzy
wzrost sit w gateziach, wynoszacy 36,3%. Odpowiadal temu wzrost przemiesz-
czen az o 153% w stosunku do analizy liniowej. Tak bardzo r6zniace si¢ wyniki
sit 1 przemieszczen, uzyskane dla podtypéw la i 1b, wynikaja z odmiennego
sposobu deformacji stupow. Na rysunku 5 przedstawiono widziane z gory ukta-
dy pretow stupdéw po deformacji. Stup (o wykratowaniu la — jednoskosnym
usytuowaniu krzyzulcow na rozwinigciu) doznal skrgcenia wokot swojej osi
pionowej, co zaprezentowano na rysunku 5a. Na rysunku 5b (odpowiadajacym
wykratowaniu 1b) widoczne jest, ze stup doznal odchylenia od pionu oraz nie-
wielkiego skrecenia. Wtasnie to wychylenie od pionu bylo gtowna przyczyna
tak duzego wzrostu sit 1 przemieszczen obliczonych za pomocg analizy nieli-
niowej.

W przypadku stlupow czterogateziowych analizowano cztery podtypy wy-
kratowania typu 1. Dla wykratowania lc uzyskano stosunkowo najmniejsze
wzrosty sil 1 przemieszczen w stosunku do analizy liniowej. Wykratowanie to
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wywotuje skrecanie si¢ stupa wokot wiasnej osi bez wigkszej deformacji jego
przekrojow poziomych. Pozostate podtypy (1d+1f) powoduja w mniejszym lub
wickszym stopniu wychylenia stupéw od pionu oraz istotng deformacj¢ ich
przekrojow poziomych (z prostokatnych staja si¢ rownolegtoboczne). Najwigk-
szy wzgledny wzrost sit (o okoto 33%) zaobserwowano dla stupa kwadratowe-
go o wykratowaniu 1d. Najwigkszy wzrost przemieszczen wezidw wynosit
184% 1 wystapit w stupie kwadratowym o wykratowaniu le.

a) b)

= S\

Rys. 5. Widok z gory zdeformowanych stupow trzygateziowych: a) o wykratowaniu
typu la, b) o wykratowaniu typu 1b (uwaga: wartosci deformacji powigkszono
dziesigciokrotnie)

Czterogateziowe shupy kwadratowe o wykratowaniu 1d i le wykazaty
najmniejsza nosnos¢. Analiza nieliniowa dowiodta, ze przy obcigzeniu catkowi-
tym wynoszacym 4x2000 kN nastgpuje utrata statecznosci, dlatego obcigzono
je ostatecznie mniejszymi sitami.

4. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone analizy dotyczyly smuklych sciskanych stupow krato-
wych, jednakze w stosunku do stupow ptaskich (dwugaleziowych) przyjeto inne
kryteria roznicujace niz do stupow przestrzennych (trzy- i czterogateziowych).
Z tego wzgledu wnioski wynikajace z wynikow uzyskanych dla stupdéw pta-
skich i przestrzennych nie pokrywaja sie.

Na podstawie przeprowadzonych obliczen i analizy wynikow dla stupow
ptaskich (dwugat¢ziowych) mozna stwierdzic, ze:

1. W wigkszosci typowych przypadkow obliczen statyczno-wytrzymatos-
ciowych ptaskich stupow kratowych analiza liniowa jest wystarczajaco do-
ktadna.

2. W przypadku stupéw bardzo smuktych, obcigzonych niesymetrycznie
1 mocno wytezonych zastosowanie analizy liniowej moze powodowac istot-
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ne niedoszacowanie wynikow, przy czym wigksze roznice wynikow uzysku-
je si¢ dla przemieszczen, a mniejsze dla sit. W przeprowadzonych oblicze-
niach najwi¢ksze niedoszacowanie przemieszczen wynosito okoto 40%.

3. Sposrod analizowanych czterech typoéw wykratowania (patrz: rys. 1) nie
mozna obiektywnie wskaza¢ typu najlepszego. Poréwnujac przyktadowo
wyniki uzyskane dla typow 3 i 4, mozna zauwazy¢, ze dla typu 3 otrzymano
mniejsze wartosci przemieszczen, a dla typu 4 — mniejsze wartosci sit we-
wnetrznych.

4. W przypadku wykratowania typu 1 uzyskano niesymetryczne wyniki prze-
mieszczen i sit wewngtrznych przy obcigzaniu lewej i prawej gatezi shupa.
Przy $wiadomym i rozsagdnym stosowaniu takiego wykratowania dla stupow
obciazanych niesymetrycznie (np. stupéw hal z suwnicami) mozna o0siggna¢
rozwigzania optymalne.

Analiza stupoéw przestrzennych nasuwa nastepujace wnioski:

1. Najlepszym typem wykratowania takich stupéw (dajagcym w analizie nieli-
niowej najmniejsze przyrosty sit wewngtrznych i przemieszczen weztdw)
okazat si¢ typ 2, w ktorym krzyzulce w kazdej ptaszczyznie wykratowania
tworzg famang w ksztalcie zygzaka.

2. W przypadku wykratowan typu 1 najlepsze okazaly si¢ podtypy la i lc.
W obu przypadkach krzyzulce na rozwinigciach stupéw (rys. 4) byly usta-
wione jednoskosnie, czyli ich osie byly do siebie wzajemnie rownolegte.
Powodowalo to skrecanie sie stupow wokot wiasnej osi, ale nie generowato
istotnych deformacji ich przekrojow poziomych i nie zakrzywialo osi stupa
traktowanego jako calos¢. Dla takich wykratowan uzyskiwano wartosci sit
wewngtrznych niemal identyczne jak w przypadku wykratowania typu 2.
Nalezy jednak mie¢ na uwadze to, ze gdyby takie stupy byly elementami
uktadow statycznie niewyznaczalnych, ich skrecanie si¢ pod wptywem sit
osiowych wprowadzatoby dodatkowe napre¢zenia w tych uktadach.

3. Pozostale podtypy wykratowania, tj. 1b i 1d+1f, powodowaly istotne defor-
macje ksztattu przekrojow poziomych stupow lub/i wychylenia ich osi od
pionu. Wywotywalo to w analizie nieliniowej znaczny wzrost sit wewnetrz-
nych w pretach (osiggajacy nawet 36%) i bardzo duzy wzrost przemieszczen
poziomych weztow (ponad trzyipotkrotny) w stosunku do obliczen linio-
wych. Dodatkowym negatywnym skutkiem wprowadzenia takiego wykra-
towania byto obnizenie no$nosci stupéw (nastepowala utrata ich statecznosci
przy obcigzeniach, ktore przenosily stupy o innym uktadzie wykratowania).
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Nina Zdolbicka

ANALIZA STATYCZNA PLYTY FUNDAMENTOWEJ
POD KOMIN FABRYCZNY

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwaza si¢ cienka plyte zelbetowa swobodnie posadowiong na gruncie ja-
ko fundament pod komin fabryczny. W modelu matematycznym taka plyta po-
traktowana jest jako jednorodna i ortotropowa z modutami zastepczymi, potozona
na podloze sprezyste Winklera. Moduly zastgpcze opisane sg za pomocg wzorow
zaproponowanych przez Hubera [27]. Wzory te zamieszczono w monografii [33]:

E 3
D, =D, =2 (h— P hefj

X 2 +
1-v, {12 1+nu,
Dy-p, =Lo |1, M
2O v 12 d4nu,
&zv &, Dss =D_=v —“DXDy (1)
D, D, 1-v, Y b2(l+vb)

gdzie E, i v, — odpowiednio modut Younge’a i wspotczynnik Poissona mate-
rialu betonu, n=FE /E, — stosunck modulow Younge’a pretow stalowych
i betonu, £, i K, — zawartos¢ objetosciowa pretow w kierunkach osiOx,,
Ox,,e, i e, — odleglosci od osi preta do plaszczyzny srodkowej plyty.
Dziatania komina zamieniono obcigzeniem poprzecznym o intensywnosci ¢, ,
rozlozonym rownomiernie na obszarze prostokatnym —a; <x, <a;,

—a; <x, <a; (rys. 1).

Xy
a
9
A
i
gl 017l xl
—q )
- )

Rys. 1. Plyta obcigzona polem
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Rozwigzanie ptyty fundamentowej sprowadzono do rozwigzania podsta-
wowego rownania zginania cienkich ptyt ortotropowych na sprezystym podtozu
Winklera [57]:

4 4 4
O oD, +2D )2+ D, 8 ik w=g )

11 4 1 6 2 2 22 4
ox, Ox, Ox; Ox

gdzie D, oznaczajg sztywnosci na zginanie, skre;canle 1 sztywnosci mieszane,

D,

a K, — sztywnos$¢ podloza spr¢zystego. Wartosci tego wspotczynnika dla roz-
nych rodzajow gruntu podaje Z. Kaczkowski [33].

2. OKRESLENIE CALKI OGOLNEJ ROWNANIA
PODSTAWOWEGO

Rozwigzanie roéwnania (2) podano w postaci sumy dwoch rozwigzan: catki
ogolnej w, roéwnania jednorodnego (3):
o*w o'w o'w
D, ——+2(D,+2D,) +D +K,w=0 (3)
11 ax14 ( 12 66/6)(7126)622 22 a 4

oraz pewnej calki szczegdlnej w, niejednorodnego rownania 2).

Obcigzenie przylozone do gomej powierzchni ptyty mozna rozwingé
w podwdjny szereg Fouriera:

q(x,,x,) iiamn cos( S, )cos(&iz]xz) 4)

m=1 n=1

ktorego wspotczynniki wyrazajg si¢ wzorem:

a, = ﬁsin@ g )sin(§ iz]a;) (5)

m ~n a1a2

Parametry rozktadu obcigzenia okresla si¢ nastepujaco:

(2m—1)7r' 5[2] _ (211—1)72’

s = :
2a, 2a,

(6)

Prawa strona rownania podstawowego (2) jest funkcja trygonometryczna,
dlatego catke szczego6lng tego rownania wybrano w takiej samej postaci tylko
z niewiadomymi wspotczynnikami:

= ii 4, cos(slx, )005(5,52])@) ()

m=1 n=1
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Po podstawieniu rozwigzania (6) do rownania podstawowego (2) okreslono
wspotczynnik:

a
mn (8)
Dlldg]4 + 2(D12 +2Dg )5[1]25,E2]2 + D225,E2]4 +K,

m

mn

Calke¢ 0ogdlng rownania jednorodnego (3) wybrano w postaci:

w, = i { fz[,](] (x] )sin(}/,[f]x2 )+ fz[,](] (x] )cos((s,gz]x2 ) + )

k=1
f[Z](xz )Sm(7/[c ]xl )+ 2[131()62 )005(5[]]x1 )}

Po podstawieniu danego rozwigzania do réwnania jednorodnego (3) i roz-
dzieleniu zmiennych rozpatrzono uktad dwoch réwnan rézniczkowych zwy-

czajnych wzgledem niewiadomych funkeji £1/!(x,), j=12, p=12:
D8 ()~ 2D, + 2D W 7 () +
+ (Dzzd[ + K)fzk (x )
DA ()= 2Dy, + 20 T £ () +
+(D227,£2]4 +K0)flEj](x1)=0 (10)
Do A" () -2(D, + 2D, 1 £ (x,)+
+(D”5,[‘]4 +KO) Ll(x,)=0
D" () -2(D, + 2D, )1 £V (x,)+
+(D11§,P]4 +KO) Bl(x,)=0.

Rozwigzanie tych rownan wybrano w postaci:

30)= R expldllx,); £, ) = R exp(Ailx, ):p=1.2 ()
W rezultacie otrzymano cztery rownania charakterystyczne o parametrach
AU p=12:
[ 2P 2] —
Dll//i’Zk (DIZ +2 66)5 2k +D225 +K0 0
IIA’P 2(D12+2 66)7/2 21[l/c +D227/EZ] +K, =0

(12)
DA —2(D, +2D, )W A2 + D s+ K =0

22//{1/( 2(Dl2+2D66) //{1/( +D117/£] +K _0
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Wykonane badania numeryczne wykazaty, ze pierwiastkami tych rownan
sg tylko liczby zespolono-sprzezone.

Wykorzystujac wyrazenia (7), (9), (11), ustalono ugigcie pltyty w postaci
[19]:

© 4
xlaxz ZZ[ []]szl] +R[1]/]+4) VV(EL)k +

k=1 v=1

+R1[//§]Wv[k2]+Rv+4 v+4 ]+ZZ[ ”’" xl’xz ]

m=1l n=1

(13)

Wprowadzone funkcje:
wil(x,x,) =P (x1 )cos((S,Ez]x2 )+ F‘,Ej](x1 )sin(5,£2]x2)
W([Vlh)k (x,,x,) = QE},} (xl )cos(5,£2]x2 )+ q)[vk” ()c1 )sin(é',Ez]xz)
W2 (x,,x,) = Y2 (x, )eos(00x, )+ F2)(x, )sin(s!'x, ) (14)
W[ﬂ‘ (3, x,) = Qb (xz)cos(5,£”xl)+ o (xz)sin(5,£1]xl)
nazwano funkcjami ksztattu, a:

W' (x,x,)=4,, cos(é,g]x1 )cos(é,gz]xz)+ B,, cos(§ 1y )sin(y,gz]xz)+

" 15
+C,, sm(}/,[;]x, )cos(5£2]x2)+ A sin(yB]x, )sin( IEZ]xZ ) >
funkcjami obcigzeniowymi ugigcia ptyty. Funkcje:
F[j]zcosh(a[] )cos(ﬂl[,k] j) gl cosh( apy J)sm(ﬂpk 1)
Pk exp( (/] ,) > Tk exp( /] 1)
q)[j]_smh( o J)cos(ﬂpk /) ol s1nh( [l )sm(ﬂlljk] J) (16)

8 explaia,) T explelfa

sg podstawowymi funkcjami rozwigzania.

Majac wyrazenie na ugigcie plyty, okreslono przemieszczenia poziome
oraz momenty i sily tngce w ptycie.

Obliczenia numeryczne wykonano dla rzeczywistych wymiarow plyty jako
czegsci konstrukeji przedstawionych na rysunku 2.
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—
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Rys. 2. Schemat ptyty fundamentowej pod komin fabryczny

W analizowanym przypadku dlugos¢ plyty wynosi: 2a; = 5,4 m, szerokos¢
2a,= 3,6 m, grubo$¢ 7= 0,9 m.

Dzialania komina zamieniono normatywnym obcigzeniem poprzecznym
o intensywnosci g, = 343 kKN-m™. W obliczeniach uwzgledniono takze cigzar
wlasny plyty g, = 22,051 kN ‘m?.

W obliczaniach wybrano beton o nastepujacej charakterystyce: beton marki
B15, modut Younge’a E, = 2,3-10* MN-m™, wspotczynnik Poissona v, =0,2;

wytrzymato$¢ na rozciaganie i $ciskanie odpowiednio oy(+) = 1147373 N-m™
i o3(-) = 10983407 N-m™.

Beton uzbrojony byt dwiema rodzinami prgtow stalowych o $rednicy 0,016
m rozmieszczonych symetrycznie wzgledem plaszczyzny srodkowej ptyty;
odleglo$¢ migdzy pretami wynosita 0,2 m. Modul Younge’a materiatu preta
miat warto$¢ E, = 2-10° MN-m™ . Zawartosci objetosciowe uzbrojenia plyty
w kierunkach osi Ox,i Ox, byly takie same i rowne u =, =0,1% dla gornej

i dolnej czgsci ptyty. Odleglosci ptaszczyzny osi obojetnej pretdw od plaszezy-
zny srodkowej plyty wynosity e; = e, = 0,045 m, a wytrzymatos¢ stali na rozcia-
ganie i $ciskanie oy(+)=a;(-) 239807700 N-m™.

Za pomocg wzorow (1) policzono sztywnos$ci zastgpcze materiatu plyty
zelbetowej: Dy, = D, = 1520642044 N-m> D;, = 304128408 N-m~,
Dgs = 608256817 N-m™.

Y\/Sp(')lczynnik sztywnosci podtoza wybrano w postaci: K, = 66150000
N-m™.

Otrzymane rezultaty poréwnano z wynikami obliczen uzyskanymi metoda
elementow skonczonych za pomoca systemu ,,Lira” (w Instytucie Cybernetyki
Narodowej Akademii Nauk Ukrainy). W celu uzyskania zbieznosci wynikoéw
przy obliczeniach MES dodatkowo przyjeto, Ze przemieszczenia pionowe na-
roznikow ptyty sa zerowe, poniewaz w opracowanej metodzie te warunki spet-
nione sg tozsamosciowo.
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Na rysunku 3 przedstawiono wykresy zmiany ugigcia ptyty w przekrojach
srodkowych x, =0 i x, =0. Do obliczen wykonywanych za pomocg opracowa-
nej metody wybrano 32 punkty weztowe réwnomiernie rozmieszczone na brze-
gu plyty, a w przypadku metody elementéow skonczonych — 2035 weztow.
Wartosci maksymalnego ugiecia osiggnigto w srodku plyty; wynosily one od-
powiednio 0,0013085 m dla MEK i 0,0013123 m — dla MES. Roznica wzgledna
wynikéw nie przekracza 0,3%. W tabeli 1 podano wartosci ugie¢ przekrojow

srodkowych x;, =0 i x, =0, obliczone z wykorzystaniem réznych metod.

a) b)

-8 1,2 06 0 06 12 18

————6;60122—
0,00123 +
0,00124 +

0,00133 +
—MEK32 - MES 2035

Y
----- MES 2035

Rys. 3. Ugigcia przekrojow srodkowych plyty: a) (x, = 0), b) (x; = 0)

Tabela 1. Wartosci ugig¢ przekrojow srodkowych ptyty

Wartosci ugieé

X MEK (32) MES (2035) X MEK (32) MES (2035)
-1,8 1,2326E-03 1,2346E-03 -2,7 2,8811E-04 2,9362E-04
-1,7 1,2362E-03 1,2384E-03 -2,6 3,4407E-04 3,4941E-04
-1,6 1,2406E-03 1,2430E-03 -2,5 4,0025E-04 4,0544E-04
-1,5 1,2455E-03 1,2481E-03 -2,4 4,5647E-04 4,6151E-04
-1,4 1,2509E-03 1,2537E-03 -2,3 5,1255E-04 5,1744E-04
-1,3 1,2567E-03 1,2596E-03 -2,2 5,6828E-04 5,7304E-04
-1,2 1,2626E-03 1,2657E-03 -2,1 6,2347E-04 6,2810E-04
-1,1 1,2686E-03 1,2718E-03 -2,0 6,7791E-04 6,8242E-04

-1 1,2746E-03 1,2779E-03 -1,9 7,3139E-04 7,3580E-04
-0,9 1,2803E-03 1,2837E-03 -1,8 7,8371E-04 7,8801E-04
-0,8 1,2857E-03 1,2892E-03 -1,7 8,3463E-04 8,3885E-04
-0,7 1,2907E-03 1,2943E-03 -1,6 8,8394E-04 8,8809E-04
-0,6 1,2952E-03 1,2988E-03 -1,5 9,3141E-04 9,3549E-04
-0,5 1,2992E-03 1,3028E-03 -1,4 9,7682E-04 9,8084E-04
-0,4 1,3025E-03 1,3062E-03 -1,3 1,0200E-03 1,0239E-03
-0,3 1,3051E-03 1,3088E-03 -1,2 1,0606E-03 1,0646E-03
-0,2 1,3070E-03 1,3108E-03 -1,1 1,0987E-03 1,1026E-03
-0,1 1,3082E-03 1,3119E-03 -1,0 1,1339E-03 1,1378E-03

0 1,3085E-03 1,3123E-03 -0,9 1,1663E-03 1,1701E-03
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Na rysunku 4 zaprezentowano wykresy zmiany przemieszczen poziomych
u, w przekroju srodkowym plyty (x, =0).

-0,00026 +

-2,7 , ) 09 18 2,7

0,00013 +

0,00026 |y,
— MEK32 MES 441
Rys. 4. Zmiana przemieszczen U, w przekroju srodkowym (x, = 0) plyty

W tabeli 2 zamieszczono natomiast wartosci tych przemieszczen uzyskane
za pomocg réznych metod. Roznica wzgledna wynikow nie przekracza 0,3%.

Tabela 2. Warto$ci przemieszczen u; w przekroju srodkowym (x, = 0) ptyty

Wartosci przemieszczen

X MEK (32) MES (2035) X MEK (32) MES (2035)
2,7 -2,5102E-04 -2,5030E-04 -1,3 -1,8873E-04 -1,8853E-04
-2,6 | -2,5244E-04 -2,5173E-04 -1,2 -1,7726E-04 -1,7710E-04
-2,5 -2,5305E-04 -2,5236E-04 -1,1 -1,6505E-04 -1,6492E-04
2,4 | -2,5282E-04 -2,5215E-04 -1 -1,5216E-04 -1,5205E-04
-2,3 -2,5172E-04 -2,5108E-04 -0,9 -1,3866E-04 -1,3857E-04
-2,2 -2,4973E-04 -2,4913E-04 -0,8 -1,2461E-04 -1,2453E-04
2,1 -2,4682E-04 -2,4627E-04 -0,7 -1,1007E-04 -1,1002E-04

-2 -2,4299E-04 -2,4248E-04 -0,6 -9,5118E-05 -9,5076E-05
-1,9 -2,3821E-04 -2,3775E-04 -0,5 -7,9811E-05 -7,9776E-05
-1,8 -2,3245E-04 -2,3204E-04 -0,4 -6,4205E-05 -6,4177E-05
-1,7 -2,2570E-04 -2,2534E-04 -0,3 -4,8359E-05 -4,8341E-05
-1,6 | -2,1792E-04 -2,1761E-04 -0,2 -3,2335E-05 -3,2326E-05
-1,5 -2,0914E-04 -2,0886E-04 -0,1 -1,6196E-05 -1,6193E-05
-1,4 | -1,9938E-04 -1,9915E-04 0 4,0503E-21 -1,8588E-15

Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono wykresy zmiany momentow zginajacych

M, M

11>

,» W przekrojach srodkowych ptyty (x, = 0) i (x; = 0), a w ponizszych

tabelach zamieszczono wartosci tych momentow.
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0

9

1,8 2,7

27 -1,8 -09 0

O
(%2

— MEK32

----- M

v M, *10"3

ES 2035

Rys. 5. Zmiana momentu zginajacego M, w przekroju (x, = 0) plyty

Tabela 3. Wartosci momentu zginajacego M, przekroju (x, = 0) ptyty

X

Wartosci momentu M|,

MEK (32) MES (2035) X MEK (32) | MES (2035)

2,70 -4,65E-06 1,19E+04 127 | 4,13E+05 4,15E+05
2,60 2,53E+04 3,62E+04 1,17 | 4,38E+05 4,39E+05
2,50 5,12E+04 6,15E-+04 1,07 | 4,60E+05 4,60E+05
2,39 7,79E+04 8,77E+04 0,97 | 4,81E+05 4,80E+05
2,29 1,06E+05 1,15E+05 0,87 | 4,99E+05 4,98E+05
2,19 1,34E+05 1,43E+05 0,76 |  5,15E+05 5,13E+05
2,09 1,63E+05 1,72E+05 0,66 | 5,29E+05 5,27E+05
-1,99 1,94E+05 2,01E+05 0,56 | 5,41E+05 5,38E+05
-1,88 2,25E+05 2,32E+05 0,46 | 5,51E+05 5,48E+05
-1,78 2,57E+05 2,63E+05 0,36 | 5,59E+05 5,56E+05
-1,68 2,90E+05 2,96E+05 0,25 | 5,65E+05 5,61 E+05
-1,58 3,23E+05 3, 29E+05 0,15 | 5,69E+05 5,65E+05
-1,48 3,55E+05 3,60E+05 20,05 | 5,71E+05 5,67E+05
1,38 3,85E+05 3,88E+05

-1,8 -1,2 -0,6 0

0,6

1,2 1,8

—MEK32

1 My, 1073

MES 2035

Rys. 6. Zmiana momentu zginajacego M,, w przekroju (x; = 0) plyty
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Tabela 4. Wartosci momentu zginajacego M ,, w przekroju srodkowym (x; = 0) ptyty

Wartosci momentu M,

MEK MES MEK MES

i 32 2035 i 32 2035
2180 | 2,69E-07 | 6,73E+03 | 0,87 1.64E+05 1.65E105
2170 | 149E+04 | 2.11E+04 | -0.77 1.78E+05 1,78E+05
2159 | 3,11E+04 | 3,73E+04 | 0,67 1,91E+05 1.89E105
149 | 491E+04 | 5,50E+04 | 0,57 2.01E+05 1.99E+05
1139 | 691E+04 | 7.49E+04 | -0.46 2.10E+05 2.07E+05
2129 | 9,05E+04 | 9.57E+04 | -0.36 2,17E+05 2.14E105
18 | LI2E+05 | 116E+05 | -0.26 2.20F+05 2.18E105
21,08 | 131E+05 | 1,34E+05 | -0,15 2.25E+05 2.22E105
2098 | 1,49E+05 | 1,50E+05 | -0,05 2,27E+05 2.23E105

Momenty obliczone z wykorzystaniem réznych metod prawie pokrywaja
si¢ w srodku plyty i nieco ro6znig si¢ w poblizu krawedzi. Z tabeli wynika, Ze
momenty obliczone za pomoca metody elementéw konstrukcyjnych doktadnie
spelniajg warunki brzegowe M =4,6-10’6(Nm)/ m . Dokladno$¢ spetienia
tych warunkéw w metodzie elementow skonczonych nie jest wystarczajgca
M,, =11924(Nm)/m .

Maksymalne wartosci momentow obliczone z wykorzystaniem metody
elementow konstrukcyjnych réwne sg:

M 1max= 593612 Nm/m, Moy = 297653 Nm/m, M ppa = 247927 Nm/m,

a MES:

M 1max= 594687 Nm/m, My e = 301453 Nm/m, Mpmax = 240093 Nm/m.

Wyniki roznia si¢ 0 0,2 i 1,3% dla momentow zginajacych M, i M, oraz
na 3,2% dla momentu skrecajacego M, .

Dokonano oceny nosnosci granicznej rozwazanej konstrukcji zgodnie
z kryterium Hubera-Misesa:

1
o, =—F=
2

przyjmujac wytrzymato$¢ betonu na rozciaganie [a+] =1098 MPa .

\/(O-n_0-22)2"‘0-222"'0-121"'60-122 S[O-Jf] (17)

Wielkosciami opisujacymi stan napr¢zen w ptycie sa momenty, dlatego
dane kryterium tez podawane jest w terminach momentow:

6
gi:?\/Mfl—MHM22+M222+3M122 <[o.] (18)
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Po podstawieniu do tego kryterium maksymalnych wartosci momentow
uzyskano o, :4961779<[0+]:10983407, a wigc kryterium bezpieczenstwa
pracy konstrukcji jest spetnione.

3. WNIOSKI

W pracy zaprezentowano metod¢ rozwigzywania plyty zelbetowej pota-
czonej z kominem fabrycznym. Konstrukcja jest posadowiona na gruncie, ktory
potraktowano jako podtoze sprezyste Winklera.

Obliczono przemieszczenia i momenty w ptycie. Okreslono ich wartosci
maksymalne.

Dokonano oceny nos$nosci granicznej konstrukcji zgodnie z kryterium Hu-
bera-Misesa. Ustalono, ze zgodnie z tym kryterium konstrukcja moze pracowaé
bezpiecznie.
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Mieczystaw Cieszko

MODELOWANIE KAPILARNEGO TRANSPORTU CIECZY
W NIENASYCONYCH MATERIALACH POROWATYCH.
I. KINEMATYKA I ROWNANIA BILANSU"

1. WSTEP

Opis 1 analiza procesOw transportu cieczy i gazu w nienasyconych materia-
tach porowatych odgrywaja wazng role w zagadnieniach inzynierskich w wielu
obszarach. Dotyczy to m.in. porozymetrii [15, 18, 50, 51], inzynierii materiatlow
porowatych [1, 30], przeptywu wod gruntowych [41, 55], budownictwa wodne-
go [56], eksploatacji zt6z ropy naftowej i gazu [2], geofizyki [38, 40], suszar-
nictwa [29, 37]. Umozliwia to glebsze rozumienie i przewidywanie zjawisk
zachodzacych w takich materiatach, a przez to m.in. wyznaczanie doktadnych
ich charakterystyk materialowych, skuteczne sterowanie zachodzacymi w nich
procesami, a takze wytwarzanie materialow porowatych o pozadanych wiasno-
$ciach fizycznych.

Przebieg zjawisk w nienasyconych materiatach porowatych w ogdélnym
przypadku jest bardzo ztozony. Zalezy nie tylko od wlasnosci fizycznych poro-
watego szkieletu oraz ptynu i gazu wypelniajacych jego pory, ale dodatkowo
komplikowany jest oddziatywaniem tych faz podczas ich wzglednego ruchu
i deformacji. Czynnikiem decydujacym o charakterze tego oddziatywania sa
zjawiska powierzchniowe wystepujace na powierzchniach kontaktu tych faz,
a w szczegolnosci zjawiska kapilarnego oddziatywania. Sa one okreslone przez
charakter oddziatywania ptynu ze szkieletem (zwilzalnos¢/niezwilzalnos¢ szkie-
letu) oraz $cisle zwigzane ze strukturg mikroskopowg przestrzeni poréw szkiele-
tu. Ze wzgledu na silnie rozbudowang powierzchni¢ wewnetrzng cieczy wypet-
niajacej pory materialu porowatego, rzadko spotykang w ptynie poza przestrze-
nig poréw, wlasnosci i zachowanie si¢ takiego ptynu sg istotnie rozne. Czynniki
te powoduja, ze modelowanie zjawisk transportu cieczy i gazu w nienasyconych
materiatach porowatych zardwno na poziomie mikroskopowym, jak i makro-
skopowym jest bardzo trudnym zagadnieniem, wymagajacym wypracowania
nowych koncepcji i metod opisu. Zastosowanie standardowego podejscia do
modelowania tego typu zjawisk musi skutkowa¢ uproszczonymi opisami (czego
przyktadem jest model Richardsa [13, 41, 43]), w ktorych parametry modelu sa
ztozonymi funkcjami stanu osrodka.

W pracy zaprezentowano nowy makroskopowy opis kapilarnego transportu
cieczy i gazu w materiatach porowatych. Kluczowym elementem rozwazan
teoretycznych jest odrzucenie zalozenia powszechnie przyjmowanego przy

* Praca zostala wykonana w ramach realizacji projektu badawczego wlasnego Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego Nr N N501 325335.

85



Mieczystaw Cieszko —- MODELOWANIE ... I. KINEMATYKA I ROWNANIA BILANSU

modelowaniu przeptywu cieczy w nienasyconych materiatach porowatych, ze
cisnienie kapilarne jest zmienng konstytutywng i jest jednoznaczng funkcja
lokalnej zawartosci cieczy w materiale porowatym. Konsekwencja takiego za-
ozeni jest opis, w ktorym przyktadowo zawartos¢ niezwilzajacej cieczy w qua-
si-statycznych procesach jej wciskania w material porowaty jest jednorodna
niezaleznie od ksztattu i wielkos$ci probki, a kazda makroskopowa niejednorod-
nos¢ rozktadu cieczy powoduje przeplyw cieczy. Nawet bardzo zaawansowane
modele termodynamiczne proceséOw przeptywow dwufazowych w materiatach
porowatych przedstawione w pracach [23, 25, 26, 42, 43] nie opisuja niejedno-
rodnego rozktadu cieczy w procesach quasi-statycznych. Cisnienie kapilarne
w tych pracach jest definiowane jako wielko$¢ termodynamiczna, ktora oprocz
tego, ze okresla zawartos¢ cieczy, moze by¢ takze funkcjg innych parametréw
stanu uktadu: gestosci, temperatury oraz wlasciwej powierzchni migdzyfazowe;.

W zaproponowanym w pracy podejsciu znaczaco zmieniono opis przepty-
wu plynu przez nienasycony material porowaty oraz jego parametryczng cha-
rakterystyke, umozliwiajac m.in. opis niejednorodnosci rozktadu cieczy w pro-
cesach quasi-statycznych.

Rozwazania teoretyczne przeprowadzono w ramach wielofazowej mecha-
niki osrodkow ciaglych. Zatozono, ze gaz i ciecz wypetniajace nieodksztatcalny
porowaty material tworzg makroskopowy osrodek ciagly ztozony z trzech
sktadnikow: gazu, cieczy mobilnej i cieczy kapilarnej. Nicodksztatcalny szkie-
let stanowi przestrzen, w ktorej maja miejsce procesy transportu. Podzial cieczy
na dwa kontinua jest uzasadniony zarowno pod wzglgdem kinematycznym, jak
i energetycznym. Ciecz kapilarna tworzy cienka warstewke, ktora styka sie
z wewnetrzng powierzchnig porow. Ciecz ta zawiera cala energie kapilarng
cieczy wypetniajacej pory i nie przemieszcza si¢. Moze ona jednakze wymie-
nia¢ mas¢ z cieczag mobilng w otoczeniu powierzchni meniskow. Wymiana ma-
sy wystepuje jedynie podczas ruchu meniskéw w przestrzeni pordw i jest opi-
sywana odr¢bnym polem prgdkosci. Umozliwia to modelowanie mechanizméw
ruchu meniskow w przestrzeni porow. Ciecz mobilna jest czgscig wewnetrzng
cieczy wypelniajacej pory, otoczong przez powierzchni¢ kontaktu cieczy ze
szkieletem (zajeta przez ciecz kapilarng) oraz powierzchnie meniskow. Kazdy
sktadnik charakteryzowany jest przez gesto$¢ masy, a ich rozktad okreslaja
parametry zawartosci objgtosciowe;.

Praca sktada si¢ z dwoch czgsci. W pierwszej przedstawiono szczegdtowo
zatozenia modelowe proponowanego opisu, sformutowano kinematyke sktadni-
kow osrodka, rownania bilansu masy, pedu oraz energii wewngtrznej catego
uktadu. W cze¢sci drugiej pracy wykorzystano wyniki czesci pierwszej i wypro-
wadzono réwnania opisujace makroskopowe procesy quasi-styczne i quasi-
-stacjonarne transportu cieczy i gazu w materiatach porowatych, a takze rowna-
nia konstytutywne. W rozwazaniach wykorzystano nowe sformutowanie defini-
cji procesu quasi-statycznego oraz zaproponowano nowg klas¢ proceséw quasi-
stacjonarnych.
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA

2.1. SKEADNIKI KINEMATYCZNE OSRODKA

Zjawiska kapilarne w nienasyconych materiatach porowatych sa $cisle
zwigzane z istnieniem rozbudowanej w przestrzeni porow powierzchni we-
wnetrznej cieczy. Powierzchnia ta, niezaleznie od charakteru oddziatywania
fizycznego cieczy z materialem szkieletu (zwilzania, braku zwilzania), jest
miejscem, w ktorym skupiona jest cata energia kapilarna cieczy. Energia kapi-
larna ma charakter energii wewngtrznej.

W procesach weciskania cieczy niezwilzajacej, np. rtgci, w materiat poro-
waty praca wykonywana podczas takiego procesu jest zamieniana na energi¢
kapilarng, skupiong w rozbudowywanej w przestrzeni porow powierzchni we-
wnetrznej cieczy. Powierzchnia ta oraz umownie wyodrebniona powierzchnia
kontaktu cieczy w osrodku porowatym z ciecza zewngtrzng ograniczaja obszar
zajety przez ciecz w przestrzeni porow szkieletu, a przez to okreslaja rowniez
obszar zajety przez gaz (rys. 1).

—

Rys. 1. Ilustracja procesu wciskania niezwilzajacej cieczy w kapilar¢ i w probke mate-
riatu porowatego

Catg powierzchni¢ wewngtrzng cieczy mozna podzieli¢ pod wzgledem ki-
nematycznym na dwa rodzaje: powierzchni¢ przylegania oraz powierzchnig
meniskow. Powierzchnia przylegania jest ta cze$cia powierzchni wewnetrznej
cieczy, ktora pozostaje w bezposrednim kontakcie ze szkieletem. Powierzchnia
ta pod wzgledem wielkosci dominuje nad powierzchnia meniskow 1 wraz
z cienka warstewka cieczy jest niemobilna, tj. pozostaje nieruchoma na po-
wierzchni porow szkieletu. W rozwazaniach zatozono, ze cata energia kapilarna
cieczy jest zawarta w cienkiej warstewce powierzchni jej przylegania.

Ze wzgledu na niemobilnos¢ powierzchni przylegania energia kapilarna nie
moze by¢ traktowana jako energia wewngtrzna cieczy wypetniajacej pory mate-
rialu porowatego. Energia wewnetrzna kazdego skladnika jest transportowana
wraz z tym sktadnikiem. Oznacza to, ze powierzchnia przylegania wraz z cien-
ka powierzchnig cieczy powinna by¢ traktowana w rozwazaniach jako odrgbny
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sktadnik osrodka. Takie wyodrebnienie jest uzasadnione zaréwno kinematycz-
nie, jak i1 energetycznie. Wtasnosci fizyczne tego sktadnika sg istotnie rézne od
wlasnosci cieczy wypetniajacej czes$ci wewngtrzne przestrzeni porow. Jednakze
ze wzgledu na jego charakter sktadnik ten nazwano ciecza kapilarna.

Pozostalg czg¢$¢ cieczy ograniczong warstewka cieczy kapilarnej i meni-
skami nazwano ciecza mobilng, bowiem moze ona si¢ przemieszczaé w prze-
strzeni porow. Obie ciecze — kapilarna i mobilna — w trakcie procesow mecha-
nicznych w osrodku wymieniajg mas¢ mi¢dzy sobg.

W rezultacie nienasycony osrodek porowaty w rozwazaniach makrosko-
powych zamodelowano jako czterosktadnikowe kontinuum. Tworzg je: szkielet,
gaz, ciecz kapilarna oraz ciecz mobilna. Odnosnie szkieletu zatozono, ze jest
sztywny i nieruchomy, o losowej, statystycznie jednorodnej i izotropowe;j struk-
turze przestrzeni porow.

2.2. PARAMETRYZACJA RUCHU MENISKOW

Wazng role w przebiegu procesow kapilarnych w nienasyconym materiale
porowatym odgrywa powierzchnia meniskow, tj. powierzchnia, w otoczeniu
ktorej ciecz mobilna jest w kontakcie z gazem. Aktualne polozenie meniskow
okresla jednoznacznie obszary zajete przez ptynne sktadniki osrodka w prze-
strzeni porow: ciecz kapilarng, ciecz mobilng i gaz. W odrdéznieniu od po-
wierzchni przylegania powierzchnia meniskOw moze si¢ przemieszcza¢ w trak-
cie przebiegu procesow w osrodku, powodujgc wymiang masy migdzy ciecza
mobilng a kapilarng. Powierzchnie meniskéw sa miejscami, w ktorych taka
wymiana masy zachodzi, a warunkiem jej wystapienia jest ruch meniskow.

Bioragc pod uwageg, ze w procesach quasi-statycznych ruch meniskow po-
wodowany jest zmiang ci$nienia kapilarnego p,. definiowanego jako rdéznica

cisnienia p,, w cieczy (mobilnej) oraz cisnienia p, w gazie:

Pe=Pn— Py (1)

w rozwazaniach zatozono, ze w ogélnym przypadku istnieje wielko$¢ skalarna
r okreslajgca stan roéwnowagi meniskow. Wielkos¢ ta moze by¢ funkcja
zmiennej przestrzennej X iczasu f:

r = r(x,t) 2)

Zmiana wartosci parametru » wywotuje ruch meniskoéw, a ustalenie war-
tosci tego parametru na nowym poziomie powoduje unieruchomienie meniskow
w nowej konfiguracji. Na obecnym etapie rozwazan nie okreslono charakteru
tej wielkosci. Przyjeto jedynie wstgpnie, ze w procesach quasi-statycznych
wielkos$¢ ta jest rowna roznicy cisnien w cieczy mobilnej i gazie. W takim
przypadku parametr » moze by¢ interpretowany jako cisnienie kapilarne
(r=p.). Nalezy przy tym podkresli¢, ze ci$nienie kapilarne p, zdefiniowane
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wzorem (1) nie okresla bezposrednio stanu napr¢zenia w cieczy kapilarnej jako
sktadniku rozwazanego modelu osrodka.

3. MODELOWANIE KINEMATYKI OSRODKA

Makroskopowy opis ruchu sktadnikéw nienasyconego osrodka porowatego
przeprowadzono w ramach poj¢¢ wielofazowej mechaniki osrodkow ciaghych.
Zalozono przy tym, ze pod wzgledem makroskopowym sktadniki te tworza
kontinua materialne rozumiane ogolnie jako osrodki o cigglych rozktadach
przestrzennych masy i strumieni masy. Takie podej$cie umozliwia zdefiniowa-
nie podstawowych poje¢ kinematyki tych sktadnikéw w ramach przestrzennego
opisu osrodka bez konieczno$ci poslugiwania si¢ pojeciem makroskopowej
czastki ptynu, ktérej tozsamos¢é materialna w trakcie ruchu w przestrzeni porow
nie jest zapewniona.

3.1. GESTOSCI PARCJALNE I FAZOWE SKELADNIKOW

W rozwazaniach zatozono istnienie przestrzennych obszarow reprezenta-
tywnych osrodka o objetosci dV , w ktorych wszystkie makroskopowe wielko-
Sci charakteryzujace sktadniki kinematyczne osrodka — ciecz mobilna, ciecz
kapilarna oraz gaz — maja wlasciwg reprezentacj¢ stochastyczng. W takim przy-
padku masy dm,,,dm,,dm, cieczy mobilnej, kapilarnej i gazu zawarte w ele-

mencie objetosci dV osrodka moga by¢ przedstawione w postaci:

dm, = p,dV;dm, = pdV; dm, = p,dV 3)

gdzie p,,, p,, p, oznaczajg gestosci parcjalne tych sktadnikow. Sg one zwigza-

ne z gestosciami fazowymi p,,, o, p, zaleznosciami:

ﬁm = j;smpm’ ﬁc = ﬁzscpc; ﬁg = ﬂ’sgpg (4)

gdzie przez f, oznaczono porowatos¢ objetosciowa materiatu, natomiast przez

s,,S.,8, —nasycenia cieczag mobilna, kapilarng i gazem. Nasycenia te sg defi-

m>*~cotg
niowane jako stosunek objetosci danego sktadnika, zawartego w reprezentatyw-
nej probce nienasyconego osrodka, do objgtosci porow w tej probee. Spetniaja
one tozsamosc:
Syt S, + s, =1 (5)

Zgodnie z uwagami sformulowanymi w poprzednim rozdziale dla ustalonej
wartosci parametru r ruch meniskéw oraz wymiana masy mi¢dzy cieczg mo-
bilng a kapilarng w nienasyconym materiale porowatym nie wystepujg. W takim
przypadku jedyna przyczyna zmian parametroOw nasycenia osrodka ciecza
i gazem jest zmiana gestosci sktadnikow osrodka. Przy zalozeniu, ze ciecz kapi-
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larna jest niescisliwa w trakcie rozwazanych proceséw, w przypadku braku
ruchu meniskéw nasycenie ciecza kapilarng nie ulegnie zmianie. W konse-
kwencji state sa rowniez nasycenia ciecza mobilng i gazem, bowiem sa one
w kontakcie miedzy sobg jedynie poprzez powierzchnie meniskéw. W takim
przypadku aktualne polozenie meniskéw jednoznacznie okresla obszary zajete
przez sktadniki osrodka w przestrzeni porow. Oznacza to jednoczesnie, ze nasy-
cenia cieczg mobilng, kapilarng i gazem powinny by¢ dodatkowo funkcjami
parametru » i nie mogg by¢ bezposrednio zalezne od czasu, bowiem zmiana
tych wielkosci przy ustalonej wartosci parametru » jest niemozliwa. Zatem:

S = Sy (X r(X,0)); 5. = 8. (X, (X, 0) 5 5, = 5,(X,7(X,1)) (6)
Funkcje te musza jednakze jawnie zaleze¢ od wspotrzednej przestrzennej
x, gdyz w przeciwnym przypadku jednorodnos¢ parametru » , np. w procesach
quasi-statycznych, powodowalaby jednorodnos¢ rozktadu zawartosci ptyndéw
w materiale porowatym. W takim przypadku jedyng mozliwoscig zmiany za-
wartosci ptynéw w osrodku jest przemieszczenie si¢ meniskow.
Funkcje (6) sa jawnie zalezne od czasu jedynie w przypadku gdy ciecz ka-
pilarna jest Scisliwa. Nasycenia (6) okreslone sg wzorami:

Sw= Su(XLr(X,0); s, = 5, (%0,r(X,0)5 5, = 5, (X, 1,7(X, 1)) (7
3.2. STRUMIENIE MASY SKEADNIKOW

Po to, aby zdefiniowac strumienie i pola predkosci transportu masy po-
szczegolnych sktadnikéw kinematycznych nienasyconego osrodka porowatego,
analizie poddano infinitezymalny element dS powierzchni kontrolnej 0D
ograniczajacej obszar D:

dS=ndS ®)
gdzie dS oznacza pole tego elementu, a n — jednostkowy wektor prostopadty
do elementu powierzchni, zewngtrznie zorientowany wzgledem obszaru D .

Ze wzgledu na niemobilnos¢ cieczy kapilarnej jej strumien masy d@,

przez element powierzchni dS jest rowny zero:
d®. =0 9)

Pozostate dwa sktadniki ptynne osrodka — ciecz mobilna i gaz — prze-

mieszczajg si¢ w osrodku. Zatem ich strumienie masy d®,, i d®, , przeptywa-

jace przez element powierzchni dS, sg rézne od zera. Sg one zwigzane z par-
cjalnymi wektorami strumieni masy q,, i q, zaleznosciami:
do, =q, -dS, dd, =q, -dS (10)

gdzie kropka oznaczono iloczyn skalarny wektorow.
Waznym elementem kinematyki rozwazanego osrodka, silnie wplywaja-
cym na ruch cieczy mobilnej i gazu, jest ruch meniskow. Ich oddzialywanie ze
szkieletem oraz ciecza i gazem powoduje, ze ruch meniskéw w osrodku istotnie
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rozni si¢ od ruchu kazdego ze sktadnikéw osrodka. Mozliwe sg sytuacje,
w ktorych mimo ruchu ptynéw ruch meniskdéw nie wystepuje. Jednakze kazdej
zmianie polozenia meniskOw towarzyszy ruch czesci cieczy mobilnej i czesci
gazu. Oznacza to, Zze lokalna kinematyka cieczy mobilnej i gazu okreslona jest
przez dwa czynniki: ruch meniskéw oraz ruch swobodny kazdego z tych sktad-
nikéw w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach. Z tego wzgledu zatozono,
ze parcjalne strumienie masy cieczy mobilnej 1 gazu maja dwie sktadowe. Jedng

sktadowa tworza strumienie masy q, i q, zwigzane z ruchem meniskow.

Strumien ten wykorzystano do zdefiniowania pola predkosci meniskow. Druga
sktadowg tworza natomiast strumienie masy zwigzane ze swobodnym ruchem
tych sktadnikow w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach.

Parcjalne strumienie masy cieczy mobilnej i gazu mozna zatem przedstawic¢
W postaci:

q,=q,+9,; q,=q, +q/ (11)

Jednoczesnie przyjeto, ze parcjalne strumienie q,, i q, oraz ﬁ,{; i qg

zwigzane sg ze strumieniami fazowymi q i q, oraz q-,’:l i qé zalezno$ciami:

Q= f,5,q; q) = /5,4, (12)
q; = [,5,47 ; q = f,s.9q. (13)

przy czym:
q,=9,+49,; 4,=9" +q/ (14)

gdzie q,, 1 q, oznaczajg fazowe strumienie masy cieczy mobilnej i gazu.

m

Strumienie q,, i qj cieczy mobilnej i gazu zwigzane z ruchem meni-

skow powinny przyjmowaé wartos¢ zerowa w przypadku gdy meniski sg nieru-
chome, wigc strumienie masy obu sktadnikéw powinny by¢ funkcjami lokal-
nych zmian parametru r, ktory okresla ich stan réwnowagi. Z tego powodu
reprezentacje tych strumieni przyjeto w postaci:

m r ar . m r ar
qm :qm_ 2 qg :qga

Py (15)

gdzie q) i q, — strumienie masy cieczy mobilnej i gazu powodowane ru-

chem meniskdw w r -przestrzeni, tj. strumienie wywotane zmianami parametru
r . W rozwazaniach r -przestrzen jest analogiem czasoprzestrzeni.

W reprezentacjach (15) wykorzystano pochodne lokalne parametru r, bo-
wiem strumienie masy (15) powinny przyjmowac wartosci zerowe w przypadku
gdy procesy zachodzace w takim osrodku sag stacjonarne. Dla takich procesow
ruch meniskow nie wystepuje.
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3.3. POLA PREDKOSCI SKEADNIKOW I MENISKOW

Ze wzgledu na fakt, ze strumienie (15) charakteryzuja transport masy cie-
czy mobilnej i gazu powodowany ruchem meniskow, wykorzystano te wielko-

$ci, zeby zdefiniowaé pole predkosci v™ (X, ) ruchu meniskow. Definicj¢ tej
predkosci przyjeto w postaci:
v (x,r) = a4 — q_g
Pm Pg
Tozsamos¢ (16) moze by¢ interpretowana jako zadanie, aby predkosci ru-
chu czesci cieczy mobilnej 1 gazu w przestrzeni porow szkieletu, zwigzane z
ruchem meniskow, byly rowne.
Po uwzglednieniu reprezentacji (15) otrzymano:

(16)

or
vi(x,r) = vV (X,r)— 17
(x,7) (x,7) Py 17)
gdzie wielkos¢:
vi(x,r) = 4 _ 92 (18)
Pm  Pg

moze by¢ interpretowana jako ,,predko$¢” ruchu meniskow w r -przestrzeni.
Wielkos$¢ ta charakteryzuje szybkos¢ zmiany potozenia meniskow przy zmianie
parametru r .
Wykorzystujac z kolei strumienie qﬁ i q£ , mozna zdefiniowac¢ pola pred-
kos$ci ruchu czgsci swobodnych cieczy mobilnej i gazu:
s . s
i = vy = 3 (19)
Pm Pg
Po uwzglednieniu wyrazen (12)-(18) strumienie (11) masy cieczy mobilne;j
1 gazu mozna przedstawi¢ w postaci:

_ or -

Z wyrazen (20) i (21) wynika, Ze pola predkosci V,’Z 1 vé charakteryzuja

ruch cieczy mobilnej i gazu przy ustalonych rozktadach nasycenia osrodka oby-
dwoma sktadnikami.

Z (20) i (21) otrzymano wyrazenia dla wypadkowych pdl predkosci cieczy
mobilnej 1 gazu w postaci:
vmzhzvr@+v£ : Vg=—=v,@+v{; (22)

Lo ot Pq ot
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4. ROWNANIA BILANSU MASY SKEADNIKOW

4.1. ROWNANIE BILANSU MASY CIECZY KAPILARNE]J

Ze wzgledu na niemobilno$¢ cieczy kapilarnej jej rdwnanie bilansu masy
przyjmuje postac:

.
ot

Wielko$¢  w réwnaniu (23) reprezentuje zrodto objgtosciowe masy cie-
czy kapilarnej. Okresla ono mase cieczy kapilarnej, jaka powstaje z cieczy mo-
bilnej w jednostce czasu, w jednostce objetosci osrodka.

Biorac pod uwage, ze w procesach stacjonarnych nie nastgpuje wymiana
masy cieczy kapilarnej z ciecza mobilng, bowiem parametr » nie ulega zmia-
nie, wielko$¢ i/ przyjeto w postaci:

. _or
=y — 24
Vo=V (24)

Woéwecezas rownanie bilansu (23) dla procesow stacjonarnych jest spetnione
tozsamosciowo. Oznacza to jednoczesnie, ze rozklad cieczy kapilarnej w takich
procesach musi by¢ okreslony na podstawie innych rownan.

Wielkos$¢ y, w wyrazeniu (24) okresla masg cieczy kapilarnej, jaka po-
wstaje z cieczy mobilnej w jednostce objetosci osrodka przy jednostkowej
zmianie parametru 7. Jest ona zwigzana z wielkoscia v, , odniesiong do jed-

-7 (23)

nostki objetosci cieczy kapilarnej, zaleznoscia:
v, = fs.v, (25)

4.2. ROWNANIA BILANSU MASY CIECZY MOBILNEJ I GAZU

Z uwzglednieniem reprezentacji (20) i (21) strumienia masy cieczy mobil-
nej 1 gazu oraz istnienia wymiany masy mie¢dzy ciecza mobilng a kapilarng lo-
kalne postacie réwnan bilansu masy cieczy mobilnej i gazu moga by¢ zapisane
nastepujaco:

Do+ divlpy,) = -7 26)
"
s 4 an(p,v,) =0 @7)

gdzie wypadkowe pola predkosci v, i v, obu skladnikow dane sg wyrazenia-

mi (22), natomiast objetosciowe zrodto w okreslone jest wzorem (25).
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5. ROWNANIA BILANSU PEDU SKEADNIKOW

Przyjety w rozwazaniach czterosktadnikowy model kinematyki nienasyco-
nego osrodka porowatego wymaga sformulowania trzech rownan bilansu pedu.
Dotyczy to: cieczy kapilarnej, mobilnej oraz gazu. Ze wzgledu na niedeformo-
walno$¢ i niemobilnos¢ szkieletu jego réwnanie bilansu pedu pominigto, traktu-
jac szkielet jak przestrzen, z ktdrg moga oddziatywac sitowo pozostate sktadniki
osrodka.

Warstewka cieczy kapilarnej na poziomie mikroskopowym separuje ciecz
mobilng i szkielet od siebie, dlatego sktadniki te nie moga bezposrednio oddzia-
tywaé ze sobg powierzchniowo. Oddzialywanie takie moze natomiast wystepo-
wa¢ miedzy cieczg kapilarng a kazdym z pozostalych sktadnikow osrodka.
W przypadku cieczy niezwilzajacych obszary przestrzeni pordw zajete przez
gaz s3 miejscem oddziatywania powierzchniowego gazu ze szkieletem. Dla
cieczy zwilzajgcych materiat szkieletu obszary zajete przez gaz sa natomiast
miejscem oddzialywania powierzchniowego gazu z cieczg kapilarng lub szkiele-
tem w zaleznosci od charakteru przebiegu procesu.

Szczegdlng role w strukturze oddziatywan migdzy sktadnikami nienasyco-
nego materialu porowatego odgrywaja miejsca wystgpowania meniskow.
W analizowanym przypadku wystepuja oddzialywania wszystkich czterech
sktadnikoéw osrodka: szkieletu, gazu, cieczy kapilarnej i cieczy mobilne;j. Jest to
jedyne miejsce, w ktorym gaz oddziatuje powierzchniowo bezposrednio z cie-
cza mobilng, natomiast oba te sktadniki oddziatujg ,,liniowo” poprzez menisk
z cieczg kapilarng w miejscach jej kontaktu z meniskiem. Nalezy przy tym pod-
kresli¢, ze oddziatywanie sktadnikow w otoczeniu meniskow z uwagi na brak
ich wzglednego ruchu nie ma dyssypacyjnego charakteru.

Ze wzgledu na kinematyczny zwigzek cieczy kapilarnej ze szkieletem
i niemobilno$¢ obu sktadnikow kazde oddziatywanie cieczy mobilnej i gazu
z cieczg kapilarng moze by¢ rozwazane jako bezposrednie oddziatywanie tych
sktadnikow ze szkieletem.

Wystepujace na poziomie mikroskopowym powierzchniowe oddziatywa-
nia sktadnikow osrodka oraz oddziatywania ,,liniowe” niektorych z nich mode-
lowano na poziomie makroskopowym jako oddziatywania obj¢tosciowe (lub
masowe).

5.1. ROWNANIA BILANSU PEDU CIECZY KAPILARNE]

Z uwagi na to, ze w og6lnym przypadku ciecz kapilarna jest w bezposred-
nim kontakcie ze szkieletem, cieczg mobilng oraz gazem, wszystkie trzy sktad-
niki osrodka oddziatujg sitami obje¢tosciowymi na ciecz kapilarng. Ze wzgledu
na niemobilnos¢ cieczy kapilarnej jej rownanie bilansu pedu ma charakter row-
nania réwnowagi sil. Jego lokalng posta¢ mozna przedstawic nastepujaco:

div(T,) + T + T, + T, +PE+Y W= 0 (28)
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Tom > ncg -

gdzie i — tensor parcjalnego naprezenia w cieczy kapilarnej, T

gestosci objetosciowe sit oddziatywania (odpowiednio) szkieletu, cieczy mobil-
nej i gazu na ciecz kapilarng. Wielko$¢ p.g reprezentuje natomiast sity oddzia-
tywania pola grawitacyjnego na ten sktadnik, przy czym g jest wektorem przy-
spieszenia ziemskiego. Przez w oznaczono predko$¢ masy wymienianej mig-
dzy ciecza mobilng a kapilarng. Skladnik i w reprezentuje ped wymieniany
wraz masg w jednostce objetosci osrodka.

Réwnanie (28) stanowi jednoczesnie definicje sity @, oddziatywania ob-

jetosciowego szkieletu na ciecz kapilarng. Oznacza to, ze jest ono spelnione
tozsamosciowo dla dowolnej postaci sit wystepujacych w tym réwnaniu. Z tego
wzgledu rownanie to nie odgrywa istotnej roli w opisie ruchu ptynéw w takim
osrodku.

5.2. ROWNANIA BILANSU PEDU CIECZY MOBILNE]

Ciecz mobilna nie ma bezposredniego kontaktu ze szkieletem, dlatego mo-
ze jednie oddziatywac z ciecza kapilarng i gazem, przy czym oddzialywanie
z gazem moze mie¢ jedynie charakter ci§nieniowy, bowiem oba ptyny pozostaja
ze sobg w kontakcie jedynie poprzez powierzchnie meniskow. Jednakze tego
typu oddziatywanie w mechanice osrodkow wielosktadnikowych nie jest trak-
towane jako oddzialywanie objgtosciowe skladnikoéw. Jest ono uwzgledniane
w opisie na etapie formulowania napr¢zeniowych zwigzkdéw konstytutywnych.
Z tego wzgledu jedyna sitg oddziatywania objetosciowego, jaka jest wywierana
na ciecz mobilng, jest sita oddzialywania z ciecza kapilarng o gestosci objeto-
sciowej m,,. :

T, =-T, (29)

mc cm

Sita ta zawiera przynajmniej dwie sktadowe oddzialywania o odmiennym
charakterze: site lepkiego oddzialywania wynikajaca z ruchu wzglednego
sktadnikéw oraz sit¢ oddziatywania kapilarnego.

W réwnaniu bilansu pedu cieczy mobilnej dodatkowo nalezy uwzglednié
wymiang¢ pedu —y w z ciecza kapilarna zwigzang z wymiang masy miedzy
tymi sktadnikami. Réwnanie bilansu pgdu cieczy mobilnej przyjmuje postac:

—apﬁtv 24 div(p, (v, ®V,)) = div(T,)+ R, + P8~ W (30)

Wykorzystujac rownanie bilansu masy (26) cieczy mobilnej, z zalezno$ci
(30) otrzymano:
_ D,v, - — —
me =dwT)+=m,. +p,8-wv(w-v,) (31)
gdzie:
D,,()/Dt=0()/ot+v,,- grad()
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przy czym przez v,, oznaczono wypadkowa predkos¢ cieczy mobilnej okreslo-
ng wzorem (22);, a przez Tm — tensor parcjalnego naprezenia w cieczy mobil-
nej, zwigzany z tensorem naprezenia fazowego T, zaleznoscia T, = f,s, T, .
Gestos¢ objetosciowa m,,. sily oddziatywania jest zwiazana z jej gestoscig ma-
sowa m,,. zaleznoscia:
T = Pl (32)
Ostatni wyraz w rownaniu (31) reprezentuje sit¢ odrzutu powodowana
wymiang masy mi¢dzy cieczg mobilng i kapilarna.

5.3. ROWNANIA BILANSU PEDU GAZU

Wykorzystujac argumentacje przytoczong w poprzednim rozdziale, sile
oddziatywania cisnieniowego mi¢dzy gazem a ciecza mobilng uwzgledniono
przy analizie warunkow roéwnowagi ukladu na etapie formutowania zwigzkow
konstytutywnych. Oznacza to, Zze sila objetosciowa, ktorg nalezy uwzglednic¢
przy formulowaniu réwnania bilansu pedu gazu w nienasyconym materiale
porowatym, oprocz sity oddziatywania grawitacyjnego, jest sita oddziatywania
z cieczg kapilarng Iub szkieletem. Rownanie to mozna zapisa¢ w postaci:

a— —
L i (v, @) = div(T) + Ty + 7,8 33)

gdzie v, oznacza wypadkowa predkos¢ gazu okreslong wzorem (22),, nato-
miast T,, =-7,, (a=c,s)— objetosciows gestos¢ sily oddziatywania cieczy
kapilarnej (lub szkieletu) na gaz, zwiazana z ggstoscig masowa 7, (lub )
zaleznoscia:

Ty =Pyt (T =Py, (34)

Po uwzglednieniu réwnania bilansu masy gazu (27) rownanie (33) mozna
zredukowa¢ do postaci:

D Vr . =1 — —
pg# = div(T,) +7,, +p,g (35)

gdzie:
D,()/Dt=0()/ot+v, - grad()

natomiast Tg = f,s,T, jest tensorem parcjalnego naprezenia w gazie.
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6. ROWNANIA BILANSU ENERGII WEWNETRZNEJ UKEADU

Wykorzystujac zdefiniowane wczesniej wielkosci charakteryzujace stan
poszczegblnych sktadnikow nienasyconego osrodka porowatego oraz ich réw-
nania bilansu masy i pgdu, mozna sformutowaé¢ rownanie bilansu energii we-
wnetrznej rozwazanego uktadu jako calosci. RoOwnanie to przyjmuje postac:

_oOu, _ Dyu, _ Du, _ _
c m“m _ DT ) DT
Peg S+ Pu—p "t Pe #(D,T,)-{D,T,) 6
_Emc'vm_ﬁga‘Vg-l- y7(um_uc‘+vm.(w_vm/2)) = _Z&

gdzie przez u,,u ,u, oznaczono gestosci masowe energii wewnetrznych (od-

c>m> g
powiednio) cieczy kapilarnej, mobilnej 1 gazu, natomiast przez wielko$¢ y, —

szybkos$¢ lokalnej wymiany energii cieplnej sktadnikow ptynnych osrodka ze
szkieletem.

7. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono nowy makroskopowy model procesow transportu cie-
czy i gazu w nienasyconych materiatach porowatych. Rozwazania przeprowadzono
na podstawie metod 1 koncepcji wieloskladnikowej mechaniki kontinuum. Kluczo-
wym elementem zaproponowanego modelu fizycznego nienasyconego osrodka jest
podzial cieczy czg¢sciowo wypeiajacej przestrzen poréow na dwa skladniki: ciecz
mobilng i ciecz kapilarng. Ciecz mobilna zachowuje wiasnosci fizyczne cieczy
wystepujacej poza przestrzenig porow 1 moze si¢ przemieszcza¢ w osrodku. Ciecz
kapilarna tworzy cienkg warstewke przylegajaca do powierzchni poréw szkieletu.
Z tego powodu ciecz ta jest niemobilna i ma inne wlasnosci fizyczne. Skupia ona
cala energi¢ kapilarng cieczy. Obie ciecze wymieniaja mas¢ mi¢dzy sobg w trak-
cie ruchu meniskow, ktory jest opisywany w modelu niezaleznym makroskopo-
wym polem predkosci. Sformutowano kinematyke sktadnikéw osrodka, rownania
bilansu masy, pedu oraz energii wewngtrznej catego uktadu.

Umozliwilo to (patrz: cz¢$¢ 1) wyprowadzenie uktadu réwnan opisujacych
po raz pierwszy makroskopowy przebieg quasi-statycznych procesow kapilar-
nego transportu cieczy i gazu jako szczegélnego przypadku sformutowanego
modelu. Rownania te majg uogoélniong postac niestacjonarnej dyfuzji, w ktorych
zamiast czasu — jako zmiennej niezaleznej — wystepuje cisnienie kapilarne.

Sformutowany w pracy matematyczny model radykalnie zmienia obraz
przebiegu procesOw transportu cieczy i gazu w nienasyconym materiale poro-
watym. Wykazano, ze procesy kapilarnego transportu w takim osrodku zacho-
dza w pieciowymiarowej ci§nienio-czasoprzestrzeni, a proba ich opisu wylacz-
nie w kategoriach zmian czasowych i przestrzennych zawsze bedzie implikowa-
fa niejednoznaczne zaleznosci i trudno wyttumaczalne efekty wynikajace z re-
dukcji jednego wymiaru ich przebiegu.
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Mieczystaw Cieszko

MODELOWANIE KAPILARNEGO TRANSPORTU CIECZY
W NIENASYCONYCH MATERIALACH POROWATYCH.
I1. OPIS PROCESOW QUASI-STATYCZNYCH
1 QUASI-STACJONARNYCH"

1. WSTEP

Praca jest kontynuacja poprzedniej 1 wraz z nig tworzy integralng catos¢.
W czgsci Il zaproponowano nowa definicj¢ procesu quasi-statycznego oraz
nowg klas¢ procesow quasi-stacjonarnych, w ktorych warunki brzegowe proce-
su stacjonarnego ulegaja quasi-statycznej ewolucji. Umozliwito to wykorzysta-
nie wynikdw pierwszej czg¢sci pracy 1 wyprowadzenie réwnan opisujgcych
makroskopowe procesy quasi-stycznego i quasi-stacjonarnego transportu cieczy
i gazu w materiatach porowatych, a takze sformutowanie rownan konstytutyw-
nych dla tych procesow. Dotyczy to m.in. opisu procesoOw weciskania rtgci
W porozymetrii rt¢ciowej oraz przeptywu lepkiej cieczy i gazu przez materiat
porowaty w warunkach niepetnego nasycenia.

2. ROWNANIA I PODSTAWOWE ZALOZENIA

2.1. PODSTAWOWE ZALOZENIA

W rozwazaniach przedstawionych w pracy [9] zatozono, ze nienasycony
osrodek porowaty jest makroskopowo modelowany jako czterosktadnikowe
kontinuum. Tworza je: szkielet, gaz, ciecz kapilarna oraz ciecz mobilna.
O szkielecie zatozono, ze jest sztywny i nieruchomy, o losowej, statystycznie
jednorodnej i izotropowej strukturze przestrzeni porow. Ciecz kapilarna jest
zawarta w cienkiej warstewce rozbudowanej w przestrzeni porow powierzchni
wewngtrznej cieczy, przylegajacej do powierzchni szkieletu. Warstewka ta jest
nieruchoma i zawiera calg energi¢ kapilarng cieczy. Wilasnos$ci fizyczne tego
sktadnika sa istotnie rozne od wlasnosci cieczy wypetniajacej czgs¢ wewnetrzng
przestrzeni poréw. Pozostata czgs¢ cieczy ograniczona warstewka cieczy kapi-
larnej i meniskami tworzy sktadnik, ktéry moze si¢ przemieszcza¢ w przestrzeni
porow w trakcie procesOw mechanicznych. Dlatego sktadnik ten nazywany jest
cieczg mobilng. Obie ciecze — kapilarna i mobilna — wymieniajag mas¢ mi¢dzy
soba w otoczeniu meniskéw podczas ich ruchu.

Istotne znaczenie w przebiegu procesow kapilarnych w nienasyconym ma-
teriale porowatym ma powierzchnia meniskow, tj. powierzchnia, w otoczeniu

* Praca zostala wykonana w ramach realizacji projektu badawczego wlasnego Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego Nr N N501 325335.
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ktorej ciecz mobilna jest w kontakcie z gazem. Aktualne polozenie meniskow
okresla jednoznacznie lokalne nasycenie plynnymi sktadnikami osrodka

w przestrzeni poréw, tj. cieczg mobilng (s, ), kapilarng (S.) oraz gazem (s, ).

Nasycenia te sa definiowane jako stosunek objetosci danego sktadnika, zawar-
tego w reprezentatywnej probce nienasyconego osrodka, do objetosci porow
w tej probee i spelniajg tozsamos¢é:

Syt s, + s, =1 (1)

W odroéznieniu od powierzchni przylegania powierzchnia meniskow moze
si¢ przemieszcza¢ w trakcie przebiegu procesow w osrodku niezaleznie od ru-
chu cieczy mobilnej i gazu w aktualnie zajmowanych przez nie obszarach. Dla-
tego ruch meniskow charakteryzowany jest niezaleznym polem predkosci.

W modelu zatozono, ze istnieje wielkos¢ skalarna » okreslajaca stan row-
nowagi meniskow, ktora w procesach quasi-statycznych jest utozsamiana
z ci$nieniem kapilarnym p, definiowanym jako roznica ci$nienia p, w cieczy

(mobilnej) oraz cisnienia p, w gazie. Zatem:
Fr=pc=Pm—Pg (2)

Cisnienie kapilarne nie okresla jednakze bezposrednio stanu naprezenia
w cieczy kapilarnej jako sktadniku rozwazanego modelu osrodka.

Parametr » moze by¢ funkcjg zmiennej przestrzennej x iczasu ¢ (r = 1(x,1)).
Zmiana wartosci parametru » wywotuje ruch meniskow, a ustalenie wartosci
tego parametru na nowym poziomie powoduje unieruchomienie meniskow
w nowej konfiguracji. Oznacza to, ze nasycenia cieczg mobilng, kapilarng
i gazem powinny by¢ dodatkowo jawnymi funkcjami parametru 7 :

Sy = S (XX, 0); 5. = 5,(X,61(X,0); 5, = 5, (X,1,7(X, 1)) 3)

przy czym w przypadku gdy ciecz kapilarna jest niescisliwa, parametry nasyce-
nia ptynami nie mogg by¢ jawnie zalezne od czasu, bowiem zmiana tych wiel-
kosci przy ustalonej wartosci parametru » jest niemozliwa. W takim przypadku
nasycenia (3) przyjmujg postaé:

S = 8, (X r(X,0); 5, = 5.(X,r1(X,0); 5, = 5,(X,7(X,1)) 4)

2.2. ROWNANIA BILANSU SKEADNIKOW

Makroskopowy opis ruchu sktadnikéw nienasyconego osrodka porowatego
sformutowano w ramach poj¢¢ wielofazowej mechaniki osrodkow ciagtych.
Zatozono przy tym, ze pod wzgledem makroskopowym sktadniki osrodka
(ciecz kapilarna, mobilna oraz gaz) tworza kontinua materialne rozumiane
ogoblnie jako o$rodki o ciaglych rozktadach przestrzennych masy i strumieni
masy. Takie podejscie umozliwito zdefiniowanie podstawowych poje¢ kinema-
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tyki tych sktadnikéw w ramach przestrzennego opisu o$rodka oraz sformutowa-
nie rownan bilansu masy i1 pgdu tych sktadnikéw, a takze rownania bilansu
energii wewnetrznej uktadu. Maja one postac:

— réwnania bilansu masy:

p,
e _ 5
o (5)
L R ©)
ot
05
Pe +aifp,v,) =0 (7)
ot
— réwnania bilansu pedu:
div(T,) + Ty + T, + Ty + P8+ W= 0 (®)
D _
Pt = div(T,) 4 T, + P8~ (W Y,,) ©)
_ D,v g _ _
P, lg)tg = div(T,)+ T, +p,8 (10)

— réwnania bilansu energii wewnetrznej uktadu:

D u D,u

_ Ou, _ mhm | = g'g T T
TRy ~(D,T,)-u(D,T, )- )
-, V, —ﬁga "V, z/7(um -u.+v, -(w—vm/2)) =—Z,

gdzie:

D,=1(V®v,+v,®V); D,()/Dt=0()/ét+v, grad()  (12)
dla a=m, g, natomiast p,,p., P, oznaczajg gestosci parcjalne (odpowied-
nio) cieczy mobilnej, kapilarnej i gazu. Sg one zwigzane z gestosciami fazowy-
mi p,, p., P, zaleznosciami:

przy czym f, — porowato$¢ objgtosciowa osrodka.
Przez Ta =fs,T,, T,, u,(aa =m,c, g, g, W, y,w rownaniach

(5)-(11) oznaczono (odpowiednio) parcjalne i fazowe tensory naprezenia
w sktadnikach osrodka oraz ich ggstosci masowe energii wewnetrznej, wektor
przyspieszenia ziemskiego, predkos¢ masy wymienianej mi¢dzy cieczg mobilng
a kapilarng oraz szybko$¢ lokalnej wymiany energii cieplnej sktadnikow ptyn-
nych osrodka ze szkieletem, natomiast przez @, T, R, (W3 =—Tp,) —

gestosci objetosciowe sit oddziatywania (odpowiednio) szkieletu, cieczy mobil-
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nej i gazu na ciecz kapilarng. Sg one zwigzane z gestosciami masowymi
T, T, T, tych wielkosci zaleznosciami:

Teg = PeTess e = PmTpe s ngc ngTlgC

Wektory v, i v, reprezentuja wypadkowe pola predkosci ruchu cieczy

mobilnej 1 gazu. Charakteryzuja one gestosci masowe strumieni transportu ma-
sy tych ptynéw zwigzane zarowno z ich ruchem w aktualnie zajmowanych
przez nie obszarach, jak i z ruchem meniskéw opisywanym niezaleznym polem
predkosci, ktory powoduje zmiany zajmowanych przez nie obszarow. Wypad-
kowe pola predkosci cieczy mobilnej i gazu dane sa wyrazeniami:

v, =V +v"; vg:VngV’" (14)
gdzie:
m r ar
v (X,I")EV (X:r)a_ (15)
t

natomiast wielko$¢ v" (X, 7)moze by¢ interpretowana jako ,,predko$¢” ruchu
meniskoOw w r -przestrzeni. Wektor ten charakteryzuje szybko$¢ zmiany poto-
zenia meniskOw przy zmianie parametru 7 .

Wielko$¢ 7 w rownaniach (5) i (6) oraz (8), (9) i (11) reprezentuje zrodio
objetosciowe masy cieczy kapilarnej. Okresla ono mas¢ cieczy kapilarnej, jaka
powstaje z cieczy mobilnej w jednostce czasu, w jednostce objetosci osrodka.
Biorac pod uwagg, ze w procesach stacjonarnych wymiana masy cieczy kapi-
larnej z cieczg mobilng nie zachodzi, bowiem parametr » nie ulega zmianie,
w modelu zalozono:

v =, orfer (16)

gdzie wielko$¢ w, = f, s. y, okresla mas¢ cieczy kapilarnej, jaka powstaje
z cieczy mobilnej w jednostce objetosci osrodka przy jednostkowej zmianie
parametru r .

3. OPIS PROCESOW QUASI-STATYCZNYCH

Standardowo proces quasi-statyczny w uktadzie definiowany jest jako bar-
dzo powolny proces, w ktérym ewolucja stanu uktadu realizowana jest w spo-
sob ciaggly poprzez stany rownowagowe uktadu. Taka definicja jednakze jest
mato praktyczna, bowiem jest formutowana w oderwaniu od ogdlnego przebie-
gu procesow w danym uktadzie. Proces quasi-statyczny powinien by¢ definio-
wany jako przypadek szczegolny przebiegu procesow w uktadzie.

W rozwazaniach wykorzystano definicje procesu quasi-statycznego jako
bardzo powolnego procesu, w ktorym wszystkie gradienty wielko$ci charakte-
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ryzujacych stan materialow w ukladzie sg pomijalnie mate, a jego przebieg nie
zalezy od szybkosci powolnych zmian wszystkich niezaleznych wielkos$ci opi-
sujacych stan uktadu. Oznacza to, ze w procesach quasi-statycznych dyssypacja
wewnetrzne] energii mechanicznej jest pomijalnie mata. Dlatego szybkos¢ y,

lokalnej wymiany energii cieplnej sktadnikow ptynnych odrodka ze szkieletem
w takich procesach jest rowna zeru. Rownanie bilansu energii wewngtrznej
uktadu powinno by¢ natomiast spelnione tozsamosciowo dla dowolnych warto-
sci bardzo powolnych zmian niezaleznych wielkosci charakteryzujacych stan
uktadu.

W przypadku rozwazanego nienasyconego osrodka porowatego zachodzacy
w nim proces jest traktowany jako quasi-statyczny, jesli gradienty nastgpuja-
cych wielkosci moga by¢ uznane za pomijalnie mate:

Pos Pus Pos T (17)

f

Sktadowe v/, v/, v" wypadkowych pél predkosci v v, cieczy mo-

bilnej 1 gazu nie moga by¢ uznane za jednorodne, gdyz ich dywergencje sa
zwigzane ze zmianami nasycenia i gestosci tych sktadnikow poprzez ich row-
nania ciagtosci.

Nasycenia cieczag mobilna, gazem oraz cieczg kapilarng podobnie jak po-
rowato$¢ objetosciowa czy inne parametry struktury przestrzeni poréw nie sa
wielkosciami charakteryzujacymi stan materiatu. Dlatego w procesach quasi-
-statycznych gradienty tych wielko$ci mogg mie¢ duze warto$ci, a mimo to
uktad moze znajdowac si¢ w stanie rOwnowagi statycznej. Parametrami stanu
materiatu sg wielkosci, ktérych niejednorodno$¢ wywotuje procesy transportu w
uktadzie.

3.1. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

Ponizej przeanalizowano konsekwencje, jakie naktada réwnanie bilansu
energii wewngtrznej nienasyconego materiatu porowatego na zwigzki konstytu-
tywne w przypadku gdy procesy zachodzace w takim materiale przebiegaja
quasi-statycznie. W rozwazaniach przyjeto zatozenie, ze gestosci energii we-
wnetrznych cieczy mobilnej i gazu, a takze cieczy kapilarnej sa jednoznacznymi
funkcjami ich gestosci fazowych:

Uy = Uy (p,)s ug = ug (pg)s ' = ul(p,) (18)
przy czym energia wewngtrzna niezwilzajacej cieczy kapilarnej jest wigksza od
energii wewngtrznej cieczy mobilnej, w zwiazku z ktora zatozono, ze ma takie
same wilasnosci jak ciecz poza osrodkiem porowatym. W przypadku cieczy
zwilzajacej jest odwrotnie.
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Bioragc pod uwage zaproponowang definicj¢ procesu quasi-statycznego,
rownania bilansu masy (5)-(7), zwiazki konstytutywne (18) oraz tozsamosc¢ (1),
réwnanie bilansu energii wewngtrznej (11) mozna przedstawi¢ w postaci:

rtr[D +T + (8, P TS pg)l ]+
+tr[D +fvsmpm ]+tr[Df( + /8,01 )]
v} @y~ fopp grad(s,)) - v] &, — f,p, grad(s,))-
— iV R, + Ry — £ (P grad(s,) + p, grad(s,))] +

19)
F YV, (W, [2) + fvsm(&w:;‘—u:" p‘Jpc
Pm P,

+

+f{(p pg)aat (pc(pm/pmw —u")— pg)a;‘}

|
(=)

+ fvf'((p pg)aa (,Oc(pm/pm+u —u")— pg)aaS;j .

gdzie kropka oznaczono pochodng wzgledem czasu (& =0a/dt ) oraz wyko-
rzystano termodynamiczne definicje cisnien sktadnikéw osrodka:
2 du,, 2 du"; > du,

s Py =P s Pe= Pe——
dp, ¢ "fdp, dp,

Pu=P (20)

Ze wzgledu na niezaleznos¢ wielkosci D", D/

VO
o Dgs Vo Vi Voo f
réwnanie (19) jest spelnione tozsamosciowo dla dowolnego quasi-statycznego pro-
cesu, jesli wyrazenia wystepujace przy tych wielkosciach sg tozsamosciowo rowne

Zeru.

Otrzymano:

Tmz_fvsmpml; Tg:_fvsgpgl (21)
me = fo0, grad(s,) 5 m, = f,p, grad(s,) (22)
Py 4 Be (23)

P Pe

os 0s
- ™+ \p. — < =0 24
(o= p )52+ (b= 2 ) 4

os 0Os
< =0 25
(b= p. )72 4 (b~ 2, )5 (25)
w=v, /2 (26)
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Wyrazenia (21) i (22) definiuja (odpowiednio) postacie naprezen parcjal-
nych w cieczy mobilnej i gazie oraz sity oddziatywania objgtosciowego cieczy
mobilnej oraz gazu na szkielet w nienasyconym osrodku porowatym podczas
quasi-statycznych procesow.

Zaleznosci (23)-(25) okreslaja warunki wymiany energii cieczy mobilnej
1 kapilarnej w procesach quasi-statycznych, zwigzanej z wymiang masy mi¢dzy
nimi. Z (23) wynika, ze ggstosci masowe catkowitych energii obu cieczy:

m m c c

P dp, P. dp,
w takich procesach sg rowne.
Przyjeto dodatkowe zatozenie konstytutywne, ze nasycenie cieczg kapilar-
ng jest jednoznaczng funkcjg nasycenia cieczg mobilna:

(27)

S =5.(5,) (28)
wigc zaleznosci (24) 1 (25) zredukuja si¢ do postaci:
ds,(p,-p,)+ds.(p.—p,) =0 (29)

Z (29) wynika, ze suma prac wykonywanych przez ciecz mobilng i ciecz
kapilarng przy zmianie nasycenia osrodka tymi sktadnikami jest rowna zeru.

Ze wzgledu na to, ze stala warto$¢ ci$nienia kapilarnego p, =p,, — Dq
okresla stan rownowagi meniskow, wowczas wielkos¢ ds,, /ds, jest lokalnie
jedynie funkcja cisnienia kapilarnego p., z (29) wynika, ze wzgledne ci$nienie
w cieczy kapilarnej p,—p, jest lokalnie jednoznacznie okreslone przez
wzgledne cisnienie w cieczy mobilnej p, = p,, — p, , §j. przez cisnienie kapi-
larne, bez wzgledu na warto$¢ cisnienia w gazie:

B - ds,, (30)
P.— D, P, s

c

W procesach quasi-statycznego ruchu cieczy niezwilzajacej w nienasyco-
nym materiale porowatym zawsze spelnione sg nierownosci:

p.>0;ds, /ds, >0 (31)
Woéwczas z wyrazenia (30) wynika, ze wzgledne ci$nienie w cieczy kapi-
larnej p.—p, jest zawsze ujemne bez wzgledu na wartos¢ cisnienia w gazie.

W przypadku gdy w osrodku wystepuje sama ciecz, rowniez cisnienie p,

w cieczy kapilarnej musi by¢ ujemne. Oznacza to, ze skladnik ten jedynie
umownie moze by¢ traktowany jako ciecz. Ze wzgledu na panujgce w nim
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ujemne cisnienie sktadnik ten nalezatoby traktowaé jako ciato stale. Ujemna
wartos$¢ cisnienia w cieczy kapilarnej warunkuje mozliwos¢ quasi-statycznego
przebiegu procesOw transportu niezwilzajacej cieczy w materiale porowatym.
Warunek (26) definiuje predkos¢ w wymienianej masy migdzy ciecza mo-
bilng a kapilarng. Dla takiej wartosci tej predkosci w trakcie wymiany masy mig-
dzy sktadnikami o$rodka energia kinetyczna sktadnikoéw nie jest dyssypowana.

Rownania konstytutywne (21)-(26) powinny by¢ uzupehlione o zwigzek
konstytutywny dla ,,predkosci” v, , definiujacy mechanizmy ruchu meniskéw
Ww przestrzeni porow szkieletu pod wptywem zmian cisnienia kapilarnego.

W rozwazaniach zalozono dyfuzyjny mechanizm ruchu meniskéw w cis-
nienioprzestrzeni analogiczny do ruchu dyfuzyjnego czasteczek, ktory ma miej-
sce w czasoprzestrzeni. Przyjeto, ze przy zmianie cisnienia kapilarnego meniski
przemieszczaja si¢ skokowo z jednego potozenia w drugie podobnie jak ma to
miejsce w procesie dyfuzji obserwowanej w kolejnych chwilach czasu. Dlatego
zatozono, ze masowy strumien czesci gazu i cieczy mobilnej zwigzany z ru-
chem meniskéw jest proporcjonalny do gradientu nasycenia cieczag mobilna.
Mozna zatem napisac:

Vr = _Cm (Sm’ﬁc)grad(sm) (32)

Gradient nasycenia cieczg mobilng moze bowiem by¢ lokalng miarg po-
wierzchni meniskow, ktéra decyduje o ilosci masy cieczy mobilnej i gazu
transportowanych wraz z meniskami. Jest to analog pierwszego prawa Ficka,
formutowanego w teorii dyfuzji. Istotna roznica w przebiegu procesu dyfuzji
i procesu quasi-statycznego ruchu cieczy w nienasyconym materiale porowatym
polega na tym, ze jeden ma miejsce w czasoprzestrzeni, w ktorej przebieg pro-
cesOw ma tylko jeden kierunek, wyznaczony przez kierunek zmian czasu. Drugi
proces zachodzi natomiast w ci$nienioprzestrzeni, w ktdrej oba kierunki zmian
ci$nienia sg fizycznie dozwolone.

Wystepujacy w rownaniu (32) wspotczynnik C, (s, p,.) moze by¢ funkcja
zar6wno nasycenia §, ciecza mobilna, jak i ci$nienia kapilarnego p,. Znak
»minus” w tym réwnaniu wynika z faktu, ze przy wzroscie ci$nienia kapilarne-
go p, ruch meniskow ma zwrot przeciwny do zwrotu gradientu nasycenia cie-
czg mobilna.

Analogiczne prawo mozna sformutowad, przyjmujac nasycenie gazem jako
lokalng miare powierzchni meniskéw. Otrzymano zatem:

v =C,(s,,p.)grad(s,) (33)

Przy zalozeniu (18), ze nasycenie cieczg kapilarng jest funkcja nasyce-
nia cieczg mobilng oraz z uwzglednieniem zaleznosci (1) otrzymano:

grad(s,) = —(1+ds,/ds, Jgrad(s,,) (34)
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Zatem aby prawa (32) i (33) byty tozsame dla dowolnego nasycenia ciecza
mobilng (lub kapilarng), wspotczynniki wystepujace w tych prawach powinny
by¢ zwigzane zaleznos$cia:

Cy(54>0.) = C,(s,,p.)/(1+ds, /ds,,) (35)

Rowniez w procesach dynamicznych predko$¢é ruchu meniskow v" musi
by¢ okreslona przez roéwnanie konstytutywne. W procesach tych jednakze me-
chanizmy ruchu meniskow moga sig¢ istotnie r6zni¢ od tych w procesach quasi-
-statycznych.

Ze wzgledu na analogig¢ postaci zwigzku konstytutywnego (32) do postaci
zwigzku formutowanego w teorii dyfuzji zaleznos¢ t¢ nazwano dyfuzyjnym
prawem transportu kapilarnego meniskow w nienasyconym materiale porowa-
tym w procesach quasi-statycznych.

3.2. ROWNANIA BILANSU MASY

Pominigto wszystkie gradienty wielkosci charakteryzujacych stan materia-
tow w nienasyconym materiale porowatym, poniewaz sa to wielkosci mate.
W zwiazku z tym rownania bilansu masy cieczy kapilarnej (5), cieczy mobilnej
(6) oraz gazu (7) dla dowolnego przebiegu procesu quasi-statycznego przyjmujg

postac:
. 0Ss.. ¢ j+ 0s, N
r oy c
Pe or M| TP ot

; ( o, (%+ div(smv,)j + Scl//rj +p, [%’ + div(smv«,;)j +5,0,=0 (37)
r

5.0.=0 (36)

] as ) aS . - .
’”Pg(a_erdlv(Ser J+pg[a—tg+dlv(sgvé )J+sgpg =0 (38)

Dla procesow quasi-statycznych dodatkowo zachodzi zalezno$¢ (2), z kto-
rej po uwzglednieniu (20) otrzymano:
F=—"1 39
ip, P~ ap, —— P, (39)
Oznacza to, ze pochodne 7, p, oraz p, nie s3 niezalezne. Eliminujac

zréwnania (38) pochodna p, , uzyskano:

d Os
fl:pé P (—+dzv(s )J—s4+
dp, \ or

dp, ( Os, dp, .
+ +d. v )|l+s,—=p, =0
Pe g (a iv(s, )J e g P

(40)

m
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Réwnania (36), (37) 1 (40) powinny by¢ spetnione dla dowolnych wartosci
powolnych zmian parametru » . Réwnania te sg liniowymi funkcjami pochodne;j
7, dlatego spelienie tego warunku wymaga, zeby wyrazenia w nawiasach
wystepujacych przy tej pochodnej byly tozsamosciowo rowne zeru. Otrzymano
rownania:

P B s, =0 (@1)
or
0Os .
P S Pydiv(s, ¥, )+, = 0 (42)
dp, ( Os,
Do 2y div(s,v,) -5, = 0 (43)
dp, \ or &
Woéwecezas réwnania (36), (37) 1 (40) redukuja si¢ do postaci:
0s,
=0 44
P (44)
0s,, : :
Lo Y +5,,0, +P,div(s,v,)=0 (45)
dp, ( Os, dp, .
Pg dpi, ( Py +div(s, v )J +5, Kmpm =0 (46)

Rownania (41)-(43) opisujg zmiang nasycenia poszczegodlnymi sktadnikami
przestrzeni porow, powodowang zmiang parametru r (cisnienia kapilarnego).
Parametr » pelni w rownaniach bilansu masy (42)-(44) analogiczng role jak
czas w standardowej postaci rownan bilansu masy. Z tego wzgledu mozna
powiedzie¢, ze transport masy w procesach quasi-statycznych zachodzi
w r -przestrzeni podobnie jak w procesach niestacjonarnych ma to miejsce
W czasoprzestrzeni.

Rownania (44)-(46) opisuja transport masy cieczy mobilnej i gazu w osrodku
w procesach quasi-statycznych przy aktualnej konfiguracji potozen meniskow.
Z réwnania (44) wynika, ze zmiana nasycenia ciecza kapilarng przy braku ruchu
meniskow jest $cisle zwigzana ze $cisliwoscig cieczy kapilarnej. Przyjeto zatoze-
nie, ze zmiany nasycenia ciecza kapilarng powodowane zmiang jej gestosci sa
male w poréwnaniu ze zmianami nasycenia powodowanymi ruchem meniskow.
Jest to uzasadnione ze wzgledu na bardzo mala Scisliwos¢ wigkszosci cieczy,
a istotnie upraszcza opis rozwazanych zagadnien. Przy takim zalozeniu nasycenie
cieczg kapilarng moze by¢ funkcjg czasu jedynie poprzez parametr 7 :

s, = 85.(x,7)

W takim przypadku rowniez nasycenia cieczg mobilng i gazem nie sg
bezposrednio zalezne od czasu:

m

S = S,(X,7); 8, = 5,(X,7)
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Wéwczas rownanie (44) jest spelnione tozsamosciowo, natomiast rownania
(45) 1 (46) redukuja si¢ do postaci:

Smlbm +pﬂ1div(smvnl): O (47)

dp, . dp
=& div(s.v/)+s o =0 48
'ngpg (g g) gdpmpm ( )

3.3. ROWNANIA BILANSU PEDU

W procesach quasi-statycznych wszystkie niestatyczne sity wystepujace
W nienasyconym materiale porowatym moga by¢ pominig¢te jako wielkosci do-
wolnie male w poréwnaniu z sitami statycznymi, tj. sitami oddziatywania pola
grawitacyjnego, naprgzeniami statycznymi oraz statycznymi oddziatywaniami
sktadnikéw. Dlatego rownania bilansu pedu (8)-(10) dla tych procesow reduku-
ja sie do postaci:

div(T,) + T, +7,, + T, +pg = 0 (49)
div(T,) + . +p,g = 0 (50)
div(T,) + Ty + P, = 0 (51)

Po uwzglednieniu zwiazkow konstytutywnych (21) 1 (22) z réwnan (50)

i (51) otrzymano:
grad(p,)+p,g=0 (52)
grad(p,)+p,g=0 (53)

Rownania te okreslajg warunki quasi-statycznej rownowagi cieczy mobil-
nej oraz gazu. Wynika z nich, ze niejednorodnos¢ pola cisnienia w obu ptynach
w takich procesach moze by¢ powodowana jedynie przez pole grawitacyjne.

Réwnanie (49) definiuje site 7., oddziatywania cieczy kapilarnej na szkielet.

4. OPIS PROCESOW QUASI-STACJONARNYCH

Ze wzgledu na duza zlozonos¢ przebiegu proceséw mechanicznych w nie-
nasyconych materiatach porowatych klasyczne sformutowanie stacjonarnych
zagadnien przeplywu cieczy i gazu w takim osrodku jest niewlasciwe. Zadanie
stalych warunkow brzegowych na pola opisujace przebieg takich procesow jest
bowiem niewystarczajace, aby rozwigzanie zagadnienia byto jednoznaczne.
Przy tym samym rozkladzie wartosci tych pol na brzegu rozktad nasycen pty-
nami wewnatrz osrodka nie musi by¢ taki sam. Oznacza to, ze rdwniez pola
predkosci i cisnien w osrodku beda rézne. Podstawowe znaczenie dla otrzyma-
nia jednoznacznego rozwigzania zagadnienia stacjonarnego ma historia prze-
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biegu procesu uzyskiwania wartosci koncowych p6l na brzegu osrodka. Ona
bowiem decyduje réwniez o rozkltadzie pdl nasycenia wewnatrz osrodka.

W rozwazaniach ograniczono charakter przebiegu uzyskiwania warto$ci
koncowych pol na brzegu osrodka do procesow quasi-statycznych. Oznacza to,
ze rozwigzanie zagadnienia stacjonarnego w takim osrodku wymaga rozwazenia
sekwencji stacjonarnych procesow, w ktorych warunki brzegowe ewoluujg qua-
si-statycznie od pewnych zadanych wartosci poczatkowych, okreslajacych sta-
tyczny stan poczatkowy osrodka, do wartosci koncowych pdl na jego brzegu.
Procesy takie nazwano procesami quasi-stacjonarnymi.

Zatozenie o dowolnie powolnych zmianach pol na brzegu osrodka w pro-
cesach quasi-stacjonarnych oznacza, ze lokalnie pochodne czasowe wielko$ci
okreslajacych warunki brzegowe moga przyjmowac¢ dowolnie mate wartosci.
Proces quasi-stacjonarny moze by¢ rozwazany jako proces, w ktérym zjawiska
zachodzg w dwoch réznych skalach czasowych. Przyjeto, ze procesy przepltywu
zachodza znacznie szybciej niz proces ewolucji warunkow brzegowych.

4.1. ROWNANIA BILANSU PEDU

Sformutowane w rozdziale 3. rdGwnania konstytutywne (21), (23)-(26) oraz
(32) dla procesow quasi-statycznych moga by¢ réwniez wykorzystane do opisu
zagadnien quasi-stacjonarnych. Jedynie rownanie (24) okreslajace objgtosciowe
oddziatywanie cieczy mobilnej z ciecza kapilarng oraz gazu ze szkieletem po-
winno by¢ uzupehlione o sity lepkiego oddziatywania. Sity te dla procesow
quasi-stacjonarnych przyjeto w postaci:

. =/p,grad(s,)-R, v/} (54)
T, = f,p, grad(s,)—R, v/ (55)

gdzie wspofczynniki R, i R, przyjmuja dodatnie wartosci i charakteryzuja

m

opory przeptywu cieczy mobilnej i gazu przez nienasycony osrodek porowaty.

4.2. ROWNANIA BILANSU MASY

W odroznieniu od proceséw quasi-statycznych w procesach quasi-
-stacjonarnych gradienty wielkosci charakteryzujacych stan materiatow w nie-
nasyconym materiale porowatym przyjmuja skonczone wartosci i dlatego nie
moga by¢ pominicte. Zalozono dodatkowo, ze ciecz kapilarna i mobilna sg nie-
Scisliwe, zatem zmiany nasycenia powodowane sg jedynie ruchem meniskow
(nasycenia s3 zalezne od czasu jedynie poprzez wielkos$¢ r ), a rownania bilansu
masy cieczy kapilarnej (5), cieczy mobilnej (6) oraz gazu (7) przyjmuja postac:

r-[pc . wj ~ 0 (56)
or
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o)
r‘[pm%wmdiv(smvr)+scwrj+pmdiv(smvm)= 0 (57)
r

s : ) _ :
f(pg a—i+ div(sgpgvé )J+sgpg + pgdzv(sgpgvé): 0 (58)

Po to, aby rownania (4,3)-(4.5) byty spetnione dla dowolnych szybkosci
powolnych zmian parametru r, wyrazenia wystepujace przy pochodnej 7 po-
winny by¢ tozsamosciowo réwne zeru. Tym samym otrzymano:

p. e sy =0 (59)
dr
0s,, :
Pom p + p,,div(s,v,)+s.y, = 0 (60)
B
0s, _
ng'FdZV(Sg,Der): 0 (61)

Woéwcezas réwnanie (56) jest spetnione tozsamosciowo, a réwnania (57)
i (58) redukuja sie do postaci:

div(s,v,)= 0 (62)
S P, +div(s,p,vi)=0 (63)

Ze wzgledu na to, ze w procesach quasi-stacjonarnych skladnik zwigzany
ze zmiang czasowa gestosci gazu jest dowolnie matly, moze by¢ on pominigty
w réwnaniu (63). Wowczas przyjmuje ono postac:

div(s,p,vi)=0 (64)

Roéwnania (59)-(61) opisujg ewolucj¢ nasycenia ptynami osrodka porowate-
go w trakcie procesu quasi-stacjonarnego. W odroznieniu od rownan (42)-(44)
w rownaniach (59)-(61) parametr » okresla lokalng wartos¢ cisnienia kapilar-
nego, tzn. jest funkcja zmiennej przestrzennej x:

r=p.(X)=p,(X)=p, (%) (65)

Dlatego zmienia si¢ robwniez sens operatorow rozniczkowania parametrow
nasycenia wzgledem zmiennej przestrzennej x.

Réwnania (62) i (64) sa natomiast rOwnaniami bilansu masy cieczy mobil-
nej 1 gazu dla aktualnego rozktadu nasycenia tymi ptynami w o$rodku.

4.3. ROWNANIA BILANSU PEDU

W procesach quasi-stacjonarnych wszystkie niestacjonarne sity wystgpujace
W nienasyconym materiale porowatym moga by¢ pomini¢te jako wielkosci do-
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wolnie mate w porownaniu z sitami stacjonarnymi. Dotyczy to takze czesci
konwekcyjnej sit dynamicznych w cieczy mobilnej i gazie, zwigzanej z ruchem
meniskow. Dlatego rownania bilansu pedu (9) i (10) cieczy mobilnej 1 gazu
redukuja si¢ do postaci:

PyVy-grad(vy) = div(T,) + 7, +p,g (66)

P vl -grad(vl) = div(T,)+ T, + p,g (67)
natomiast rOwnanie bilansu pedu (8) cieczy kapilarnej pozostanie bez zmian. Ze
wzgledu na niemobilno$¢ cieczy kapilarnej rownanie to okredla sit¢ 7, od-
dzialywania szkieletu na ciecz kapilarna.

Roéwnania bilansu pedu (66) i (67) po uwzglednieniu zwigzkow konstytu-
tywnych (21) oraz (54) i (55) przyjmuja postac:

. . R .
v/ -grad(v)) = - grad(p,) - v/ 4 g (68)
’ r 1 R,
Ve -grad(vy) = ——grad(p,) ——V, +¢g (69)
Py P

Rownania te po pomini¢ciu oddzialywania pola grawitacyjnego oraz sit
dynamicznych przyjmujg posta¢ rownan Darcy’ego:
g S f v S
7 = —fé—mgrad(pm) ; V£ = —R—ggrad(pg) (70)

m g

v

W odréznieniu od réwnania Darcy’ego dla przeptywow przez nasycone
materialy porowate rownania (70) sa silnie nieliniowe, gdyz zaleza od nasycen
5, (X, p.(X)) 1 5,(X, p.(x)) , ktérych przestrzenny rozklad zalezy od rozktadu

ci$nienia kapilarnego p_(x) w osrodku. Rownania (70) wraz rownaniami (59)-
(65) tworza uktad opisujacy przebieg procesow quasi-stacjonarnych.

5. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono nowy makroskopowy model procesow transportu
cieczy i gazu w nienasyconych materiatach porowatych. W czgsci I sformuto-
wano go, a w czesci I — wyprowadzono réwnania opisujace quasi-statyczne
i quasi-stacjonarne procesy transportu cieczy i gazu w takim o$rodku oraz wia-
sciwe dla tych procesow zwiazki konstytutywne. Zaproponowano nowe sformu-
lowanie definicji procesu quasi-statycznego oraz nowa klas¢ proceséw quasi-
-stacjonarnych. Rownania dla quasi-statycznych procesd6w maja uogdlniong
postac niestacjonarnej dyfuzji, w ktoérych zamiast czasu jako zmiennej niezalez-
nej, wystepuje cisnienie kapilarne. Réwnania opisujace procesy quasi-stacjo-
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narne tworza natomiast silnie nieliniowy uktad sprzegajacy pola rozktadu ci-
$nienia, nasycenia oraz predkosci przeplywu cieczy mobilnej i gazu. Rownania
te umozliwiaja m.in. makroskopowy opis proceséw wciskania rteci w materiat
porowaty, uwzgledniajacy geometrig i wielkos¢ probki, wazny w zagadnieniach
interpretacji danych eksperymentalnych porozymetrii rteciowej, a takze opis
przeplywu lepkiej cieczy i gazu przez material porowaty w warunkach prostej
geometrii (np. przez warstwe) przy niepelnym nasyceniu, w ktdrym pola cisnie-
nia, nasycenia i predkosci przeptywu sa niejednorodne. Zagadnienia te beda
przedmiotem kolejnych prac.
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MAKROSKOPOWY OPIS WCISKANIA NIEZWILZAJACEJ
CIECZY W KULKE MATERIALU POROWATEGO"

1. WSTEP

Modelowanie proceséw quasi-statycznego wciskania niezwilzajacej cieczy
w material porowaty odgrywa wazng rol¢ w interpretacji danych eksperymen-
talnych w postaci tzw. krzywych potencjatu kapilarnego, otrzymywanych np.
W porozymetrii rteciowej za pomocg metody wciskania rtgci w probke materia-
hu porowatego [52, 53]. Na podstawie tych krzywych wyznacza si¢ rozktady
wymiarOw poréw badanych materiatow [44] oraz inne parametry struktury
porow: porowatos¢, powierzchni¢ wewnetrzng porow i jej rozktad [33, 45, 53],
a po wykorzystaniu dodatkowych zaleznosci takze kretosé 1 przepuszcezalnosé
[5, 23, 49].

W literaturze powszechnie wykorzystuje si¢ przy tym uproszczone modele
mikroskopowe struktury porow do interpretacji danych eksperymentalnych.
W porozymetrach rtgciowych, standardowo wykorzystywanych do wyznaczania
rozkladow wymiardw poroéw, interpretacja danych eksperymentalnych prze-
prowadzana jest na podstawie kapilarnego modelu architektury przestrzeni po-
row. W modelu tym przestrzen porow tworza dtugie kapilary o statej srednicy
1 losowym rozkladzie, przenikajace caty material. Zapewnia to bardzo prosty
opis procesu wciskania rtgci w probke materialu porowatego, umozliwiajacy
bezposrednig interpretacje eksperymentalnych danych. Jednakze przebieg pro-
cesu wciskania rtgci w probke materiatu o kapilarnej architekturze przestrzeni
poréw istotnie rdzni si¢ od przebiegu takiego procesu w rzeczywistych materia-
fach, w ktorych przestrzen porow tworzy przestrzenna sie¢ kanatow o ztozonej
geometrii 1 losowych wymiarach. Rozktad rteci w probkach o kapilarnej archi-
tekturze porow jest jednorodny w dowolnym momencie procesu wciskania,
niezaleznie od ksztattu i wielkosci probki.

Problem ten nie wystepuje w modelach o architekturze tfancuchowej [12]
1 sieciowej [3, 6, 16], w ktorej cylindryczne pory o losowym rozktadzie $redni-
cy 1 dlugosci potaczone sa szeregowo lub tworza przestrzenng sie¢, a takze
w modelach, w ktorych szescienne pory potaczone sg miedzy sobg cylindrycz-
nymi kapilarami o statystycznym rozktadzie $rednic [48]. W tych przypadkach
opis procesu wciskania rtgci przyjmuje bardzo ztozong postaé, a efektywne
obliczenia wymagaja symulacji procesow.

* Praca zostala wykonana w ramach realizacji projektu badawczego wlasnego Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego Nr N N501 325335.
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W literaturze brak jest natomiast propozycji makroskopowego opisu proce-
sow weciskania niezwilzajacej cieczy w materiat porowaty. Konsekwencja bez-
posredniego zastosowania rownan transportu cieczy w nienasyconych materia-
fach porowatych (np. rownan Richardsa [43]) do opisu tego zagadnienia jest
uzyskanie wynikow identycznych jak dla osrodka o kapilarnej architekturze
przestrzeni porow. Jest to spowodowane zatozeniem powszechnie przyjmowa-
nym w pracach z tego zakresu, ze cisnienie kapilarne jest jednoznaczng funkcja
nasycenia cieczg. Nawet bardzo zaawansowane modele termodynamiczne pro-
cesow przeptywow dwufazowych w materiatach porowatych opisane w pracach
[26-28] nie opisuja niejednorodnego rozkladu cieczy w procesach quasi-
statycznych.

W pracy przedstawiono nowy kontynualny opis quasi-statycznego zagad-
nienia wciskania rteci w kulke materialu porowatego oraz przeanalizowano
wplyw parametrow geometrycznych i fizycznych tego procesu na jego przebieg.

Podstawe rozwazan stanowi nowy makroskopowy opis kapilarnego trans-
portu cieczy i gazu w materiatach porowatych sformulowany w pracach [9]
i [10]. Rozwazania teoretyczne przeprowadzono w ramach wielofazowej me-
chaniki osrodkéw ciagltych. Zatozono, ze gaz i ciecz wypelniajace nieodksztat-
calny porowaty material tworza makroskopowy osrodek ciggly ztozony z trzech
sktadnikow: gazu, cieczy mobilnej i cieczy kapilarnej, natomiast szkielet jest
niecodksztalcalny, o izotropowej i jednorodnej przestrzeni poréw. Ciecz kapilar-
na jest nieruchoma, tworzy cienkg warstewke na powierzchni wewnetrznej po-
réw 1 wymienia mas¢ z cieczag mobilng w otoczeniu powierzchni meniskow,
ktorych ruch jest opisywany dodatkowym polem predkosci. Dla sktadnikow
tych sformutowano réwnania bilansu masy, pedu oraz energii wewnetrznej ca-
tego uktadu oraz wyprowadzono rownania opisujace makroskopowe procesy
quasi-statycznego i quasi-stacjonarnego transportu cieczy i gazu w materiatach
porowatych, a takze rownania konstytutywne definiujgce m.in. dyfuzyjny me-
chanizm ruchu meniskéw w takim o$rodku. Réwnania te opisujg m.in. procesy
wciskania rtgci w porozymetrii rtgciowe]j oraz przeptywu lepkiej i nielepkiej
cieczy 1 gazu przez material porowaty w warunkach niepelnego nasycenia.

W pracy wyprowadzono réwnanie opisujace rozklad nasycenia materiatu
porowatego niezwilzajaca ciecza w procesie jej wciskania oraz sformutowano
warunek brzegowy, jawnie zalezny od rozkladu srednic poréw na powierzchni
probki oraz ci$nienia wciskanej cieczy. Rownanie to ma posta¢ rdwnania nie-
stacjonarnej dyfuzji, w ktorym zamiast czasu wystgpuje cisnienie wciskanej
cieczy. Wyznaczono jawne postacie wyrazen dla rozktadu nasycenia kulki rte-
cig oraz krzywej potencjalu kapilarnego. Otrzymane wyniki przedstawiono
graficznie oraz przeanalizowano ich zaleznos¢ od parametréw uktadu.
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2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

2.1. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Przedmiotem rozwazan jest zagadnienie quasi-statycznego wciskania nie-
zwilzajacej 1 niescisliwej cieczy (np. rteci) w kulke jednorodnego i izotropowe-
go materialu porowatego o promieniu R, (rys. 1). W zwiazku z tym przyj¢to
zatozenie, ze caly proces przebiega w warunkach prozni, a w chwili poczatko-
wej pory kulki sa puste, natomiast ciecz otaczajaca kulke ze wszystkich stron
ma zerowe cisnienie.

porowata
kulka
it R
ciecz . .
niezwilzajqea

Rys. 1. Schemat uktadu quasi-statycznego wciskania niezwilzajacej cieczy w kulke
materialu porowatego

Wraz ze wzrostem cis$nienia ciecz wnika w pory kulki, a meniski cieczy za-
trzymujg si¢ na granicach mniejszych porow. Ze wzgledu na losowy charakter
budowy mikroskopowej przestrzeni porow w kulce powstaje przestrzenny roz-
ktad cieczy, ktory ewoluuje wraz ze wzrostem ci$nienia. Proces zostaje zaha-
mowany, gdy ci$nienie osiggnie dostatecznie duzag wartos¢, tak aby wszystkie
pory zostaty zupelnie wypetnione ciecza.

2.2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Do opisu przebiegu quasi-statycznego procesu wciskania niezwilzajacej
cieczy (rteci) wykorzystano rownania nowego makroskopowego modelu kapi-
larnego transportu cieczy i gazu w materialach porowatych, sformutowanego
w pracach [3] i [5]. W modelu tym ciecz i gaz wypelniajace nieodksztalcalny
material porowaty tworzag makroskopowy osrodek ciagly, zlozony z trzech
sktadnikow: gazu, cieczy mobilnej oraz sktadnika nazywanego w pracy ciecza
kapilarng. Nieodksztatcalny szkielet tworzy przestrzen, w ktorej maja miejsce
procesy transportu.

Podziat cieczy na dwa kontinua jest uzasadniony zarowno pod wzgledem
kinematycznym, jak i energetycznym. Ciecz kapilarna tworzy cienkg warstewke
na powierzchni cieczy wypehiajacej pory, bedaca w kontakcie z wewnetrzng
powierzchnig poréw. Sktadnik ten nie przemieszcza si¢ 1 zawiera calg energi¢
kapilarna, a jego wlasnosci fizyczne istotnie roznig si¢ od wlasnosci cieczy mo-

117



M. Cieszko, E. Czapla, M. Kempiniski - MAKROSKOPOWY OPIS WCISKANIA ...

bilnej. W pracy [10] wykazano, ze ci$nienie w cieczy mobilnej jest ujemne.
Ciecz kapilarna moze jednakze wymienia¢ mase¢ z cieczg mobilng w otoczeniu
powierzchni meniskow. Wymiana masy wystepuje jedynie podczas ruchu meni-
skow w przestrzeni pordéw, ktory opisywany jest odrgbnym polem predkosci.
Umozliwia to modelowanie mechanizméw ruchu meniskow w przestrzeni po-
row. Ciecz mobilna jest czgsciag wewnetrzng cieczy wypekniajacej pory, otoczo-
ng przez warstewke cieczy kapilarnej oraz powierzchnie meniskow. Odnos$nie
cieczy mobilnej zatozono, Zze ma takie same wilasnosci fizyczne jak ciecz wy-
stepujaca poza przestrzenig porow. Kazdy sktadnik charakteryzowany jest przez
gestos¢ masy, a ich rozktad okreslajg parametry nasycenia.

Opis proceséw quasi-statycznych przedstawiono w pracy [10] jako przypa-
dek szczegdlny sformutowanego modelu. W celu ich scharakteryzowania za-
proponowano nowa definicj¢ procesu quasi-statycznego jako bardzo powolnego
procesu, w ktorym gradienty wszystkich wielkosci okreslajacych stan materia-
ow w osrodku sa pomijalnie mate, a jego przebieg nie zalezy od szybkos$ci
powolnych zmian niezaleznych wielkosci opisujacych stan uktadu.

W przypadku braku gazu w materiale porowatym oraz przy zatozeniu nie-
scisliwosci cieczy kapilarnej 1 mobilnej opis quasi-statycznego procesu trans-
portu niezwilzajacej cieczy okreslany jest przez réwnania bilansu masy oraz
zwiazki konstytutywne obu cieczy w postaci:

Os
pe =Sy, =0 (M
P
o (SS—’" + div(smvr )j +s,p,=0 ()

gdzie przez p, , p, » 5,(x,p, ) oznaczono odpowiednio gestos¢ masy, ci-
$nienie oraz nasycenie ciecza mobilng (a =m) i kapilarng (« = ¢ ), natomiast
v, (X, pm) reprezentuje masowe zrodlo cieczy kapilarne;j.

Wielkos¢ wektorowa Vr(X, pm) charakteryzuje ,,predko$¢” ruchu meni-
skow w osrodku w trakcie quasi-statycznych zmian ci$nienia p,, W cieczy

mobilnej. Ze wzgledu na niezalezny mechanizm ruchu meniskow wielkos¢ ta
powinna by¢ okreslona niezaleznym roéwnaniem konstytutywnym. Przyjeto
zatozenie, ze dyfuzyjny mechanizm ruchu meniskow w cisnienioprzestrzeni jest
analogiczny do ruchu dyfuzyjnego czasteczek substancji zachodzacego w cza-
soprzestrzeni. Zatozono, ze gdy zmienia si¢ cisnienie kapilarne, meniski sko-
kowo przenosza si¢ z jednego potozenia w drugie, tak jak odbywa si¢ to pod-
czas dyfuzji przebiegajacej w nastgpujacych po sobie chwilach czasu. Przyjeto
zatem, ze masowy strumien czesci cieczy mobilnej powigzany z ruchem meni-
skow jest proporcjonalny do gradientu nasycenia cieczg mobilng. Sformutowa-
no zatem zaleznos$¢:
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vr = _CH‘[ (Sn‘[’pn‘[)grad(sn'l) (3)

Mozna uzna¢, ze gradient nasycenia ciecza mobilng jest lokalng miarg po-
wierzchni meniskoéw, od ktérego zalezy ilos¢ masy cieczy mobilnej i gazu
transportowanych wraz z meniskami. Jest to odpowiednik pierwszego prawa
Ficka. Wystepuje jednak znaczace zrdéznicowanie mi¢dzy przebiegiem procesu
dyfuzji a przebiegiem procesu quasi-statycznego ruchu cieczy w nienasyconym
materiale porowatym, poniewaz pierwszy nastgpuje w czasoprzestrzeni, czyli
przebieg procesow ma wylacznie jeden kierunek, okreslony kierunkiem zmian
czasu; natomiast drugi ma miejsce w ci$nienioprzestrzeni, co jest jednoznaczne
z tym, ze oba kierunki zmian cis$nienia sg fizycznie dozwolone.

Wspotezynnik C, (s,,, p,,) » ktory wystepuje w rownaniu konstytutywnym,
moze by¢ funkcja nasycenia s, ciecza mobilna, a takze jej cisnienia p, .
Ujemny znak w rownaniu (3) jest zwigzany z tym, ze gdy wzrasta ci$nienie
kapilarne p,, , zwrot ruchu meniskdw jest przeciwny do zwrotu gradientu nasy-
cenia cieczg mobilng.

Dodatkowo zatozono, ze nasycenie cieczg kapilarng w procesie wciskania
niezwilzajgcej cieczy jest jednoznaczng funkcjg nasycenia cieczg mobilna:

Se =S, (Sm) (4)

Ze wzgledu na sferyczng symetri¢ rozwazanego zagadnienia uktad rownan
(1)-(4) moze by¢ zredukowany do jednego rownania dla nasycenia ciecza mo-

bilng w postaci:
14 Lo Be | O _ izi[cmsmk2 as—mj =0 (5)
P dS,, )P, R OR oR

gdzie przez R oznaczono wspoOhrzedna promieniowa sferycznego uktadu
wspotrzednych.

Przy zatozeniu, ze wielkosci ds,./ds, i C,s, sa stale, nasycenie ciecza
mobilng okresla nasycenie osrodka obiema cieczami:

SR, p,)=5,,(R, p,,) +5.(R, p,) = (1+ds,/ds,)s,(R, p,,) (6)

a rownanie (5) przyjmuje posta¢ rOwnania niestacjonarnej dyfuzji:

1
& G, —zi[Rz éj =0 (7
op,, R° OR OR
w ktorym zamiast czasu — jako zmiennej niezaleznej — wystepuje cisnienie cie-
czy mobilnej. Z tego powodu statg wielkosc:
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4
q=q%ﬁ+&ii] ®)
P, ds,,

nazwano wspotczynnikiem dyfuzyjnego transportu meniskdéw w procesie quasi-
-statycznym.

W procesach quasi-statycznych cisnienie p,, w cieczy mobilnej jest rOwne
cisnieniu p cieczy na zewnatrz probki materiatu porowatego ( p = p,, ), dlatego

w dalszych rozwazaniach pomini¢to indeks m przy oznaczaniu ci$nienia
w cieczy mobilnej.

2.3. WARUNKI BRZEGOWE I POCZATKOWE

W procesie wciskania niezwilzajacej cieczy w kulke porowatego materialu
ciecz wnika jedynie w te pory, ktdrych $rednica jest wigksza od srednicy kry-

tycznej D", okreslonej przez ci$nienie p w cieczy mobilnej wzorem Washburna:

D’ =—4ccosb/p=x/p )
gdzie o oznacza napigcie powierzchniowe w cieczy, a € — kat zwilzania mate-
riatu szkieletu przez ciecz.

Ze wzgledu na losowy charakter rozktadu $rednic porow nasycenie ciecza
mobilng i kapilarng s(R, p) na powierzchni kulki jest bezposrednio okreslone
przez ten rozktad oraz ci$nienie w cieczy mobilnej. Umozliwia to sformutowa-
nie warunku brzegowego dla zagadnienia wciskania cieczy, zaleznego od ci-
$nienia w cieczy mobilnej.

Miara nasycenia cieczg ma charakter objetosciowy, dlatego dla okreslenia
nasycenia powierzchni kulki odpowiednig miarg jest stosunek pola powierzchni
porow zajetych przez ciecz na brzegu kulki do catkowitego pola powierzchni
poréw na tym brzegu.

Po to, aby wyznaczy¢ zaleznos¢ nasycenia obiema cieczami na brzegu kul-
ki od ci$nienia w cieczy mobilne;j:

s°(p)=5(R,.p)
przyjeto zatozenie, ze rozktad srednic D porow na powierzchni kulki dany jest

przez funkcje gestoéci prawdopodobienstwa @(D). Przez D* oznaczono war-
tos¢ srednig kwadratu srednicy poréw, wobec czego funkcja w postaci:

(D) = D>/ D p(D) (10)

oznacza gesto$¢ powierzchniowej miary prawdopodobienstwa rozktadu srednic
poréw na powierzchni kulki.
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Ze wzgledu na to, ze przy danym cisnieniu w cieczy mobilnej wszystkie
pory nadkrytyczne, tj. o srednicy wigkszej od D *, sa zapetnione rtecia, nasy-
cenie rtecig na brzegu kulki dane jest wzorem:

s°(p) = f&(DdD (11)

D*

gdzie D, — maksymalna Srednica pory na powierzchni kulki.
Jako warunek poczatkowy zagadnienia przyjeto brak cieczy wewnatrz kul-
ki dla ci$nienia poczatkowego p, =«/D, . W zwiazku z tym otrzymano:

s(R, p,)=0 (12)

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Ponizej przedstawiono rozwigzanie rownania (7), opisujacego weciskanie
niezwilzajacej cieczy w kulista probke materialu porowatego o promieniu R,
dla warunku brzegowego (11) 1 warunku poczatkowego (12). Réwnanie to dla
nowej funkcji u(R, p) zdefiniowanej tozsamoscia:

u(R,p)=Rs(R, p) (13)

redukuje si¢ do postaci liniowe;j:

2
R (14)
op OR
natomiast warunki (11) i (12) przyjmuja postac:
u(R.p),_, =Rs"(p) s w(R,p),_ =0 (15)

Ze wzgledu na niejednorodnos¢ warunku brzegowego (15), przewidywane
jest nastgpujace rozwigzanie rownania (14):

u(R,p) = Rs°(p) + > 4,(p)sin(a,R) (16)

n=l1
gdzie a, =nz/R, . Wowczas warunek ten jest spetniony tozsamo$ciowo dla
dowolnej wartosci wspotczynnikow 4, (p) .
Podstawiajgc wyrazenie (16) do réwnania (14) oraz wykorzystujac li-
niowe rozwinigcie funkcji R w przedziale R € <0, R0> :

© (_1)n+1 .
R=2) . sin(a, R) (17)

n=l1 n
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otrzymano rownanie dla wspotczynnikow 4, (p) :

dﬂwnA _ D" ds”

18
dp a, dp (49
gdzie b, = C.a_.
Rozwigzaniem ogdlnym réwnania niejednorodnego (18), spetniajacym
warunek poczatkowy (15),, jest wyrazenie:

_1 n P o
4, = 2—( ) Jdieb”l’du e P (19)
a, du
pO
Dlatego rozktad nasycenia s(R, p) obiema cieczami w kulce, okreslony
wzorem (13), moze by¢ przedstawiony w postaci:

s(R.p) = [w(w)gr (R, p—u) du (20)
Po
gdzie:
a(Rop) = 1-2) (1) e SR e

natomiast funkcja w(p) ze wzgledu na posta¢ wyrazenia (11) dana jest wzorem:

ds® x [ K
S B 22
v(p) i (p} (22)

W przypadku gdy wszystkie pory na powierzchni kulki maja jednakowa
srednice D, , funkcja rozkladu sSrednic porow ¢(D) przyjmuje posta¢ delty
Diraca ¢(D)=0(D—-D,), a wyrazenie (20) redukuje si¢ do postaci:

S(R,p) =gr(R, p—p,) (23)

Rozktad (23) ze wzgledu na posta¢ funkcji (20) oraz rozwinigcie (17) dla
cisnienia poczatkowego p = p, przyjmuje wartos¢ zero wewnatrz kulki (dla
R <R)), natomiast na jej brzegu — wartos¢ jeden (R = R, ) dla dowolnej warto-
sci cisnienia p . Z wyrazenia (23) wynika, ze w takim przypadku ewolucja roz-
ktadu rteci wewnatrz kulki przy zmianie cisnienia w cieczy jest catkowicie
okreslona przez proces dyfuzji meniskow w cisnienioprzestrzeni i jest charakte-
ryzowana jednym parametrem, tj. wspotczynnikiem dyfuzyjnego transportu
meniskow C,_, ktory moze by¢ funkcja nasycenia osrodka i cisnienia w cieczy.
Proces ten jest $cisle zwigzany z rozktadem wymiarow poroéw w kulce. Fakt ten

okresla znaczenie modelowania procesu dyfuzji meniskow dla procesow kapi-
larnego transportu cieczy w nienasyconym materiale porowatym.
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4. OPIS KRZYWEJ POTENCJALU KAPILARNEGO KULKI

Krzywe potencjatu kapilarnego probek materialu porowatego otrzymywane
sa eksperymentalnie w trakcie procedury pomiarowej realizowanej przy wyzna-
czaniu rozkladow wymiarow poréw za pomocg metody porozymetrii rtgciowej,
ktora polega na tym, ze probka materialu porowatego umieszczana jest w ko-
morze zwanej penetrometrem, a do niej po usuni¢ciu powietrza wttaczana jest
pod ci$nieniem rte¢. W trakcie tego procesu mierzone sg dwie wielkosci: obje-
tos¢ rteci wceisnigte] w probke oraz cisnienie, przy ktorym to nastgpito. Unor-
mowany wykres zaleznosci objetosci rteci wcisnigtej w probke od ci$nienia
wciskania rteci nazywany jest krzywa potencjalu kapilarnego. Na podstawie
tych krzywych z wykorzystaniem r6znych modeli architektury przestrzeni po-
réw oraz procesu wciskania rteci wyznaczane sg rozkltady wymiarow pordéw
probek badanych materialow oraz inne parametry struktury porow.

Przedstawiony w rozdziale 3. rozktad s(R, p) nasycenia porowatej kulki
niezwilzajacg ciecza umozliwia wyprowadzenie wyrazenia opisujgcego krzywa
potencjatu kapilarnego kulistej probki materialu porowatego.

Objetos¢ V(p) cieczy wcisnigtej w kulke wyznaczono w postaci:

RO
V(p) = [47Rf, s(R, p)dR (24)
0
Uwzgledniajac ponadto wyrazenia (14) i (16), otrzymano:
v P
H2 — [y g(p-w du 25)
0 Po

gdzie V, = 4/37R’ f, oznacza objetos¢ porow w kulce, natomiast:

61
=1l-—>» —e 26
g(p) " ;:1 e (26)

Z wyrazenia (25) wynika, ze w zaproponowanym makroskopowym mode-
lu procesu wciskania niezwilzajacej cieczy o przebiegu krzywych potencjatu
kapilarnego decyduja dwa czynniki o charakterze losowym. Pierwszym jest
rozklad $rednic porow ¢(D) na powierzchni probki materiatu porowatego,
ktory poprzez wzér Washburna (9) okresla dostep cieczy do wnetrza probki
przy réznych ci$nieniach. Drugim czynnikiem jest przyjety model dyfuzyjnego
transportu meniskow wewnatrz probki charakteryzowany wspolczynnikiem
C,(s,,p,) w rownaniu konstytutywnym (3). Przy zatoZzeniu, Zze wszystkie
pory na powierzchni kulki majg jednakowa srednice D, , funkcja rozkladu
$rednic poréw ¢(D) przyjmuje posta¢ delty Diraca: ¢(D)=56(D—-D,). Wow-
czas wyrazenie (25) redukuje si¢ do postaci:
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V)V, =g(p-po) (27)
Oznacza to, ze w takim przypadku o postaci krzywej potencjatlu kapilarne-
go decyduje przyjety model dyfuzyjnego transportu meniskow wewnatrz poro-
watej kulki. Uwidacznia to znaczenie modelowania procesu dyfuzyjnego trans-
portu meniskow dla interpretacji danych porozymetrii rteciowe;.
Ze wzgledu na przyjety w rozwazaniach dwusktadnikowy model cieczy
w porach o réznych gestosciach objetos$é cieczy wcisniete] w pory probki nie
jest rowna objetosci cieczy wceiskanej (poza porami), ktorej pomiar jest podsta-
wa tworzenia krzywych potencjatu kapilarnego. Jednakze z uwagi na zatozong
niescisliwos¢ cieczy mobilnej i kapilarnej wzgledne objetosci cieczy wcisnigte]
w pory i cieczy wciskanej sg rowne w dowolnej chwili procesu wciskania. Za-
tem wyrazenia (25) i (27) opisuja rowniez wzgledna objetos¢ cieczy wceiskanej
w probke materiatu porowatego i dlatego reprezentuja one makroskopowy mo-
del krzywej potencjatu kapilarnego kulki.

5. ANALIZA WPLYWU PARAMETROW UKLADU

Wykorzystano zaleznosci (20), (23) oraz (25) i (27), opisujace ewolucje
rozkladu cieczy w porowatej kulce podczas quasi-statycznego procesu wciska-
nia cieczy oraz krzywa jej potencjatu kapilarnego, aby przedstawi¢ graficznie
przebieg tego procesu oraz wplyw parametrow uktadu na ten proces. W obli-
czeniach numerycznych przyjeto zatozenie, ze rozktad srednic porow @(D)na

powierzchni kulki ma posta¢ uogdlnionego rozktadu beta:
Dp/D, Y '(1-p/D, )"
”DO 0l+ﬂ (D/Do)a + (I_D/Do)a
Rozktad (28) jest okreslony na skonczonym przedziale wartosci srednic
porow D e(0,D, ), a jego parametry « i /3 spelniaja warunek a+ f>a>0.

(28)

Dla ¢, > 1 rozkiad ten przyjmuje skonczone wartosci.

Na rysunku 2 przedstawiono rozklady nasycenia niezwilzajacej cieczy
w porowatej kulce o promieniu R, =0,005 m w procesie jej quasi-statycznego
wciskania. Na wykresach z rysunku 2a zaprezentowano przebieg procesu wci-
skania cieczy, opisany wzorem (20), dla przypadku losowego rozktadu srednic
porow na brzegu kulki. Wykresy te sporzadzono dla parametrow rozktadu sred-
nic @(D) o wartosciach: D, =0,00lm, a=8=6 (p,=xk/D,; dla rteci

p, =1247 Pa) oraz dla roznych wartosci ci$nienia w cieczy:

plpo=1,2,1,5,2,25,3,4,6
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i stalej wartosci wspotczynnika C, dyfuzyjnego transportu meniskow:

C,=2-10" m’-s* kg (C’O =C,p,/R: =0,392).W takim przypadku nasycenie
brzegu zmienia si¢ wraz ze wzrostem cisnienia na skutek wnikania cieczy
W pory o coraz mniejszej Srednicy.

Z kolei na rysunku 2b przedstawiono przebiegi tych rozktadow w procesie
wciskania cieczy w porowatg kulke, dane wzorem (23), dla przypadku gdy
wszystkie pory na powierzchni kulki maja jednakowg srednice D, = 0,001 m
i sg catkowicie nasycone cieczg przy cisnieniach wigkszych od ci$nienia
progowego p, . Oba przypadki procesu wciskania cieczy w kulke o promieniu
R,= 0,01 m zaprezentowano na rysunku 3.

Ol b)

0,84

0,61

0,4

Nasycenie S
Nasycenie S

0,2

%0 0,001 0,002 0.003 0.004 0,005 %0 0,001 0,002 0,003 0.004 0,005

Rys. 2. Rozklad nasycenia niezwilzajacej cieczy w porowatej kulce o promieniu
R, = 0,005 m w procesie quasi-statycznego wciskania dla ré6znych wartosci
ci$nienia w cieczy i stalej wartosci wspotczynnika C, =2-10° m’-s” kg
dyfuzyjnego transportu meniskow: a) losowy (D, = 0,001 m, a=£=6);
b) jednorodny (D, = 0,001 m) rozktad srednic poréw na powierzchni kulki

a) b)
14 1,
0,8 0,81

“ “n
Q 4 4
g 0,6 % 0,6
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Rys. 3. Rozklad nasycenia niezwilzajacej cieczy w porowatej kulce o promieniu
R,= 0,01 m w procesie quasi-statycznego wciskania dla réznych wartosci ci-
$nienia w cieczy i statej wartosci wspolezynnika C, =2-10" m’-s’-kg" dyfu-
zyjnego transportu meniskow: a) losowy (D, = 0,001 m, @ = =6); b) jedno-
rodny (D, = 0,001 m) rozktad $rednic poréw na powierzchni kulki
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Na rysunku 4 przedstawiono wykresy krzywych potencjatu kapilarnego
charakteryzujace zaleznos¢ wzglednej objetosci niezwilzajacej cieczy wcisnigte]
w porowata kulke od cisnienia, przy ktorym ten proces mial miejsce, dla dwoch
rodzajow rozwazanych w pracy warunkow brzegowych. Obliczenia przeprowa-
dzono dla czterech roznych wartosci promienia kulki: R, = 0,005, 0,01, 0,015,
0,02 m przy ustalonej wartosci wspolczynnika dyfuzyjnego transportu meni-

skow C, =2-10" m’-s*-kg" .
a)

0,8 1

o

0,67

VIv,

0,4

R,=0,02
0,2

0 7 T T T T
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p

b)
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0 \ ‘ ‘ ‘ ‘
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Rys. 4. Wplyw promienia porowatej kulki oraz warunku brzegowego na krzywa
potencjatu kapilarnego dla statej wartosci wspotczynnika dyfuzyjnego
transportu meniskéw C, =2-10° m*s**kg": a) losowy (D, = 0,001 m,
a = f=06);b) jednorodny (D, = 0,001 m) rozktad $rednic poréw na powierz-
chni kulki

Z rysunkéw tych wynika, ze wielko$¢ probki materialu porowatego jest
istotnym parametrem okreslajacym przebieg krzywych jej potencjatu kapilarne-
go i powinien by¢ uwzgledniany przy interpretacji danych porozymetrii rtecio-
wej. Jego wplyw szczeg6lnie w zakresie duzych cisnien moze by¢ jednakze
ograniczany przez zalezno$¢ wspotczynnika C, dyfuzyjnego transportu meni-
skow od cisnienia w cieczy i nasycenia, ktora nie byta uwzgledniana w prezen-
towanym opisie procesu wciskania. Wymaga to szczegdtowej analizy i mode-
lowania procesu dyfuzyjnego transportu meniskow niezwilzajacej cieczy
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w materiale porowatym przy zmianie jej cisnienia. Na znacznie mniejszy
wplyw wielkos$ci probki na przebieg krzywych potencjatu kapilarnego niz to
wynika z rysunku 4 wskazuja wyniki badan eksperymentalnych przedstawione
w pracy [33].

Przebiegi krzywych przedstawione w czesciach a i b rysunku 4 wskazuja
réwniez na duzy wplyw na nie warunkow brzegowych na powierzchni kulki
szczegblnie w zakresie niskich cisnien. W efekcie losowy rozktad porow na
powierzchni kulki powoduje przesunigcie krzywych potencjatu kapilarnego
w kierunku wyzszych cisnien.

6. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono po raz pierwszy makroskopowy opis quasi-
-statycznego procesu wciskania niezwilzajacej cieczy w kulke materiatu poro-
watego, sformutowany na podstawie nowego modelu kapilarnego transportu
cieczy w nienasyconym materiale porowatym. W rozwazaniach zaproponowano
dyfuzyjny model transportu meniskow cieczy przy zmianie jej ci$nienia.
Otrzymano rownanie postaci niestacjonarnej dyfuzji, w ktorym zamiast czasu
jako zmiennej niezaleznej wystepuje cisnienie w cieczy. Sformulowano waru-
nek brzegowy zagadnienia, jawnie zalezny od cisnienia wciskanej cieczy i roz-
ktadu $rednic porow na powierzchni kulki. Wyprowadzono wyrazenia dla roz-
ktadu nasycenia kulki cieczg i dla krzywej potencjatu kapilarnego oraz przeana-
lizowano ich zalezno$¢ od warunkéw brzegowych na powierzchni kulki i jej
promienia. Wykazano, ze wielko$¢ probki materiatu porowatego jest istotnym
parametrem okreslajacym przebieg krzywych potencjatu kapilarnego 1 powinna
by¢ uwzgledniana przy interpretacji danych porozymetrii rtgciowe.

Zaproponowany w pracy makroskopowy model quasi-statycznego procesu
wciskania niezwilzajacej cieczy w probke materialu porowatego umozliwia
uwzglednienie wszystkich najwazniejszych czynnikow okreslajacych jego
przebieg. Dotyczy to: ksztattu i wielkosci probki, warunkoéw na jej powierzchni,
a takze mechanizmdéw transportu cieczy wewnatrz probki. Poglebiony opis
wplywu tych czynnikdbw wymaga jednakze dalszych badan. W szczegdlnosci
dotyczy to modelowania mechanizméw dyfuzyjnego transportu meniskow
cieczy w materiale porowatym, charakteryzowanych wspotczynnikiem
C,(s,,p,) W rownaniu konstytutywnym (3), a takze jego zwigzku z rozktadem
wymiardéw porow osrodka, jawnie wystepujacym w warunku brzegowym (11).

Otrzymane wyniki dowodza ponadto, ze zjawiska kapilarnego transportu
cieczy w nienasyconych materiatach porowatych powinny by¢ rowniez
uwzgledniane w opisie procesOw przeptywu cieczy i gazu w takich osrodkach.
W granicznym przypadku procesy te mogg by¢ bowiem rozwazane jako zabu-
rzenie procesoOw quasi-statycznych lub odwrotnie: procesy quasi-statyczne mo-
g3 by¢ rozwazane jako przypadek graniczny proceséw quasi-stacjonarnych.
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ZASTOSOWANIE MODELI GRANICZNYCH STRUKTURY
PRZESTRZENI POROW MATERIALOW POROWATYCH
DO OPISU KRZYWYCH POTENCJALU KAPILARNEGO

1. WSTEP

Rozklad wymiaréw poroéw jest podstawowa charakterystyka mikroskopo-
wej struktury przestrzeni poréw materiatdw porowatych [17, 46]. Umozliwia
okreslenie wigkszosci makroskopowych parametrow struktury osrodkow, np.
porowatosci, powierzchni wewnetrznej, przepuszczalnosci. Parametry te wspot-
decyduja o przebiegu procesow filtracji, transportu masy i energii, reakcji che-
micznych, a takze o wlasnosciach akustycznych materiatdéw porowatych.

Jedna z podstawowych metod wyznaczania rozkladu wymiaréw poréw ma-
terialow porowatych jest porozymetria rtgciowa [21, 22, 33, 52, 53], w ktorej
wykorzystuje si¢ wlasciwos¢ fizyczna rteci, jaka jest brak zwilzania powierzch-
ni wigkszos$ci materiatdw. Metoda ta polega na eksperymentalnym wyznaczaniu
tzw. krzywej potencjatu kapilarnego poprzez kontrolowane wciskanie rteci
w materiat porowaty z jednoczesnym pomiarem objetosci i cisnienia weiskanej
rteci. Podstawe interpretacji tej krzywej stanowi wzor Washburna rownowagi
menisku w cylindrycznej kapilarze. Wigze on rdznice¢ ci$nien po obu stronach
menisku (cisnienie kapilarne) ze $rednica kapilary. Umozliwia to bezposrednie
uzyskanie zaleznosci objgtosci wcisnigtej rteci od srednicy kapilary, ktora jest
interpretowana jako skumulowany rozktad objetosciowy srednic porow w mate-
riale porowatym. Takie podejscie jest rownowazne zalozeniu, ze materiat poro-
waty ma kapilarng architekturg przestrzeni porow, ztozong z jednorodnych cy-
lindrycznych kapilar o losowym rozktadzie $rednic, przenikajgcych caty mate-
rial porowaty. Wada modelu kapilarnego jest nieuwzglednienie sytuacji wyste-
pujacych w rzeczywistych materiatach porowatych, w ktorych duze pory pola-
czone sg migdzy sobg przez waskie przejscia. Uniemozliwia to zapeknienie tych
porow rtecig przy cisnieniu odpowiadajacym ich promieniowi. W efekcie
nastepuje przeszacowanie objetosci poréw matych kosztem objetosci porow
duzych.

W pracy przedstawiono model quasi-statycznego procesu wciskania rteci
w osrodek porowaty o tancuchowej architekturze przestrzeni pordéw, sformuto-
wano rownania opisujgce ewolucje rozktadu rtgci w takich procesach oraz wzo-
ry dla krzywych potencjatu kapilarnego. Znaczenie modelu tancuchowego ar-
chitektury przestrzeni poréw okresla fakt, ze wraz z modelem kapilarnym sta-
nowig one modele graniczne sieciowego modelu architektury porow, w ktorym
cylindryczne ogniwa o losowym rozktadzie srednic i dlugosci tworza prze-
strzenng sie¢, najlepiej odzwierciedlajaca strukture przestrzeni pordéw rzeczywi-
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stych materiatéw. Jednakze ze wzglgdu na ztozonos¢ opisu proceséw w osrod-
kach o sieciowej architekturze [14] mozliwos¢ ich wykorzystania do interpreta-
cji danych porozymetrii rtgciowej jest ograniczona.

Roéwnania opisujace proces wciskania rteci w osrodek porowaty o tancu-
chowej architekturze przestrzeni poréw w pracy wprowadzono w dwoch eta-
pach. Najpierw przeanalizowano proces wciskania rtgci w potprzestrzen osrod-
ka o takiej architekturze. Nastepnie wykorzystano otrzymane wyniki do sformu-
lowania opisu procesu wciskania rteci w warstwe. Umozliwilo to wyznaczenie
wzoréw na potencjal kapilarny warstwy materialu oraz uzyskanie ich postaci
analitycznych dla trzech szczegdlnych przypadkdéw modeli przestrzeni porow
o architekturze tancuchowej: modelu o statej dtugosci ogniw i wezlach na po-
wierzchni warstwy, modelu o stalej dlugosci ogniw z obcigtymi ogniwami
brzegowymi oraz modelu o losowym rozktadzie dtugosci ogniw.

2. MODELOWANIE WCISKANIA RTECI W POLPRZESTRZEN

2.1. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Rozwazany osrodek porowaty, w ktorym poszczegolne pory sg cylindrycz-
nymi rurkami (ogniwami) o losowym rozktadzie ich $rednicy D i dtugosci u,
opisywanymi rozkladem prawdopodobienstwa W (D,u). Dwa niezalezne
czynniki okreslaja strukturg przestrzeni poréw takiego os$rodka: rozktad wymia-
row pordw (ogniw) ¥, (D,u) oraz sposob potaczenia ogniw miedzy soba, ktory
nazywany jest architektura przestrzeni porow. W konsekwencji nawet dla takie-
go samego rozktadu srednic porow struktura przestrzeni poréw moze by¢ roézna.
Ze wzgledu na architekture poréw wyrdznia si¢ trzy rodzaje modeli struktury
przestrzeni porow: kapilarny, taficuchowy i sieciowy. W modelu kapilarnym
ogniwa o jednakowej srednicy potgczone sa szeregowo, tworzac dhugie, przeni-
kajace caly materiat kapilary o statej srednicy. Srednice tych kapilar przyjmuja
wartosci losowe. W modelu tancuchowym ogniwa potaczone sa szeregowo
w sposob losowy — tworza kapilary o skokowo zmiennej $rednicy [12]. W mo-
delu sieciowym losowo potaczone ogniwa tworza sie¢ przestrzenng [6, 16].

Rte¢ nie zwilza powierzchni wiekszosci materiatow, dlatego pod wplywem
cisnienia p wchodzi ona w osrodek porowaty, a jej meniski zatrzymujg si¢ na
tych ogniwach, w ktérych ci$nienie w rtgci zostanie zrownowazone cisnieniem
kapilarnym, tzn. na ogniwach o $rednicy D mniejszej od srednicy D” okre$lo-
nej wzorem Washburna:

D" = —4ocos@)/ p )

gdzie o oznacza wspolczynnik napigcia powierzchniowego rteci, a 6 — kat
zwilzania materiatu szkieletu przez rtgé.
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Ogniwa, ktorych $rednica spetnia warunek (1), nazwano ogniwami kry-
tycznymi [3]. Te kategorie¢ ogniw podzielono na dwie nastepujace klasy: ogni-
wa nadkrytyczne o $rednicy wigkszej od krytycznej, w ktore rtg¢ moze wnikac
przy danym ci$nieniu, oraz ogniwa podkrytyczne o Srednicy mniejszej od kry-
tycznej, ktorych zapehienie przez rte¢ o danym cisnieniu jest niemozliwe.
Uzywajac zaproponowanej nomenklatury, mozna powiedzie¢, ze w procesie
wciskania rte¢ zapetnia tylko nadkrytyczne ogniwa poczatkowe kapilar az do
miejsca, w ktorym po raz pierwszy wystapi ogniwo podkrytyczne. Ze wzgledu
na losowy charakter rozktadu wymiaréw ogniw — $rednicy D i dlugosci u —
glebokos¢ potozenia meniskdw w porowatym materiale przyjmuje losowe war-
tosci. Jedynie w porach, w ktorych pierwsze ogniwo jest podkrytyczne, meniski
wystepuja na powierzchni porowatej potprzestrzeni.

Modele kapilarny i fancuchowy sa modelami granicznymi modelu siecio-
wego ze wzgledu na krzywa potencjatu kapilarnego. Oznacza to, ze dla ustalo-
nych warto$ci wymiaréw probki, jej porowatosci oraz rozktadu objgtosciowego
$rednic i dlugosci ogniw (porow) krzywa potencjatu kapilarnego probki mate-
rialu porowatego o sieciowej architekturze porow zawsze przebiega pomigdzy
krzywymi potencjalu kapilarnego probek materiatu o kapilarej i fancuchowe;j
architekturze przestrzeni porow. Przy czym krzywa ta dla probki o kapilarne;j
architekturze wystepuje jako pierwsza przy nizszych ci$nieniach, bowiem jej
wszystkie ogniwa nadkrytyczne sg zapetiane rt¢cig przy danym cisnieniu, pod-
czas gdy cz¢$¢ ogniw nadkrytycznych w probkach o tancuchowej i sieciowej
architekturze pozostaje pustych. Z kolei krzywa potencjatu kapilarnego probki
o tancuchowej architekturze przestrzeni poréw wystepuje jako ostatnia przy
wyzszych ci$nieniach, bowiem ze wzgledu na przestrzenne potaczenia w probee
o architekturze sieciowej liczba ogniw nadkrytycznych zapetionych rtecig przy
danym cisnieniu jest wicksza niz w probce o architekturze tfancuchowe;j.

W pracy przedstawiono réwnania opisujace rozktad glebokosci wnikania
rteci w trakcie jej weiskania w potprzestrzen oraz w warstwe materialu porowa-
tego o tancuchowej architekturze przestrzeni porow. Ogranicza to stopien zlo-
zonosci matematycznego opisu procesu wciskania, nie eliminujgc mozliwosci
oceny wptywu architektury przestrzeni porow na krzywe potencjatu kapilarnego
osrodka. W rozwazaniach zalozono ponadto, ze rozklady dlugosci i $rednic

ogniw sa niezalezne. Wowczas rozktad y (D,u) moze by¢ przedstawiony
w postaci iloczynu rozktadu srednic w(D) irozktadu dtugosci ¢(u) ogniw:

v, (D,u) =y (D)p(u) (2)

Po to, aby zapewni¢ statystyczny charakter potozenia ogniw w polprze-
strzeni oraz w warstwie materialu porowatego, przyjeto, ze zostaty one wyciete
z nieograniczonego osrodka porowatego o tancuchowej architekturze przestrze-
ni porow plaszczyznami prostopadtymi do osi kapilar. Ze wzgledu na losowe
polozenie ogniw w kapilarach wszystkie ogniwa na powierzchniach warstwy sa
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ogniwami obcigtymi. Dlatego ich rozktad dtugosci jest inny niz ogniw lezacych
wewnatrz warstwy.

Ze wzgledu na to, ze warunkiem wystgpienia wezla ogniwa obcigtego
w przedziale odlegtosci < v >= (v,v+ dv) od ptaszczyzny przecigcia jest dtu-

gos¢ u ogniwa nieobcigtego wigksza od tej odlegtosci (u > v), prawdopodo-
bienstwo 7(v)dv wystapienia ogniwa obcigtego o dilugosci z przedzialu
<v>=(v,v+dv) jest proporcjonalne do wyrazenia:

Tgo(u)du

Po unormowaniu rozktad dlugosci ogniw obcigtych 7(v) dany jest wzo-
rem:

1) =~ [ p(u)d 3)
us

gdzie u oznacza $rednig dlugo$¢ ogniw w osrodku. Rozktad (3) umozliwia
wyrazenie charakterystyk srednich rozkltadu dlugosci ogniw obcigtych przez
charakterystyki srednie rozktadu dtugosci ogniw nieobcietych. Otrzymano za-
tem:

V=u/2w; v =u'/3u 4)

2.2. OPIS GLEBOKOSCI WNIKANIA RTECI

Rozwazany jest uktad, w ktorym osrodek porowaty o pustych w chwili po-
czatkowej porach zajmuje poélprzestrzen z >0, natomiast rte¢ bedgca w bezpo-
$rednim kontakcie ze szkieletem zajmuje potprzestrzen z < 0. Przestrzen porow
tworza tancuchy potaczonych ze sobg ogniw (kapilary), a ogniwa brzegowe sg
obcigte.

Po to, aby wyprowadzi¢ roéwnania opisujace proces wciskania rtgci w pot-
przestrzen, przeanalizowano opis takiego procesu w uktadzie, w ktérym na
brzegu polprzestrzeni osrodka porowatego wystepuja ogniwa nieobciete.

Niech funkcja F,(z) bedzie prawdopodobiefistwem wystapienia rteci
w dowolnie wybranej kapilarze na glebokosci z porowatej poOlprzestrzeni.
Okresla ona jednoczesnie prawdopodobienstwo wystapienia rtgci na gtebokosci
z kapilary o losowym rozktadzie wymiaréw porow. Wowczas:

E(z)=m_/m, )

gdzie m_, — $rednia liczba kapilar w jednostce pola powierzchni polprzestrzeni,

natomiast 7, — liczba kapilar w jednostce pola powierzchni, ktére sg zapehio-
ne rtecig na glebokoscei z .

132



II. MECHANIKA OSRODKOW POROWATYCH

Liczbe m, wyznaczono, biorgc pod uwage zbior wszystkich kapilar,
w ktorych pierwsze ogniwo jest nadkrytyczne, bowiem jedynie w takim przy-
padku rte¢ wystapi wewnatrz kapilar. Kapilary zapetnione rtgeia na glebokosci
z tworza podzbidr tego zbioru.

Liczba dm, kapilar w jednostce pola powierzchni porowatej potprzestrze-
ni, w ktorej pierwsze ogniwo jest nadkrytyczne i ma dlugos¢ u przedzialu
<u>=(u,u+du), dana jest wzorem:

dm, =m a @(u)du (6)
gdzie:

a, = [ y(D)dD @

okresla prawdopodobiefistwo wystapienia ogniwa nadkrytycznego w osrodku.
Zbidr wszystkich kapilar o nadkrytycznym pierwszym ogniwie mozna po-
dzieli¢ na dwa rozlaczne podzbiory:
e kapilary, w ktorych pierwsze ogniwo ma dtugos¢ u >z,
e Kkapilary, w ktorych pierwsze ogniwo ma dtugos¢ u <z .
W pierwszym przypadku we wszystkich kapilarach rt¢¢ wystapi na glebo-
kosci z. Ich liczba m, dana jest wzorem:

! =ma, [ pluydu ®)

W drugim przypadku rte¢ wystapi na glebokosci z, o ile odcinek kapilary
od konca pierwszego ogniwa (nadkrytycznego) do przekroju z jest zapelniony
rtecig. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia okreslone jest jednakze przez

funkcje F,(z—u). Liczba dni’ takich kapilar wéréd kapilar o pierwszym nad-
krytycznym ogniwie i dtugosci » dana jest wyrazeniem:
dm’
dm,

Ze wzgledu na zalezno$¢ (6) liczba wszystkich kapilar drugiego typu jest
okreslona wzorem:

=F (z—u) )

m? = ma, [ F,(z —u)p(u)du (10)
0

Biorac pod uwagg, ze:
m, =m +m’
po uwzglednieniu (5), (8) 1 (10) otrzymano catkowe rownanie Volterry Il rodzaju:

F@)=a, | pudu +a, | Fy - w)p(du ()
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Rownanie to okresla postaé funkcji prawdopodobienstwa F,(z) wystapie-
nia rtgci w kapilarze na glgbokosci z porowatej potprzestrzeni.

Postepujac analogicznie, mozna wyprowadzi¢ wyrazenie dla prawdopodo-
bienstwa F(z) wystapienia rteci w potprzestrzeni osrodka porowatego o obcig-
tych ogniwach brzegowych, bedace funkcja prawdopodobienstwa F(z).
Przyjmuje ono postac:

F&) = a, [ nwdu + @, F,(— uyn(du (12)

gdzie 7(u) — rozktad dtugosci ogniw obcigtych na brzegu potprzestrzeni, dany
wyrazeniem (3).

2.3. OPIS ROZKLADU GESTOSCI RTECI

Wykorzystujac rownania (11) i (12), mozna wyprowadzi¢ rownania opisu-
jace rozktady p,(2z) i P(z) gestosci rteci w obu typach polprzestrzeni w trakcie
jej wciskania.

Warstwa < z > o polu powierzchni S zawiera m_S kapilar wypetionych
rtecig, wigc objetose rtgci dV zawartej w tej czesci warstwy wynosi:

dV =m_Sdv (13)
gdzie:
—N
dv=r/4D* dz (14)
oznacza $rednig objeto$¢ nadkrytycznych ogniw w warstwie < z >, natomiast:
—N 1 @
D’ =— [ D’y(D)dD (15)
a,

$rednig warto$¢ kwadratu srednicy ogniw nadkrytycznych.
Z kolei objetos¢ d V, wszystkich poréw w tej czesci warstwy dana jest
wzorem:
v, =m,Sdv, (16)
gdzie:
dv, = 7/4 D*dz (17)

oznacza $rednig objeto$¢ poréw w warstwie < z >, natomiast D> — $rednia
warto$¢ kwadratu srednicy ogniwa.

Wzory (13) i1 (16) umozliwiajg okreslenie rozkladu gestosci rtgci w porach
polprzestrzeni. Oznaczajac gestos¢ fazowa rteci przez p,, dla jej gestosci par-

cjalnej O(z)w warstwie < z >, definiowanej jako stosunek masy rteci zawartej
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w wyrdznionej czesci warstwy do objetosci dV, =Sdz tej czesci warstwy,
otrzymano:

Po =P dV/dVo (18)
gdzie przez p, =p,f, oznaczono gesto$¢ parcjalng rteci w osrodku catkowicie
nasyconym, przy czym zalezno$¢ f, =dV,/dV, okresla porowato$¢ osrodka.

Po odniesieniu (13), (16) oraz (5) do (18) otrzymano:

Py =Pl (2) o/, (19)
gdzie:
a, = [ (D)dD (20)
3
przy czym wielkosc:
(D)= D*y(D)/D? 1)

moze by¢ interpretowana jako objetosciowy rozktad srednic ogniw. Charaktery-
zuje on udzial objetosciowy ogniw o srednicy D w catkowitej objetosci porow
osrodka.

Zaleznos$¢ (19) umozliwia przeksztalcenie rownania (11) do postaci:

Py(2) =P, [ (Wi + &, [ p, (2~ u)p(u)du (22)

Podobnie mozna przeksztatci¢ wyrazenie (12). Wowczas:

p(2) = Py, [nW)du + &, [ p,(z =) p(u)du (23)
gdzie: Z
p2)=p,F@)a, /e, (24)

Z rownan (22) i (23) otrzymano bezposrednio warto$¢ gestosci rteci
w otoczeniu powierzchni (z = 0) obu rodzajow potprzestrzeni:

$,(0)= p(0) = 5,z (25)

3. MODELOWANIE WCISKANIA RTECI W WARSTWE

Wykorzystano funkcj¢ F(z), opisujacg rozklad rteci w polprzestrzeni ma-
teriatu porowatego, aby wyprowadzi¢ réwnanie opisujace rozklad rteci w war-
stwie materiatu porowatego o grubosci L w trakcie jej obustronnego wciskania
(rys. 1).
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materiat materiat
porowaty porowaty

0 L z
Rys. 1. Dwustronne wciskanie rteci w warstwe materiatu porowatego o tancuchowej
architekturze porow

Obustronne wciskanie rtgci w warstwe moze by¢ rozwazane jako proces
ztozony z dwoch etapow, kolejno realizowanych proceséw jednostronnego wci-
skania rteci w warstwe. W trakcie takiego procesu kapilary nadkrytyczne (zto-
zone z nadkrytycznych ogniw) sg bowiem catkowicie zapetnione rtecia, a kapi-
lary podkrytyczne (ztozone czgsciowo z podkrytycznych ogniw) — zapetione
czg$ciowo z obu stron. Oznacza to, ze procesy wciskania lewo- i prawostronne-
go s3 od siebie niezalezne.

Wyznaczono funkcje G(z) rozktadu rteci w warstwie, ktéra okresla praw-

dopodobienstwo wystapienia rtgci w dowolnie wybranej kapilarze na gleboko-
$ci z od powierzchni warstwy.

Wielkos¢ F(L)dana wyrazeniem (2) definiuje prawdopodobienstwo wy-
stapienia rteci na glebokosci L polprzestrzeni z obcigtymi ogniwami brzego-
wymi. Dlatego liczba m, kapilar nadkrytycznych (catkowicie zapelnionych) w
jednostce powierzchni warstwy podczas lewostronnego zapelniania dana jest
wzorem:

m, =m_F(L) (26)

Oznacza to, ze liczba m"® kapilar podkrytycznych (czesciowo zapetio-
nych rtecig) jest roznica liczb m, 1 m,. Zatem:

m* =m, (1~ F(L)) 27)

Podobnie liczba m kapilar podkrytycznych zapelionych na glebokosci

z < L podczas lewostronnego procesu wciskania jest rOwna roznicy liczby m,
wszystkich kapilar zapelionych na glgbokosci z podczas tego procesu oraz
liczby m; kapilar nadkrytycznych.
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W zwigzku z tym otrzymano:
m; =m,(F(z)=F(L)) (28)

Procesy lewostronnego i prawostronnego wciskania rteci w kapilary pod-
krytyczne warstwy sa rownowazne i od siebie niezalezne, dlatego dla prawo-
stronnego wciskania rtgci mozna zapisa¢ podobne do (28) wyrazenie. W tym

przypadku liczba m; kapilar podkrytycznych zapetnionych rtgcia na gleboko-

$ci s = L — z od prawostronnego brzegu warstwy dana jest przez wyrazenie:
my_. =m,(F(L—-z)-F(L)) (29)
Liczba m' wszystkich kapilar zapetionych rtecig na glebokosci z przy

obustronnym weciskaniu rtgci w warstwe jest sumg kapilar podkrytycznych za-
petnionych na tej gtgbokosci oraz kapilar nadkrytycznych:

mZT =m, +m. +m;__ 30)

Bioragc pod uwage, ze prawdopodobienstwo G(z) wystgpienia rtgci w war-
stwie na glebokosci z moze by¢ zdefiniowane wzorem:

Gz)=m'[m, (31
z zaleznosci (30) po uwzglednieniu (26), (28) oraz (29) otrzymano:
G2)=F@z)+F(L-z)-F(L) (32)
Rownanie (32) moze by¢ zapisane w postaci:
p(2) = p(2)+ p(L—2)— p(L) (33)
gdzie:
p()=p,G()a, /a, (34)

oznacza gestos$é rteci w warstwie, natomiast p(z) — gestosé rteci w potprze-
strzeni, dang wzorem (23).

4. OPIS KRZYWEJ POTENCJALU KAPILARNEGO WARSTWY

Wykorzystano rozktad ggstosci p(z) rteci w porowatej warstwie, dany
rownaniem (33), do wyznaczenia zalezno$ci objetosci V, (p) rteci weisnigtej
w wyrdzniong czg¢s¢ warstwy od cis$nienia rteci p . Zaleznos$¢ taka nazywana
jest potencjatem kapilarnym porowatego materiatu i jest $cisle zwigzana z archi-
tekturg przestrzeni porow i rozktadem ich wymiarow.
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Objetos¢ V, (p) rteci zawartej w czesci warstwy o objetosci porow ¥, mo-
ze by¢ wyrazona przez srednig gestos$¢ parcjalng rteci w warstwie, definiowang
wzorem:

_ 17
Pu=" j pu)du (35)
Po uwzglednieniu (34) otrzymano:
N _pn_%g (36)
Voo pooa
gdzie:
_ 1k
G= j G(z)dz (37)

jest srednig wartoscig prawdopodobienstwa wystapienia rtgci w warstwie. Jest
ona zwigzana ze Srednig wartoscig prawdopodobienstwa:

F= % ! F(z)dz (38)

wystapienia rteci w powierzchniowej warstwie polprzestrzeni o grubosci L
zaleznoscia:
G=2F-F(L) (39)

Wynika to bezposrednio z wyrazenia (32).
Po uwzglednieniu (39) wyrazenie (36) opisujace krzywa potencjatu kapi-
larnego warstwy przyjmuje postaé:

VL(p)_& ol
A 0(2F F(L)) (40)

Ze wzgledu na zalezno$¢ (12) miedzy prawdopodobienstwami F(z)

a F,(z) oraz na to, ze posta¢ funkcji F,(z) jest okreslona rownaniem catko-
wym (11) potencjal kapilarny opisany wyrazeniem (40) w ogolnym przypadku
nie jest dany w jawnej postaci. Matematyczna ztozonos$¢ opisu tej krzywej jest
powodowana losowym rozktadem dtugosci ogniw w modelu tancuchowym
architektury przestrzeni porow.

Ponizej przedstawiono przypadki szczegdlne tego rozktadu, dla ktorych
krzywa potencjatu kapilarnego (40) ma jawng postaé analityczng. Rozpatrzono
cztery modele: kapilarny, tancuchowy o statej dtugosci ogniw z weztami na
brzegu warstwy, lancuchowy o stalej dlugosci ogniw z brzegowymi ogniwami
obcigtymi, a takze model o stochastycznym rozktadzie dtugosci ogniw.
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4.1. MODEL KAPILARNY

W modelu kapilarnym architekturg¢ przestrzeni porow tworza cylindryczne
kapilary o statym przekroju poprzecznym i losowym rozktadzie ich $rednic,
przenikajace caly materiat porowaty na wskros. W takim przypadku rozktad rteci
w warstwie w dowolnym momencie procesu wciskania rteci jest jednakowy,
réwny jej wartosci na powierzchni warstwy. Z rownan (11) i (12) otrzymano:

G=F=F(0)=F,0)=F()=q, (41)

Woéwecezas wyrazenie (40) redukuje si¢ do postaci:

e “2)

gdzie @, dane jest wzorem (20).

Oznacza to, ze w modelu kapilarnym architektury przestrzeni poréw objeto-
Sciowy rozktad srednic porow $(D) dany wzorem (21) w pelni okresla krzywa

potencjatu kapilarnego.

4.2. MODEL LANCUCHOWY O STALEJ DELUGOSCI OGNIW
Z WEZE.AMI NA BRZEGU WARSTWY

Najprostszym modelem tancuchowym architektury przestrzeni poréw ma-
teriatu porowatego jest model o statej dlugosci ogniw i stochastycznym rozkta-
dzie $rednic, ktorych wezty wystepuja na powierzchni o$rodka. W takim przy-
padku rozktad dtugosci ogniw ¢(u) przyjmuje postaé delty Diraca:

P(u)=06(u—a) (43)
a grubos¢ warstwy osrodka porowatego jest wielokrotnoscia dhugosci a ogniwa:
L=Na (44)

gdzie N oznacza liczb¢ naturalng. Wowczas krzywa potencjatu kapilarnego
warstwy opisuje wyrazenie analogiczne do (40):

) _a (5 _
V=g PR AW (45)
gdzie:
_ 1k
Fo=— ! F,(2)dz (46)

przy czym funkcja F(z) dana jest rtownaniem (11).
Rozwiazujac rownanie (11), np. za pomocg metody transformacji Laplace’a, dla
rozktadu (43) dtugosci ogniw, dla funkcji £ (z) otrzymano wyrazenie:
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F,=1-(1-a,))_asH(z - ka) 47)
k=0
gdzie przez H(z) oznaczono funkcje skokowa Heaviside’a. Z wyrazenia (47)
uzyskano:
= 1 1-af N
F=—a o F(L)=«, 48
i (L) (48)

Dlatego krzywa potencjatu kapilarnego warstwy (45) przyjmuje postac:

1_ N
VLV(p) :(]%[ l_j: _a(])V—lJaz (49)

(4]

Wyrazenie (49) dla L =1 przyjmuje posta¢ (42) opisujaca krzywa po-
tencjatu kapilarnego warstwy o kapilarnej architekturze porow.

4.3. MODEL LANCUCHOWY O STALEJ DEUGOSCI OGNIW
Z BRZEGOWYMI OGNIWAMI OBCIETYMI

W przypadku gdy przestrzen poréw warstwy materialu porowatego ztozo-
na jest z tancuchow ogniw o statej dlugosci, a ich potozenie jest losowe, na obu
brzegach warstwy wystepuja ogniwa obcigte o rozktadzie dtugosci danym wzo-
rem (3), w ktorym funkcja @(#) ma postac delty Diraca (43). Wowczas wyzna-
czenie jawne] postaci wyrazenia (40), opisujacego krzywa potencjatu kapilarne-
g0, wymaga rozwigzania rownania catkowego (11) oraz wykorzystania wyraze-
nia (12).

Prawdopodobienstwo F'(z) dane wzorem (12) z zastosowaniem rozwigza-
nia (47) moze by¢ przedstawione w postaci:

F(z) =1—(1—a0){1+H(Z)i—(l—ao)liaé‘H(Z—ka)(z—ka)} (50)
a a =0

Funkcja (50) opisuje ciagla krzywa tamana, ktéra moze by¢ aproksymowana
z duza doktadnoscia funkcja postaci:

F.(z)=a"" (51)
Obie funkcje spetniajg warunek:
F(ka) = F, (ka) (52)
dla £=0,1,2,....
Wykorzystano aproksymacj¢ (51) funkcji F'(z) do wyznaczania krzywej po-
tencjatu kapilarnego (40). Ze wzgledu na to, ze:
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- a l—a(iv

[9)

F,= ;
N In(l/a,)

F(L)=a)" (53)

wyrazenie (40) dla potencjatu kapilarnego warstwy przyjmuje postaé:

V.(p) _ 2 I-a) N
v _(Nln(l/ao) % jaz >4)

o

4.4. MODEL LANCUCHOWY O LOSOWYM ROZKEADZIE DEUGOSCI
OGNIW

Analizie poddano rozktad dtugosci ogniw modelu tancuchowego architek-
tury przestrzeni poréw postaci:

2 2
a —-b

o(u) = e “sh(bu) (55)
dla a>b, ktorego warto$¢ srednia u# i odchylenie standardowe o dane sa

wzorami:
o 2a , 2(a’+b%)

> O == 55
a2 _b2 (az_bZ)Z

(56)

Taka posta¢ rozktadu umozliwia analityczne rozwigzanie rownania calkowego
(11) 1 uzyskanie jawnej postaci funkcji potencjatu kapilarnego (40).

Rozwigzujac rownanie (11) za pomocg metody transformacji Laplace’a,
otrzymano:

a@=f

e (a sh(cz)+c¢ ch(cz)) (57)

gdzie:

c=\Ja,@ +(1-a,)b (58)

Wowczas wyrazenie dla prawdopodobienstwa F'(z) danego wzorem (12)

przyjmuje postac:

2 2
a +c

F2)=ae“ ( sh(cz)+c ch(cz)j (59)
Po wyznaczeniu wartosci $redniej prawdopodobienistwa F'(z) wystapienia

rteci w warstwie powierzchniowej warstwy polprzestrzeni o grubosci L oraz
wartosci tego prawdopodobienstwa na gltgbokosci L z wyrazenia (40) otrzy-
mano jawng posta¢ wzoru opisujacego krzywa potencjatu kapilarnego warstwy:
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V,(p) 1 u|3a*+c u a+3c _,
= — 1-e “ch(al)) ——————e “sh(cL) |-
v az{l—c% L{ R

° L (60)
_a{a +e
—e

sh(cL)+ ch(cL)}}

Wyrazenia (49), (54) i (60) umozliwiajg analiz¢ wptywu réznych aspektow
rozktadu dtugos$ci ogniw oraz ich $rednic w modelu tancuchowym architektury
przestrzeni porow na krzywe potencjatu kapilarnego warstwy materiatu poro-
watego oraz ich pordwnanie z przebiegiem tej krzywej dla modelu kapilarnego,
danego wzorem (42). Z postaci tych wyrazen wynika, ze roznice miedzy tymi
krzywymi okreslone sg przez postacie czynnikdw wystepujacych przy wielkosci
a, . Wielkos¢ ta okresla stopien nasycenia powierzchni warstwy, niezaleznie od
rozwazanego modelu lancuchowego architektury przestrzeni poroéw. Czynnik
wystepujacy przy o, okresla wptyw niejednorodnosci rozktadu weiskanej rteci
wewnatrz warstwy na krzywa potencjatu kapilarnego.

5. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono modele osrodkéw porowatych o tancuchowej
strukturze przestrzeni poréw, w ktorych poszczegodlne pory sg cylindrycznymi
kapilarami o losowym rozktadzie srednic oraz dlugosci ogniw. Wyprowadzono
rownanie catkowe, opisujgce proces wciskania rteci w poOtprzestrzen osrodka
porowatego o tancuchowej architekturze przestrzeni porow, ktore ma postac
réwnania Volterry I rodzaju. Otrzymane wyniki wykorzystano do sformutowa-
nia opisu procesu dwustronnego wciskania rteci w warstwe. Umozliwilo to
wyznaczenie wzoréw na potencjat kapilarny warstwy materialu oraz uzyskanie
ich postaci analitycznych dla trzech szczegdlnych przypadkéw modeli prze-
strzeni pordéw o architekturze tancuchowej: dla modelu o statej dtugosci ogniw
1 weztach na powierzchni warstwy, modelu o statej dtugosci ogniw z obcigtymi
ogniwami brzegowymi oraz modelu o losowym rozktadzie dlugosci ogniw.
Wykazano, ze model kapilarny architektury przestrzeni poréw jest takze przy-
padkiem szczeg6lnym modelu tancuchowego oraz ze ze wzgledu na krzywa
potencjatu kapilarnego oba modele s3 modelami granicznymi modelu sieciowe-
go architektury porow, ktory dobrze odzwierciedla strukturg przestrzeni porow
rzeczywistych materiatow.

Wykorzystanie modelu tancuchowego architektury przestrzeni poréw
umozliwia ograniczenie stopnia zlozonosci matematycznego opisu procesu
weciskania rteci oraz krzywych potencjatu kapilarnego, nie eliminujagc mozliwo-
$ci oceny wptywu architektury przestrzeni pordw na te krzywe. W modelu kapi-
larnym krzywa potencjatu kapilarnego warstwy w petni okresla objetosciowy
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rozklad srednic porow (D). W modelu tancuchowym krzywe te dodatkowo

zaleza od charakterystyk rozktadu dtugosci ogniw, prawdopodobienstwa o,
wystapienia ogniwa nadkrytycznego, ktére rowniez zalezy od cisnienia w rteci,
oraz od grubosci warstwy L. Wyrazenia na krzywa potencjalu kapilarnego dla
modeli fancuchowych umozliwiajg analiz¢ wptywu wystepujacych w nich pa-
rametrow na przebieg tej krzywej oraz jej pordéwnanie z przebiegiem dla mode-
lu kapilarnego.
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Mieczystaw Cieszko, Janusz L.ukowski

PODSTAWY TEORETYCZNE
IDENTYFIKACJI PROFILU WARSTWY ZA POMOCA
IMPEDANCYJNEJ METODY MODELI PODSTAWOWYCH

1. WSTEP

Tomografia impedancyjna jest metoda wyznaczania rozkladu impedancji
wewnatrz materialu przewodzacego prad elektryczny na podstawie rozktadu
potencjatu pola elektrycznego na jego powierzchni [19, 27]. Pomiarow poten-
cjatu dokonuje si¢ zwykle w uktadach wieloelektrodowych w zakresie czgsto-
tliwosci pradu zasilajacego od 0 do 200 kHz. Uzyskane wyniki pomiarow sa
wykorzystywane nastepnie do numerycznego rozwigzania zagadnienia odwrot-
nego, ktorego celem jest wyznaczenie rozkladu impedancji wewnatrz analizo-
wanego obszaru.

Tomografia impedancyjna nalezy do grupy elektrycznych metod tomogra-
fii komputerowej, w sktad ktérej wchodza tomografia pojemnosciowa oraz to-
mografia pradow wirowych [19].

Tomografia impedancyjna wykorzystywana jest obecnie w biomedycynie
i przemysle elektronicznym oraz w badaniach przypowierzchniowej warstwy
gruntu. Pomiar impedancji tkanek umozliwia okreslenie stanu organéw takich
jak: mozg, serce, pluca. Zastosowaniem przemystowym metody jest badanie
elementow polprzewodnikowych. Tomografia pojemnosciowa, w ktorej doko-
nuje sie pomiaru pojemnosci miedzyelektrodowej w celu wyznaczenia przeni-
kalnosci elektrycznej obszaru, jest wykorzystywana w przemysle rafineryjnym
i energetycznym. Tomografia pradow wirowych, w ktdrej dokonuje si¢ pomiaru
zmian indukcyjnosci cewek wzbudzajacych przeptyw pradow wirowych w celu
wyznaczenia przenikalnosci magnetycznej czy konduktywnosci osrodka, wyko-
rzystywana jest do nieniszczgcego badania materialdéw oraz np. do sprawdzania
stanu rur chtodzacych reaktor w elektrowniach jadrowych [19].

W tomografii impedancyjnej do rozwigzania zagadnienia odwrotnego wy-
znaczenia rozktadu impedancji wewnatrz obszaru wykorzystuje si¢ zwykle me-
tode elementow skonczonych (MES), metodg elementow brzegowych (BEM)
czy metodg¢ réznic skonczonych (FDM). W metodzie MES oraz metodzie FDM
dyskretyzacji podlega obszar, natomiast w przypadku metody BEM — brzeg
obszaru [31]. Do rozwigzania zagadnienia odwrotnego z wykorzystaniem kaz-
dej z tych metod konieczna jest znajomos¢ geometrii obszaru.

W pracy przedstawiono podstawy teoretyczne nowej metody wyznaczenia
profilu dna warstwy jednorodnego materialu przewodzacego prad na podstawie
pomiaru wartosci potencjatu pola elektrycznego na powierzchni warstwy, gene-
rowanego przez umieszczone na niej punktowe elektrody pradowe. Metoda
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polega na wykorzystaniu analitycznych modeli rozktadu potencjalu na po-
wierzchni warstwy o prostej geometrii typu: warstwa o statej grubosci lub klin
do interpretacji pomiarowych danych lokalnego rozkladu potencjalu. Zapropo-
nowano przy tym wykorzystanie metody optymalizacji. Polega ona na wyzna-
czaniu parametrow wystepujacych w zastosowanych modelach poprzez mini-
malizacj¢ btedu dopasowania rozkladu potencjatu w modelu do rozktadu wy-
znaczonego eksperymentalnie. Tak wyznaczone parametry moga by¢ interpre-
towane jako lokalne charakterystyki badanego materiatu.

Identyfikacja geometrii dna warstwy jest istotna w badaniach przypo-
wierzchniowej warstwy gruntu, w ocenie stanu budowli hydrotechnicznych
(zapor, obwalowan) oraz elementéw konstrukcji budowlanych (zawilgoconych
Scian, zbrojonych betonow).

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Analizie poddano dwuwymiarowe zagadnienie wyznaczania profilu war-
stwy idealnego materiatu przewodzacego prad elektryczny za pomocg metody
tomografii impedancyjnej. Przyjeto, Zze goérny brzeg warstwy jest plaski,
a ksztalt dolnego brzegu jest dowolny, okreslony przez funkcj¢ grubosci war-

stwy H(x) (rys. 1). W punktach x=x i x=x" gornego brzegu warstwy

w odleglosci L =x" —x~ umieszczono dwie punktowe, réznoimienne elektrody
zasilane statym pradem elektrycznym o nat¢zeniu /.

-1 +1
0 T o l L

X, u

Rys. 1. Schemat analizowanego uktadu

Elektrody te generuja w warstwie state pole potencjatu V(x), ktorego

przestrzenny rozklad silnie zalezy od polozenia elektrod, geometrii obszaru
przewodzacego oraz warunkow na jego brzegu. Pole potencjalu w warstwie
okreslone jest przez rOwnanie Laplace’a:

Vi()=0 (1)
W rozwazaniach zatozono, ze oba brzegi warstwy sa elektrycznie izolowa-

ne, dlatego pole potencjatu ¥ (x) na brzegu I, i I, musi spelnia¢ warunek
braku przeptywu pradu w kierunku prostopadtym do tych brzegow:
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n-V{J¥)=0 (2)

gdzie n jest jednostkowym, zewnetrznie zorientowanym wektorem prostopa-
dlym do linii brzegu warstwy. Oznacza to, ze linie jednakowych wartosci po-
tencjalu w obszarze warstwy sg prostopadte do jej brzegdw.

W przypadku gdy gérny brzeg warstwy tworzy lini¢ prostg (rys. 1), ograni-
czenie obszaru przeptywu pradu przez dolny nieprzewodzacy brzeg powoduje
modyfikacje rozktadu potencjatu pola elektrycznego na géornym brzegu warstwy
w stosunku do rozktadu na powierzchni przewodzacej polprzestrzeni takiego
materiatu. Roznica tych potencjaldow nazywana jest potencjatem resztkowym.
Wartos¢ potencjatu resztkowego i jego rozktad na powierzchni warstwy sg od-
zwierciedleniem potozenia i geometrii dolnego brzegu warstwy. Pomiar tego
potencjatu umozliwia rekonstrukcje profilu warstwy.

Do identyfikacji geometrii dna warstwy na podstawie pomiar6w potencja-
low pola elektrycznego na gornej powierzchni warstwy wykorzystano anali-
tyczne wyrazenia opisujace rozktady potencjatow pola elektrycznego na po-
wierzchni dwoch typéw warstw o prostej geometrii: warstwy o statej grubosci
oraz klina

3. OPIS ROZKELADU POTENCJALU W UKLADACH
O PROSTEJ GEOMETRII

W rozdziale tym przedstawiono metod¢ odbi¢ zwierciadlanych, ktorg wy-
korzystano do wyprowadzenia wyrazen okreslajacych rozktad potencjatu elek-
trycznego w izolowanej warstwie oraz izolowanym klinie idealnego przewod-
nika generowany przez dwie roznoimienne elektrody zasilane pradem statym
o natgzeniu /. Metoda polega na konstrukcji rozwigzania dwuwymiarowego
rownania Laplace’a dla ograniczonego obszaru, zasilanego punktowymi
zrodtami pradu, przy wykorzystaniu jego znanych rozwigzan dla punktowego
zrodta w obszarze nieograniczonym.

Metoda ta moze by¢ bezposrednio stosowana do uktadow, w ktorych wy-
stepuja ptaszczyzny nieprzewodzace pradu. Na takich powierzchniach musi by¢
spetniony warunek (2), dlatego moga one by¢ réwnowaznie rozwazane, jako
powierzchnie symetrii zagadnienia. Umozliwia to zastgpienie pierwotnej kwe-
stii zagadnieniem okreslonym w nieograniczonym obszarze, w ktéorym analizo-
wana cz¢s$¢ materiatu jest wyodrgbniona powierzchniami symetrii. Zapewnia to
spelnienie warunkow brzegowych na powierzchniach ograniczajgcych analizo-
wany obszar.

3.1. WARSTWA O STALEJ GRUBOSCI

Ze wzgledu na to, ze w izolowanej warstwie obie powierzchnie nie prze-
wodzg pradu, zastosowanie metody odbi¢ zwierciadlanych wymaga, aby byty
one powierzchniami symetrii zagadnienia okreslonego na nieograniczonym
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obszarze. Warunek taki spetnia periodyczny uktad przedstawiony na rysunku 2.
Przy czym ze wzgledu na fakt, ze kazda elektroda punktowa zasila dwie sasied-
nie warstwy, warunek réwnowaznosci pol potencjalow w obu ukladach jest
spetniony, gdy nate¢zenie pradu zasilania w uktadzie periodycznym jest dwu-

krotnie wigksze, I, =21 .

B H
u; u

u, Uy

v

Rys. 2. Uktad elektrod pradowych generujacy periodyczne pole potencjatu izolowanej
warstwy

Potencjat V' w dowolnym punkcie P periodycznego osrodka przedstawio-
nego na rysunku 2 jest superpozycja potencjaldw wygenerowanych przez
wszystkie punktowe zrédla pradu. Para rdéznoimiennych elektrod pradowych
generuje w punkcie P potencjat dany wzorem:

IP
2o

V:

n

In(r, /1)) 3)

dlatego potencjal V' wygenerowany przez wszystkie pary elektrod jest suma
potencjatdow generowanych przez kazdg parg elektrod:

[ n=00
y=—2 In(r /#F
27;0; (r, /1)

“4)
gdzie:

r =, —w)[; ry =, —w)] )
reprezentujg odlegtosci punktu P (odpowiednio) od ujemnej i dodatniej elektro-
dy n-tej pary elektrod.

We wspotrzednych lokalnego uktadu kartezjanskiego, zwigzanego z elek-
trodami (rys. 2), wyrazenie (4) moze by¢ przedstawione w postaci:
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= 1 (=9’ +L@+1/4)’
g ln(ﬂ{(n—vf +(L(it—1)/4)* B ©)

V=Vo,/I; w=2ulL; v=v/(Q2H); L=L/H (7)

gdzie:

Wykorzystujac tozsamos¢ [36]:

H (n—a)* +b _ sin(z(a +ib))sin(z(a —ib)) (®)
s (n—c) +d’ ~sin(z(c + id))sin(z(c — id)
po przeksztatceniach z zaleznosci (6) otrzymano:
7ol ch(rL (it +1)/2) - cos(2zVv) ©)
27\ ch(zL (i —1)/2) —cos(27v)

gdzie i=+/-1.
Wyrazenie (9) w szczegdlnym przypadku okresla rozktad potencjalu na
powierzchni warstwy. Dla v =0 otrzymano:

s_1 |sh(7zL(u +1)/4)|
|sh(7zL(u ~1)/4)|

(10)

Ze wzoru (10) wynika, ze potencjat na powierzchni warstwy w punktach
bardzo oddalonych od elektrod pradowych (# — to0) przyjmuje skonczone
wartosci:

V> =-L/2; Ve=L/2 (11)

Z wyrazenia (10) mozna réwniez uzyska¢ wzor okreslajacy rozktad poten-
cjatu na powierzchni potprzestrzeni. Dla H — « (L — 0) z (10) otrzymano:

V. :lln( j (12)

T
Z kolei odejmujgc stronami wyrazenia (10) i (12), otrzymano wzor na po-

u+1
u-—1

tencjat resztkowy . postaci:

_ |(u —1) sh(zL(u +1)/4)|
= 7, |(u +1) sh(zL (it _1)/4)|

(13)

r

Charakteryzuje on wptyw obecnosci dolnego brzegu warstwy na rozktad
potencjatu na jej powierzchni.
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3.2. KLIN

Zastosowanie metody odbi¢ zwierciadlanych do wyprowadzenia wzoru
okreslajacego rozklad potencjatu pola elektrycznego w izolowanym klinie po-
dobnie jak to miato miejsce w warstwie o stalej grubosci wymaga, aby oba
brzegi klina byly powierzchniami symetrii zagadnienia okreslonego na nieogra-
niczonym obszarze. Warunek taki speilnia periodyczny uklad symetryczny
wzgledem punktu wierzchotka klina, przedstawiony na rysunku 3. W uktadzie
tym punkty umiejscowienia elektrod pradowych sa wierzchotkami wielobokéw

foremnych. Dlatego kat wierzchotkowy @, klina musi spelnia¢ warunek:
@, =n/N (14)

gdzie N oznacza liczbg wierzchotkow wieloboku.

Rys. 3. Uktad elektrod pradowych generujacy periodyczne pole potencjatu izolowanego
klina

Oznacza to, ze wyprowadzony za pomoca metody odbi¢ zwierciadlanych
potencjat w klinie dotyczy wylacznie przypadkow gdy kat rozwarcia klina @,
przyjmuje dyskretne wartosci.

Potencjat ' w dowolnym punkcie P periodycznego uktadu przedstawio-
nego na rysunku 3 jest superpozycja potencjaldéw wygenerowanych przez
wszystkie punktowe zrodta pradu. Po uwzglgdnieniu (3) otrzymano:

S G /1) (1)

y—tle
272—0 n=0

gdzie r, i r, oznaczaja odlegtosci potozenia n-tej pary elektrod od punktu P.
Dane sg one wzorami:
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(rn’)2 =t 4 (x’)2 —2r(x")cos(2np, — ) (16)
Y =r' +(x")? =2r(x")cosRuo, —a)

gdzie:
X =[x, [; =[x r=|x|
dlan=0,1,2,.,N-1.
W szczegdlnym przypadku wyrazenie (15) okresla rozktad potencjalu na
powierzchni klina. Dla @ =0 po uwzglednieniu (14) i (16) oraz po przenume-
rowaniu wyrazoéw szeregu (k—1— n) otrzymano:

V:

1 h{xz +(x7) = 2xx cos(27(k— 1)m)J an

27 & | X+ (x")? —2xx" cos(27(k—1)/N)

Z uwagi na symetri¢ zagadnienia wzgledem osi x sumowanie szeregu
w wyrazeniu (17) moze by¢ zredukowane. Dla parzystej liczby par elektrod
(N =2M) wyrazenie (17) moze by¢ przedstawione w postaci:

7 1 xT—(x)7] )? 1 ln i’[—‘[lx2+(x_)2—2xx_cos(7rk/M)
Vs (x| 7 A +(xT) =2xx" COS(ﬂ'k/M)

a po wykorzystaniu tozsamosci [3]:

M-1 2M
H(a2—2acos(kﬁﬂj+ljsaz 1 (18)

o2l a” -1

redukuje si¢ do wyrazenia:

7=

Mozna wykazaé, ze wzor (19) jest stuszny réwniez dla nieparzystych N.
Z kolei po to, aby wyprowadzi¢ wyrazenie okre$lajace rozktad potencjatu na

(19)

(x /x)N -1
(x"/x)N -1

powierzchni klina o dowolnej wartosci kata wierzchotkowego @, , nalezy wy-

korzysta¢ np. metod¢ odwzorowan konforemnych. W metodzie tej potencjat
elektryczny rozpatruje si¢ jako zespolony potencjat skalarny oraz dokonuje si¢
odwzorowania analizowanej powierzchni na prostszy uktad powierzchni przy
zachowaniu katéw powierzchni analizowane;.

Wykorzystujac metode odwzorowan konforemnych (rownokatnych),
otrzymano nastepujaca postac rozktadu potencjatu elektrycznego:

7L ( J (20)
T
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Ze wzgledu na to, ze:
X=x,+u; x =x,—-L/2; x"=x,+L/2 (21)

wyrazenie (20) moze by¢ zapisane w lokalnym uktadzie kartezjanskim zwigza-
nym z elektrodami pradowymi. Otrzymano zatem:
J (22)

_ /gy _ _ /9,
Vzllnp(x" +u) (x,—L/2)
gdzie x, — odlegtos¢ potozenia punktu srodkowego odcinka migdzy elektroda-

7 \|(x, + )70 (x, +L/2) 7

mi od wierzchotka klina. Kat wierzchotkowy klina @, jest zwigzany z szeroko-

$cig H klina w punkcie x =X, zaleznoscia:
1g(p,)=H/x, (23)

W szczegbdlnym przypadku gdy @, =7, wyrazenie (22) przyjmuje postac
(12), a tym samym okresla potencjat na powierzchni potprzestrzeni. Odejmujac

wyrazenia (22) i (12), otrzymano wzor na potencjat resztkowy na powierzchni
klina w postaci:

V. =lln{
pa

4. OPIS PROCEDURY NUMERYCZNEGO WYZNACZANIA
PROFILU WARSTWY

24)

(u—L/2) [(x, +u)"* —(x, —L/2)""]|
(u+L12) [(x, + )" —(x, + L1 2y ]|

Do rozwigzania problemu rekonstrukcji profilu warstwy moga by¢ wyko-
rzystane rézne metody stosowane w tomografii komputerowej, np. tomografia
pojemnosciowa oraz tomografia pradow wirowych [19].

W pracy zaproponowano podejscie wykorzystujace technike tomografii
impedancyjnej, w ktorej profil warstwy jest wyznaczany na podstawie sekwen-
cji pomiardw rozktadu potencjatu przy roznych polozeniach pary elektrod zasi-
lajacych na powierzchni warstwy. Przedstawiona metoda polega na wykorzy-
staniu analitycznych modeli rozktadu potencjatu w warstwie o prostej geometrii
typu: warstwa o statej grubosci lub klin do interpretacji danych pomiarowych.
Dla ustalonego potozenia elektrod zasilajacych wyznaczana jest z wykorzysta-
niem metody optymalizacji warto§¢ parametru H grubosci warstwy lub klina
w punkcie srodkowym miedzy elektrodami, dla ktérej blad dopasowania roz-
ktadu potencjatu resztkowego migdzy elektrodami, obliczony na podstawie
modelu oraz zmierzonego rozktadu potencjatu, osigga minimum. Wyznaczona
w ten sposob wartos¢ H grubosci warstwy przypisywana jest kazdorazowo
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punktowi x =X, potozenia §rodka odcinka mig¢dzy elektrodami. Przeprowadzo-

na w ten sposob identyfikacja grubosci warstwy dla kolejnych polozen pary
elektrod zasilajacych umozliwia wyznaczenie przyblizonego profilu badanej
warstwy. Taki sposdb wyznaczania profilu warstwy nazwano impedancyjng
metodg modeli podstawowych.

Dla potrzeb oceny przydatnosci zaproponowanej metody dane ekspery-
mentalne pozyskiwano w trybie eksperymentu numerycznego. Polega to na
przeprowadzeniu komputerowej symulacji procesu pomiarowego w ukladzie
odzwierciedlajagcym rzeczywiste warunki jego realizacji. Zaletami takiego po-
dejscia sa pelna kontrola warunkow oraz wszystkich parametrow przebiegu
procesu, dostgp do wszystkich informacji charakteryzujacych ten przebieg,
a takze mozliwo$¢ jego automatyzacji bez koniecznosci ponoszenia kosztow,
jakie nieuchronnie wystepuja przy realizacji rzeczywistego procesu pomiaro-
wego.

Przeprowadzenie serii wirtualnych procesé6w pomiarowych na warstwie
materiatlu o zadanym profilu, a nast¢pnie jego identyfikacja za pomoca zapro-
ponowanej w pracy metody umozliwiajg bezposrednig oceng wpltywu warun-
kéw realizacji pomiaru oraz zastosowanych modeli analitycznych (podstawo-
wych) na jakos¢ rekonstrukcji profilu. Dotyczy to:

e strategii pomiaru,

e polozenia i rozstawu elektrod zasilajacych,

e polozenia i wielkosci przedziatéw pomiaru rozktadu potencjalu na po-
wierzchni warstwy,

e charakterystyk geometrycznych profilu warstwy.

Poréwnanie wynikoéw rekonstrukeji profilu warstwy otrzymanych na pod-
stawie modelu warstwy o statej grubosci oraz klina umozliwia weryfikacje
wstepnie przyjetego zatozenia, ze doktadnos¢ tej rekonstrukeji przy wykorzy-
staniu modelu klina jest lepsza, bowiem oprdocz lokalnej grubosci warstwy
uwzglednia on takze lokalne nachylenie jej dolnego brzegu.

W obu modelach jawnie wystepuje takze przewodnos¢ elektryczna mate-
riatu warstwy, ktora réwniez moze by¢ identyfikowanym parametrem, co stwa-
rza dodatkowo mozliwos¢ badan niektdrych typow uktadow warstw.

5. PODSUMOWANIE

W pracy zaproponowano nowa, impedancyjng metodg identyfikacji profilu
dwuwymiarowej warstwy materiatu przewodzacego prad elektryczny. Metoda
polega na wykorzystaniu analitycznych modeli rozktadu potencjatu na po-
wierzchni warstwy o prostej geometrii typu: warstwa o statej grubosci lub klin
do interpretacji pomiarowych danych lokalnego rozktadu potencjatu, genero-
wanego przez dwie elektrody pradowe. Sformulowano podstawy teoretyczne
metody. Wyprowadzono modele analityczne rozktadu potencjatu pola elek-
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trycznego na gornej powierzchni izolowanej warstwy o statej grubosci oraz
klina. Omoéwiono szczegdtowo procedure wykorzystania tych modeli do nume-
rycznego wyznaczania profilu dna warstwy o dowolnej geometrii, na podstawie
wynikoéw badan eksperymentalnych rozktadu potencjatu lub wynikéw pomia-
row wirtualnych realizowanych w procesie symulacji komputerowych. Omo-
wiono takze plany dalszych badan w tym zakresie.

Nalezy podkresli¢, ze w pracy przedstawiono wyniki pierwszego etapu ba-
dan nad opracowaniem impedancyjnej metody wykorzystujacej modele anali-
tyczne (podstawowe) do wyznaczania profilu nieizolowanej warstwy trojwy-
miarowe;j.
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Mieczystaw Cieszko, Michat Pakuta, Radostaw Drelich

ODDZIALYWANIE FAL AKUSTYCZNYCH
Z POLPRZESTRZENIA LOSOWEGO OSRODKA
WARSTWOWEGO

1. WSTEP

Rozpraszanie fal jest zjawiskiem bardzo czesto wystepujacym w zagadnie-
niach oddziatywania i propagacji fal w niejednorodnych materiatach w r6znych
dziedzinach o duzym znaczeniu praktycznym. Dotyczy m.in. optyki, nieinwa-
zyjnej diagnostyki w technice i medycynie, geofizyki. Odgrywa istotna rolg
Ww nieniszczacych badaniach naturalnych, biologicznych i technicznych materia-
low z wykorzystaniem fal ultradzwigkowych. Ze wzgledu na dynamiczny
i nielokalny charakter tego zjawiska oraz silng zalezno$¢ od charakterystyki
czestotliwosciowej fal modelowanie rozpraszania jest trudnym zagadnieniem,
wymagajagcym stosowania wyrafinowanych metod matematycznych o duzej
ztozonosci obliczeniowej. Powoduje to, ze badania tego zjawiska w uktadach
o0 prostej geometrii niejednorodnosci, np. w ukladach warstwowych, wzbudzaja
duze zainteresowanie i znajduja liczne zastosowania [4, 7, 8, 20, 28, 39, 47, 54].

W pracy zaproponowano nowy opis zagadnienia jednowymiarowego roz-
praszania fal harmonicznych w losowym materiale warstwowym. Rozpatrzono
uktad, w ktorym ptaska fala harmoniczna pada prostopadle na potprzestrzen
naprzemiennie ulozonych dwoéch rodzajow warstw o roznych wiasnosciach
akustycznych i losowym rozktadzie ich grubosci. Wiasciwosci akustyczne
warstw charakteryzowane sa przez dwa parametry: impedancje akustyczna
i liczbg falowa. Przy formutowaniu opisu zagadnienia zastosowano podejscie
strukturalne [11, 34, 35], w ktorym wykorzystuje si¢ schematy globalnego od-
dziatywania fal z elementami o$rodka, umozliwiajace bezposrednie formutowa-
nie rownan amplitudowych dla wypadkowych fal propagujacych si¢ w osrodku.

Wyprowadzono catkowe rownania algebraiczne dla wspotczynnikdéw odbi-
cia fal harmonicznych od potprzestrzeni losowego osrodka warstwowego.
Rownania te rozwiagzano dla dwoch szczegolnych uktadow warstw: periodycz-
nego o statych grubosciach warstw oraz stochastycznego o jednorodnych roz-
ktadach ich grubosci. Przeanalizowano wplyw stochastycznych charakterystyk
grubosci warstw oraz ich wtasnos$ci akustycznych na wspotczynniki odbicia fal
od o$rodka warstwowego. W celu wyodrgbnienia zjawiska rozpraszania fal
analize¢ przeprowadzono dla o$rodka o sprezystych wlasnosciach warstw. Wy-
znaczono przedziaty tzw. czestotliwosci zaporowych, dla ktorych fale ulegaja
catkowitemu wewngtrznemu odbiciu od polprzestrzeni. Wykazano, ze wspot-
czynniki odbicia fal dtugich nie zaleza od losowego rozktadu dtugosci warstw,
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natomiast silnie zalezg od stopnia niejednorodnosci akustycznej osrodka charak-
teryzowanego stosunkiem impedancji akustycznych warstw.

2. MODELOWANIE ODDZIALYWANIA FAL Z POLPRZESTRZENIA
LOSOWEGO OSRODKA WARSTWOWEGO

2.1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przeanalizowano zagadnienie oddziatywania ptaskiej fali harmonicznej
z losowg polprzestrzenig warstwowa ztozong z dwoch rodzajow naprzemiennie
utozonych warstw o losowych grubosciach i réznych wiasciwosciach akustycz-

nych (rys. 1).

T L
X
Rys. 1. Schemat analizowanego uktadu

W rozwazaniach zatozono, ze materiaty warstw polprzestrzeni warstwowe;j
(x> 0) oraz sgsiadujacej z nig potprzestrzeni jednorodnej (x < 0) s3 sprezyste
i idealnie potaczone migdzy soba, a fala pada prostopadle na powierzchni¢ ich
kontaktu. Osrodek warstwowy tworzy polprzestrzenie dwoch rodzajow o roz-
nych wlasno$ciach akustycznych. Nazwano je polprzestrzeniami typu I oraz
typu 11, gdy jej pierwsza warstwa jest (odpowiednio) materiat typu 1 lub typu 2
(oznaczany na rysunkach przez 1 lub 2). Zalozono, ze rozklady grubosci
u warstw materiatu typu 1 i typu 2 okreslone sg przez funkcje rozktadu prawdo-

podobienstwa f,(u) 1 f,(u).

Jako podstawg charakterystyki akustycznych wtasciwosci uktadu przyjeto
parametry «, «;, @,, definiowane jako stosunki impedancji akustycznych
materialow jednorodnej potprzestrzeni i obu rodzajéw warstw:

a=z/z,; a,=z/z; a,=z/zy =& (1)
gdzie:

z=pc; 2= PG 2y = P&
natomiast przez p, p; oraz ¢, ¢; (i = 1, 2) oznaczono ich ggstosci masowe
oraz predkosci propagacji fal podtuznych.
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Parametry te jednoznacznie charakteryzuja oddzialywanie fal z granica
kontaktu tych materiatow. Wspotczynniki odbicia 7, i przenikania ¢, fali
harmonicznej padajacej z materialu typu 1 na granice kontaktu z materialem
typu 2 oraz wspotczynniki r,, 1 ¢,, dla fali propagujacej si¢ w przeciwnym
kierunku dane sa wzorami:

l-a 2a

Ny = I = 1+a; L, = aty, = (2)

Spelniony jest przy tym warunek:
Ry + taty =1 (3)

wynikajacy z zasady zachowania energii fali.

Podobne wyrazenia okreslaja wspotczynniki odbicia 7y, 1 r,, oraz przeni-
kania ¢, 1 ¢, fali harmonicznej, padajacej z poOlprzestrzeni jednorodnej na
powierzchni¢ jej kontaktu z (odpowiednio) warstwa typu 1 i typu 2, a takze
wspotczynniki 7, ir,, oraz t,it,, dla fali propagujacej si¢ w przeciwnym
kierunku. W takim przypadku warunki zachowania energii fali mogg by¢ sfor-
mutowane w postaci analogicznej do warunku (3).

Wyrazenia dla wspotczynnikow R iR, odbicia fali harmonicznej na granicy
kontaktu mi¢dzy osrodkiem jednorodnym a losowa potprzestrzeniag warstwowa
typu I Iub typu Il wyprowadzono, wykorzystujac podejscie strukturalne [12, 35,
36]. Umozliwia ono bezposrednie formulowanie réwnan dla wspodtczynnikow
oddziatywania fali z osrodkiem bez koniecznos$ci rozwazan wielokrotnych odbi¢
wewnetrznych fal na granicach kontaktu warstw. Uwzglednia si¢ przy tym fakt,
ze o wilasnos$ciach akustycznych catego uktadu decydujg parametry oddzialywa-
nia fal na granicy obu rozwazanych materiatoéw oraz charakterystyki geometrycz-
ne warstw. W odniesieniu do potprzestrzeni warstwowej wykorzystuje si¢ przy
tym fakt, ze usuniecie jej dwoch pierwszych warstw nie wptywa na jej wlasnosci
akustyczne. Mozna wyr6zni¢ dwa etapy rozwigzania tego zagadnienia. Najpierw
wyprowadzono sprz¢zony uktad rownan dla wspotczynnikow R, i R, oddzialy-

wania fal w uktadach zredukowanych, w ktorych potprzestrzen jednorodna ma
wlasnosci materiatu warstw (odpowiednio) typu 2 i typu 1. Nastepnie sformuto-

wano zaleznosci migdzy wspdtczynnikami R'i R, oraz R} i R,.

2.2. ROWNANIA DLA WSPOLCZYNNIKOW ODDZIALYWANIA FAL
W UKLADACH ZREDUKOWANYCH

Na rysunku 2 przedstawiono schemat generowania fali odbitej od potprze-
strzeni warstwowej typu I dla przypadku gdy potprzestrzen jednorodna ma wia-
$ciwo$ci materiatu typu 2, natomiast pierwsza warstwa ma grubo$¢ u nalezaca
do przedziatu <u >=(u,u+du).
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0 u X

Rys. 2. Schemat generowania fali odbitej w potprzestrzeni typu I

W wyniku wielokrotnych odbi¢ fali padajacej wewnatrz warstw oraz
przejs¢ przez ich brzegi w uktadzie uksztaltowalo si¢ stacjonarne pole aku-

styczne charakteryzowane wspotczynnikami odbicia R oraz przenoszenia fali

T;,. Wspotczynnik 7,; przenoszenia fali w warstwie definiowany jest jako sto-
sunek amplitudy sumy wszystkich fal padajacych na tylny brzeg warstwy do

feyu

amplitudy ¢ fali padajacej. Wielko$é €™ jest natomiast wspotczynnikiem
przenoszenia fali w materiale warstwy, przy czym k, =®/c, oznacza liczbg
falowa w materiale warstwy, a w=27f — czgstos¢ fali. W rozwazaniach wy-
korzystano fakt, ze osrodek ten w czesci x >u tworzy potprzestrzen typu I
Dlatego wspotczynnik odbicia fali na powierzchni kontaktu pierwszej warstwy
z ta poOlprzestrzenia moze by¢ oznaczony przez R, .

Schemat ten umozliwia sformutowanie réwnania amplitudowego dla
wspolczynnika R odbicia fali. Amplituda gR fali odbitej od warstwy jest
sumg amplitudy gr,, fali bezposrednio odbitej od jej czotowej powierzchni oraz
wypadkowej amplitudy gTs R, e ¢, fal, ktore wychodza z warstwy w pol-
przestrzen x < 0. Otrzymano zatem:

R = ry + T Ry ™ 1y, (4)
Wspotezynnik R, odbicia fali od losowej potprzestrzeni typu I jest rowny

wartosci oczekiwanej wspotczynnikéw odbicia R|'. Biorgc pod uwage, ze
prawdopodobienstwo wystapienia sytuacji przedstawionej na rysunku 2 jest
réwne prawdopodobienstwu f,(u)du zdarzenia, ze grubos¢ pierwszej warstwy

nalezy do przedziatlu <u >, dla wspolczynnika R, otrzymano wyrazenie:
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= [R'fiw)du (5)
0
Wspolczynnik przenoszenia fali 7,; wystepujacy w wyrazeniu (4) wyzna-

czono, wykorzystujagc schemat generowania fali przenoszonej przez pierwsza
warstwe losowej potprzestrzeni warstwowej przedstawiony na rysunku 3.

trzen II typu

L

0 u X

Rys. 3. Schemat generowania fali przenoszonej w polprzestrzeni typu I

Réwnanie amplitudowe dla fali przenoszonej przyjmuje postac:

qTy = qty e + 9Ty R, e P! e
stad:
ik
L 6
= (6)

2ikyu
I-n, R, e

Po podstawieniu wyrazenia (6) do wzoru (4), uwzglednieniu tozsamosci
(3) oraz przeksztatceniach z zaleznos$ci (5) otrzymano:

1- ”21 J‘ Ji(w)

2 2iku
o= Rye

(7

Zalezno$é (7) wigze ze sobg wzgledne wspotczynniki R, =R, /ry,
i R, =R,/r, odbicia fali od losowych polprzestrzeni warstwowych.

Przeprowadzajac analogiczng procedure, otrzymano podobne rownanie dla
wzglednego wspotczynnika odbicia R, . Formalnie mozna je uzyskaé z rowna-

nia (7) poprzez zmian¢ indeksow: 2 na 1 oraz 1 na 2. Rdwnanie to przyjmuje
postac:
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(8)

Roéwnania (7) 1 (8) tworza uktad dwoch nieliniowych réwnan algebraicz-
nych dla wspotczynnikéw R, i R, .

2.3. ROWNANIA DLA WSPOLCZYNNIKOW ODBICIA FAL
OD POLPRZESTRZENI WARSTWOWEJ

Po to, aby sformutowaé rownanie wiazace wspotczynniki odbicia fal R}

i R) ze wspotczynnikami R, i R,, przeanalizowano oddziatywanie fali harmo-
nicznej w uktadzie przedstawionym na rysunku 4.

polprzestrzen
jednorodna

Iprzestrzen 11 typu

Rys. 4. Schemat generowania fali odbitej od polprzestrzeni typu I1

W uktadzie tym pomigdzy jednorodng potprzestrzen x <0 a losowa pot-
przestrzen warstwowa typu Il wprowadzono warstwe materiatlu typu 1 o grubo-
sci & Umozliwia to wykorzystanie wspotczynnika R, danego przez uklad row-
nan (7) i (8) do okre$lenia wspotczynnika R; odbicia fali od losowej potprze-
strzeni warstwowej.

Przy zmniejszaniu grubosci warstwy & do zera otrzymano:

RS = lim RS, ©)

Wyrazenie dla wspofczynnika R5. mozna wyprowadzi¢ analogicznie jak

w podrozdziale 2.2 przy wyprowadzaniu zaleznosci dla wspotczynnika odbicia

R i wspolczynnika przenoszenia fali 75, . Wspotczynniki Ry, i T dla uktadu
przedstawionego na rysunku 4 dane sg wzorami:
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ik e
1€

1— rioR2e2ik|g
Wykorzystujac wyrazenia (10) oraz rownanie zachowania energii fal w po-
staci:

RS =1, +T° R t,,¢™®; T°= 10
2& 01 le #*2°10 le

2
Tor T holor =1
z zaleznosci (9) otrzymano:
+R
Ry =Ju™™ (11)
I+7,R,

Podobnie mozna wyprowadzi¢ zalezno$¢ migdzy wspolczynnikami R/
a R,. Przyjmuje ona postac:
Ty + Ry

R’ =
1+7,R,

(12)

3. ANALIZA ODDZIALYWANIA FAL

W rozdziale tym przedstawiono rozwigzanie rownan (7) i (8) opisujacych
oddziatywanie fali harmonicznej z losowa potprzestrzenig warstwowa w ukta-
dzie zredukowanym dla dwoéch szczegdlnych przypadkow budowy wewnetrznej
takiego o$rodka oraz przeanalizowano zaleznos¢ wspotczynnikow odbicia fal
R’ i R; danych wyrazeniami (11) i (12) od wiasnosci dynamicznych materia-
tow warstw 1 ich charakterystyk losowych. Rozpatrzono uktady: periodyczny
o stalych grubosciach warstw oraz stochastyczny o jednorodnym rozktadzie
grubosci warstw.

3.1. OSRODEK PERIODYCZNY O STALYCH GRUBOSCIACH WARSTW

Omoéwiono osrodek warstwowy ztozony z warstw o statej grubosci. W ta-
kim przypadku osrodek ma budowg periodyczna, a funkcje f(u) i f,(u) roz-
ktadu grubosci warstw dane sa wzorami:

SHw) = 6(u=-s) ;5 fr(u) = 6(u—s,) (13)

gdzie przez o(u) oznaczono delt¢ Diraca, natomiast przez s, i s, — grubosci

poszczegblnych warstw.

Podstawiajac wyrazenia (13) do (7) oraz (8), ze wzgledu na filtracyjne wla-
sciwosci delty Diraca otrzymano nastepujacy uktad réwnan okreslajacy
wzgledne wspotczynniki odbicia R, i R, :

2 2
R T e i (14)
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Rozwiazaniem uktadu réwnan (14) dla fizycznie uzasadnionych wartosci
wspotczynnikow odbicia sg wyrazenia:

Rie"™™ = 1/(p+sign (p)y p*> —r5)

(15)
Roe™ =1/(q +sign (q)/q> —1})
gdzie:
_sin(kys, +kys,) + 1y sin(kys, — kys,)
- 2sin(k,s,)
(16)

sin(k,s, + k,s,) + 15, sin(k,s, — k;s,)
2sin(k,s,)

q:

Z wyrazen (15); i (15), wynika, ze dla czgstotliwosci fal, dla ktoérych
PP <l (¢* <rjy), wielkosé R, e™ (R,e™™") przyjmuje wartosci zespolone,
a modul wspotczynnika R, (R, ) — wartos¢ jeden. Oznacza to, ze czgstotliwosci

te tworza tzw. pasma zaporowe, dla ktorych fale ulegajg catkowitemu we-
wnetrznemu odbiciu od periodycznej potprzestrzeni warstwowe;.

W konsekwencji rowniez moduty wspotczynnikow odbicia R i R, dane
wyrazeniami (11) i (12) przyjmuja wartosci jeden dla dowolnych wartosci
wspotczynnikow r,, i, . Oznacza to, ze pasma zaporowe w obu typach ukla-
dow wystepuja dla takich samych czestotliwosci padajacej fali harmoniczne;j.

Na rysunku 5 przedstawiono wykresy wspotczynnikow odbicia fal R}

i RS od potprzestrzeni periodycznego osrodka warstwowego w funkcji bezwy-
miarowej czestotliwosci x odniesionej do parametréw warstwy typu 1:

K=2rfslc =2ns /A4,

gdzie f oznacza czgstotliwos¢ fali, natomiast A, — jej dlugos¢ w warstwie
typu 1. Wykresy sporzadzono dla matej (« =0.9) 1 duzej (a =0.1) rdéznicy
impedancji akustycznych warstw oraz dla «, =z/z, =02, &=s5,/5,=2
1 u=k/ky=c,/c,=0.5.Z rysunku tego wynika, ze w polprzestrzeni o duzej
niejednorodnosci akustycznej pasma zaporowe sg bardzo szerokie, natomiast
wraz ze zmniejszaniem si¢ jej niejednorodnosci ich szeroko$¢ maleje do punktu.
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Srzse-
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K
Rys. 5. Wykresy zalezno$ci wspotczynnikow R i R odbicia fal od pélprzestrzeni
periodycznego osrodka warstwowego od bezwymiarowej czgstotliwosci fal x
dla uktadu warstw o duzej (¢ =0,1) i matej (& =0,9) niejednorodnosci aku-

stycznej orazdla @, =0,2, ¢=2 1 u=0,2

W przypadku gdy w periodycznym os$rodku warstwowym propaguja si¢
dhugie fale, liczby falowe &, 1 k, w obu warstwach sa bliskie zera. Wowczas
wzgledne wspotczynniki odbicia Ri i R2 dane wzorami (15) przyjmuja rze-
czywiste wartosci:

Ri=Up+p* 1) Ro=g+|q* 1) (17)

1 |
p= |14+ (A=) 2 | g= 14 +(1-) 2N (18)
2 2

8, S,

gdzie:

Ponadto gdy rdéznica impedancji akustycznych warstw jest niewielka
(a ~1), wspdtczynniki r,, 1 r, (r, =-r,) przyjmuja wartosci bliskie zera,
a wyrazenia (17) redukuja si¢ do postaci:

1= » =
s /e;+5,/¢, s/, +5,/¢c,

R s, /¢ R s, /¢, (19)

Uwzglednienie zaleznosci (17) w wyrazeniach (11) i1 (12) umozliwia okre-
$lenie wspolczynnikow odbicia diugich fal od periodycznej potprzestrzeni war-
stwowej. Wyrazenia (17) oraz (19) charakteryzuja efektywne wilasnosci aku-

styczne periodycznego osrodka warstwowego (odpowiednio) o duzej lub nie-
wielkiej akustycznej niejednorodnosci wewnetrznej. Zaleznos¢ wspolczynni-

kéw odbicia R i R, fal dlugich od wspotczynnika r,, przedstawiono na ry-
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sunku 6. Nieliniowy charakter tych zaleznosci dowodzi, ze w osrodkach o duzej
akustycznej niejednorodnosci wewngtrznej nawet fale bardzo dtugie ulegaja
rozpraszaniu wstecznemu.

1,0 .
0,8 1= — ==

0,6
0,4
02 1
0,0
0,2 ——RS
0,4 -
0,6
-0,8 -

-1,0 T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

"p

Wspotezynnik odbicia

Rys. 6. Zalezno$¢ wspotczynnikow odbicia R i R, fal dlugich od pélprzestrzeni
periodycznego osrodka warstwowego od wspoétczynnika odbicia 7, na grani-

cy warstw dla: ¢, =0,2, =21 4=0,5

3.2. OSRODEK STOCHASTYCZNY O JEDNORODNYM ROZKLADZIE
GRUBOSCI WARSTW

W celu przedstawienia wplywu rozktadu grubo$ci warstw na charaktery-
styki czgstotliwosciowe wspotczynnikow odbicia fal przeanalizowano przypa-
dek, w ktorym losowy osrodek warstwowy ma jednorodny rozktad grubosci
warstw dany wzorem:

0 u<a,
f,(u)y=<1/(b, —a,) a,<u<b,(m=12) (20)
0 u>b,

gdzie przez a,, i b, oznaczono graniczne warto$ci przedzialu grubosci warstw
wystepujacych w osrodku. Wielkosci te okreslaja wartosci Srednie s, oraz

odchylenie standardowe o, rozkladu grubosci warstw:
s, =(a,+b,)/2; o,=(b,—a,)/23 (21)

Dla takich rozktadow catki wystepujace w rownaniach (7) i (8) mogg by¢
obliczone analitycznie. Wowczas roOwnania te przyjmuja postac:
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= 1-7 1 1-7 Ry ™
Rl :1_ 221 2k b _ ln 2217 2ik, b, (22)
ry  2ik(b—a;) \1-r;Rae

(23)

- 1-1 1 1 Lo Rie
Ry =1~ 2 25k (b, — n 2. 2ik,b,
ry  2iky(b,—a,) \1-r;Rie

Rownania (22) i (23) tworzg silnie nieliniowy uktad rownan algebraicz-
nych dla wzglednych wspotczynnikéw odbicia Ri i R2. Uklad ten dla
b, —a, (m=1,2)redukuje si¢ do postaci uktadu (14) okreslajacego wspot-
czynniki odbicia fal od potprzestrzeni periodycznego srodka warstwowego.

Na rysunkach 7 i 8 przedstawiono wykresy charakterystyk czestotliwoscio-
wych wspotczynnikow odbicia fal R’ i R;) od polprzestrzeni warstwowego osrod-
ka o jednorodnym rozkladzie grubosci warstw, danych wyrazeniami (11)
i (12), w ktorych wspotczynniki R, i R, wyznaczono z uktadu réwnan (22)
1 (23). Obliczenia przeprowadzono dla matej o= 0,9 (rys. 7) i duzej a= 0,1 (rys. 8)
roznicy impedancji akustycznych warstw oraz dla matego (o, = o, = 0,1) i duzego
(o, =0, =0,5) rozrzutu ich grubosci przy o =0,2, =21 u=0,5.

Z rysunkoéw tych wynika, ze charakterystyki czestotliwosciowe ukladow
o losowym rozktadzie grubosci warstw i duzej r6znicy ich impedancji nie za-
wieraja przedziatdw zaporowych czestotliwoscei, czyli wzrost grubosci warstw
jest porownywalny z ich warto§ciami $rednimi.

1,01 —0=09,5,=06,=0,1
0.9 - - 0=09,8,=8,=0,5

& 0,8+
0,7 -

0,6 X . . T . , . T
00 01 02 03 04 05 06 07

0,71
0,6
o 0,5]
0,4
0,2
0,1

00 01 02 03 04 05 06 07

Rys. 7. Wykresy zalezno$ci wspotczynnikow odbicia R i R, od pdtprzestrzeni loso-
wego osrodka warstwowego o jednorodnym rozkladzie grubosci warstw od
bezwymiarowej czestotliwosci xk dla matej réznicy impedancji akustycznych
warstw (a = 0,9) oraz dla matego (o = 03 = 0,1) 1 duzego (o7 = o = 0,5)
rozrzutu ich grubosci przy: o =0,2, =21 u=0,5.
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Rys. 8. Wykresy zaleznosci wspotczynnikow odbicia R’ i Ry od polprzestrzeni lo-
sowego osrodka warstwowego o jednorodnym rozktadzie grubosci warstw od
bezwymiarowej czestotliwosci x dla duzej réznicy impedancji akustycznych
warstw o = 0,1 oraz dla matego (o7 = 03 = 0,1) i duzego (o, = o5 = 0,5) rozrzu-
tu ich grubosci przy: o1 =0,2, =21 u=0,5

W przypadku gdy w osrodku propaguja si¢ fale dlugie (w poréwnaniu ze
srednig gruboscia warstw), liczby falowe k, 1 k, przyjmuja wartosci bliskie
zera. Wowczas rownania (22) 1 (23) redukuja si¢ do takiej samej postaci:

Ri= % (24)
-7 R

Drugie niezalezne rownanie wigzace wzgledne wspotczynniki odbicia R
i R> fal dhugich otrzymano poprzez przyrownanie czesci liniowych rozwinigé
réwnan (22) 1 (23) wzgledem liczb falowych £, 1 k,.

Wykorzystujac liniowa aproksymacj¢ wyrazenia w postaci:

L 12 1P “)(Hk‘“ﬁj (25)
k (1-ne l-n 2 1-n
z réwnan (22) i1 (23) otrzymano:
(1-rARDR2 = "2 Ri(1-rR2) (26)
G 5

Réwnanie to po uwzglednieniu (24) przyjmuje postac:
R =S

1-R =22 (1-R,) 27)

G 8
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Zaleznosci (24) i (27) tworza uktad réwnan dla wspotczynnikéw odbicia
fal dtugich od losowej polprzestrzeni warstwowej o jednorodnym rozktadzie
grubosci warstw. Rozwigzania tych réwnan majg identyczng posta¢ jak wyraze-
nia (17) dla wspotczynnikdéw odbicia fal dlugich od potprzestrzeni periodyczne-
go osrodka warstwowego. Jedyna ro6znica polega na tym, ze w wyrazeniach (17)
przez s, 1 s, oznaczono grubosci warstw periodycznego osrodka, natomiast
w rownaniach (27) wielkosci s;1 s, reprezentuja wartosci Srednie grubosci
warstw. Oznacza to, ze na warto$¢ graniczng wspotczynnikow odbicia fal dhu-
gich nie ma wptywu losowy charakter rozktadu grubosci warstw. Czynnik ten
jednakze odgrywa istotna rolg w zaleznosci wspdtczynnikow odbicia takich fal
od czestotliwosci. Aproksymacja takiej zalezno$ci wymaga uwzglednienia
kwadratowych sktadnikéw liczb falowych przy aproksymacji réwnan (22)
i(29).

4. UWAGI KONCOWE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono nowa metode opisu oddzialywania ptaskiej fali
harmonicznej z potprzestrzenig losowanego materiatu warstwowego ztozonego
z dwoch rodzajéw naprzemiennie ulozonych warstw o rdéznych grubosciach.
W rozwazaniach zastosowano podejscie strukturalne, w ktorym wykorzystuje
si¢ schematy globalnego oddzialywania fal z elementami osrodka. Wyprowa-
dzono nieliniowy uktad algebraicznych rownan catkowych dla wspotczynnikow
odbicia fal od losowej polprzestrzeni warstwowej oraz przeanalizowano dwa
przypadki szczegolne: uktadu periodycznego o stalej grubosci warstw i uktadu
o jednorodnym rozkladzie grubosci warstw. Przedstawiono analityczne rozwia-
zania wyprowadzonych rownan dla fal dlugich. Wykazano, ze charakterystyki
czestotliwos$ciowe wspotczynnikow oddziatywania fal z polprzestrzenig o pe-
riodycznej strukturze warstw o duzej réznicy impedancji akustycznych zawiera-
ja przedzialy zaporowe czestotliwoscei, dla ktorych fale ulegajg catkowitemu
odbiciu. Przedziaty takie nie wystepuja natomiast w uktadach o losowym roz-
ktadzie grubosci warstw, jesli ich rozrzut przyjmuje wartosci porownywalne
z warto$ciami §rednimi grubosci warstw.

Przedstawione w pracy rezultaty stanowia dogodny punkt wyjscia do dal-
szych badan zjawiska jednowymiarowego rozpraszania fal w losowych osrod-
kach warstwowych. W kolejnych pracach autorow planowane jest wyprowa-
dzenie réwnan dyspers;ji fal w takim osrodku oraz sformutowanie opisu i przea-
nalizowanie oddziatlywania fal z warstwa losowego osrodka warstwowego.
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