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Wykaz oznaczeń 
 
λ(t) – funkcja intensywności uszkodzeń dla zmiennej losowej T, 
Λ(t) – skumulowana funkcja intensywności uszkodzeń, 
BFR – klasa rozkładów z „wannową” funkcją intensywności uszkodzeń (Bathtub 

Failure Rate), 
DFR – klasa rozkładów prawdopodobieństwa z malejącą (nierosnącą) funkcją 

intensywności uszkodzeń, 
DT – odchylenie standardowe zmiennej losowej T, 
d(x) – zysk przypadający na jednostkę czasu w modelu Grabskiego, 
D2T – wariancja zmiennej losowej T, 
ET – wartość średnia zmiennej losowej T, 
ET(x) – wartość średnia zmiennej losowej min{T, x}, 
f(t) – gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej T, 
F(t) – dystrybuanta zmiennej losowej T, 
g(x) – zysk na jednostkę czasu w uogólnionym modelu Grabskiego, 
g(x,w) – zysk na jednostkę czasu dla modelu wymian profilaktycznych z gwa-

rancją producenta, 
IFR – klasa rozkładów prawdopodobieństwa z rosnącą (niemalejącą) funkcją 

intensywności uszkodzeń λ(t), 
IFRA – klasa rozkładów prawdopodobieństwa taka, że –lnR(t)/t rośnie dla t 

należącego do dziedziny funkcji, 
k1(x), k2(x) – zysk przypadający na jednostkę czasu w model Yecha, 
MRL(x) – średni resztowy czas życia, 
MTBF  – średni czas między uszkodzeniami (Mean Time Between Failure), 
MTFR – klasa rozkładów prawdopodobieństwa czasów do uszkodzenia (Mean 

Time to Failure or Repair), 
P – macierz kwadratowa P = [pij], i, j = 1, 2, …, n  prawdopodobieństw 

przejścia dla włożonego łańcucha Markowa, 
R(t) – funkcja niezawodności, R(t) = 1 – F(t), 
T – zmienna losowa oznaczająca czas do uszkodzenia (czas życia elementu 

lub obiektu technicznego), 
Ti – losowy czas przebywania obiektu technicznego w i-tym stanie procesu 

eksploatacji, 
UBFR – klasa rozkładów z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń 

(Upside-down Bathtub Failure Rate), 
z – zysk przypadający na jednostkę czasu, gdy obiekt techniczny pracuje 

poprawnie, 
zi – zysk (koszt) przypadający na jednostkę czasu wynikający z przebywa-

nia obiektu technicznego w stanie Si, 
z(x) – zysk przypadający na jednostkę czasu w modelu Harriaga. 
 
 



1. Wprowadzenie 

1.1.  Geneza problemu 

Współczesne maszyny pracujące w przemyśle, budownictwie i transporcie są bar-
dzo wydajne, a jednocześnie skomplikowane i drogie. Awaria i postój z tym związany 
powodują duże straty ekonomiczne. W ostatnich kilkudziesięciu latach rozwinęła się 
teoria i praktyka obsług profilaktycznych obiektów technicznych. Przez obsługę profi-
laktyczną należy rozumieć wymianę, naprawę lub diagnostykę obiektu technicznego. 
Obsługi profilaktyczne mają za zadanie poprawę niezawodności obiektów działających 
w systemie eksploatacji. 

Ograniczenie się do przeprowadzania obsługi tylko po uszkodzeniu elementu 
(obiektu technicznego) prowadzi najczęściej do dużych kosztów ekonomicznych.  
W związku z tym opracowuje się różne strategie prowadzenia obsług profilaktycznych 
polegających na tym, że wykonywane są one przed i po uszkodzeniu obiektu. Działal-
ność taka musi mieć jednak uzasadnienie ekonomiczne. Obsługę w przypadku, gdy 
element (obiekt techniczny) jest sprawny nazwano w pracy prewencyjną, zaś w przy-
padku awarii – obsługą korekcyjną. Momenty czasowe przeprowadzenia obsług pre-
wencyjnych zależą od wielu czynników – przede wszystkim od struktury niezawodno-
ściowej obiektu zawierającego jako składnik elementy, które planuje się poddawać 
obsługom profilaktycznym oraz od relacji kosztów związanych z uszkodzeniami do 
kosztów obsługi profilaktycznej. Sposób przeprowadzenia obsług prewencyjnych jest 
uwarunkowany od przyjętej strategii prowadzenia obsług prewencyjnych. W tym kon-
tekście szczególnie ważne jest wykonywanie obsług prewencyjnych tak, aby w jak 
najlepszy sposób osiągnąć założony cel.  

W pracy tej wprowadza się pojęcie funkcji kryterialnej wyrażającej zysk osiągany 
przez obiekt techniczny przypadający na jednostkę czasu. W starszych pracach dotyczą-
cych budowania optymalnych strategii pojawiają się tylko określenia: koszt obsługi 
prewencyjnej i koszt usunięcia awarii (koszt naprawy). Budowane w rozprawie modele 
obsługi uwzględniają zysk wynikający z poprawnej pracy obiektu technicznego. Pod 
uwagę bierze się także inne koszty związane z utrzymaniem systemu eksploatacji takie, 
jak na przykład koszty pogotowia technicznego. Jako strategie optymalne w tej pracy 
przyjmuje się takie, które zapewniają maksymalny zysk przypadający na jednostkę 
czasu. Możliwość wyznaczania strategii optymalnej, dającej maksymalny zysk zależy 
od określenia funkcji kryterialnej. W tym celu buduje się funkcję kryterialną dla nie-
skończonego horyzontu czasowego, co w praktyce oznacza, że można ją stosować dla 
dostatecznie długiego okresu użytkowania obiektu technicznego. Proces wyznaczania 
optymalnych obsług prewencyjnych jest złożony z budowy modelu dla optymalnej 
strategii obsług prewencyjnych, który powinien zawierać wszystkie istotne wskaźniki 
eksploatacyjne rozważanego obiektu. Na dalszym etapie wykonuje się optymalizację 
funkcji kryterialnej i na tej podstawie wyznacza się optymalną strategię. Podstawową 
strategią analizowaną w tej pracy jest strategia wyznaczania obsług prewencyjnych 
według wieku elementu (obiektu technicznego).  

W literaturze dotyczącej zagadnień wyznaczania optymalnych obsług prewencyj-
nych stosuje się różne sposoby opisu modelu działania systemu eksploatacji. Najczę-
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ściej zakłada się, że obiekt ma skończoną liczbę stanów, przy czym jeden z nich wyraża 
stan całkowitej niezdatności obiektu technicznego, a drugi stan całkowitej sprawności 
obiektu. Najczęściej w przypadku analizowania zdatności zakłada się, że obiekt ma 
tylko dwa stany zdatności, które są podzbiorem wszystkich stanów systemu eksploatacji. 
W systemie eksploatacji przejście z jednego stanu do innego odbywa się losowo. Losowe 
są także czasy przebywania w stanach. Proces zmian stanów systemu eksploatacji może 
być sterowany przez podejmowanie różnych decyzji dotyczących procesu eksploatacji. 
Dotyczyć to może wykonywania napraw częściowych lub całkowitych wymian elemen-
tów. Obiekty techniczne złożone są z wielu elementów, przy czym stosowanie obsług 
profilaktycznych może najczęściej dotyczyć tylko pewnego podzbioru elementów. 

Stosowanie racjonalnych (optymalnych) obsług prewencyjnych wymaga znajomo-
ści wielu cech charakteryzujących dany obiekt, takich jak: rozkłady czasów poprawnej 
pracy elementów obiektu, czasy odnów obiektu, czasy trwania awarii, koszty awarii  
i obsług profilaktycznych. Wyznaczanie tych wielkości wymusza zbieranie danych 
statystycznych i korzystanie z metod statystyki matematycznej.  

Analizując literaturę dotyczącą obsług profilaktycznych można stwierdzić, że pro-
blemy z tym związane są przez cały czas przedmiotem różnych prac naukowych. Wzra-
stające koszty wytwarzania i rosnąca złożoność współczesnych maszyn (urządzeń tech-
nicznych) są naturalnym stymulatorem do dalszych badań w tej dziedzinie nauki. 

Jedną z ważnych charakterystyk niezawodnościowych prostego obiektu technicz-
nego jest jego funkcja intensywności uszkodzeń λ(t), która ma prostą interpretację pro-
babilistyczną. Dla każdego t wartość λ(t)∆t + o(∆t) jest prawdopodobieństwem tego, że 
obiekt uszkodzi się w przedziale (t, t + ∆t) pod warunkiem, że do chwili t obiekt ten 
będzie pracował poprawnie. Jak wiadomo z praktyki i literatury przebieg funkcji λ(t) 
może być różny i jest zależny od wielu zjawisk fizycznych zachodzących w obiekcie  
i jego otoczeniu. Malejąca funkcja intensywności uszkodzeń oznacza, że w obiekcie 
powstają procesy adaptacyjne, stała intensywności uszkodzeń oznacza stabilizację pro-
cesów fizycznych (zanik adaptacji), rosnąca funkcja λ(t) świadczy o tym, że w obiekcie 
zachodzą procesy starzenia (zużycia, degradacji). Większość prac dotycząca profilakty-
ki obiektów technicznych obejmuje przypadek, gdy funkcja intensywności uszkodzeń 
λ(t) jest rosnąca [64].  

W rozdziale 2 wprowadza się podstawowe pojęcia z teorii niezawodności. Omówio-
no klasyczne rozkłady prawdopodobieństwa wykorzystywane w rozprawie. Dokonano 
przeglądu różnych uogólnień klasycznych rozkładów na rozkłady z niemonotonicznymi 
funkcjami intensywności uszkodzeń. W szczególności analizowano wszystkie dostępne  
i przydatne w planowaniu obsług profilaktycznych uogólnienia rozkładów: Weibulla, 
gamma, normalnego odwróconego i Birnbauma-Saundersa. Szczególną uwagę zwróco-
no na modelowanie procesu uszkodzeń z wannową i jednomodalną funkcją intensywno-
ści uszkodzeń. W końcowej części tego rozdziału przeprowadzono przegląd generowa-
nia nowych rozkładów prawdopodobieństwa za pomocą skończonych mieszanin. Bada-
no literaturę pod kątem tworzenia mieszanin znanych rozkładów, dających rozkłady  
z wannową i jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Podano również podsta-
wowe wyniki dotyczące klas rozkładów niezawodnościowych. 

W rozdziale 3 analizuje się trzy różne modele strategii obsług prewencyjnych. 
Pierwszy z nich wprowadzony został w pracy [55]. Jego budowę oparto na założeniach: 
a) czasy inspekcji i czasy napraw są pomijalne, 
b) wszystkie uszkodzenia przynoszą takie same straty, 
c) inspekcje są wolne od błędów, 
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d) uszkodzenia obiektu zatrzymują pracę systemu, 
e) zmienne losowe wyrażające czas do uszkodzenia przed i po naprawie mają taki sam 

rozkład. 
Dodatkowo zakłada się, że w pierwszym cyklu obiekt techniczny jest sprawny.  

W pracy [55] dla obiektu technicznego rozważa się tylko dwa przypadki: 
– obiekt techniczny przepracował bezawaryjnie x jednostek czasowych i w tym mo-

mencie następuje inspekcja, 
– uszkodzenie nastąpiło przed upływem x jednostek czasowych. 

Model opisany w pracy [55] jest względnie prosty, ponieważ przyjęto założenia  
a, b i c. W pracy [55] podano jeden przykład liczbowy i wyniki obliczeń numerycznych 
ujęto w tabeli. Do modelu Harriagi dodano trzy przykłady numeryczne. W tym celu 
opracowano metodę numeryczną obliczania wartości funkcji ET(x) określonej wzorem: 

ET(x) = 
x

0
R(t)dt∫  

gdzie: 
R(t) – jest funkcją niezawodności odpowiadającą zmiennej losowej T oznacza-

jącej czas do uszkodzenia, 
ET(x) – jest wartością średnią zmiennej losowej min{T, x}. 

 
W przykładzie 3.1 założono, że zmienna losowa T ma rozkład gamma z rosnącą 

funkcją intensywności uszkodzeń, w przykładzie 3.2 przyjmuje się rozkład Weibulla  
z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. W przykładzie 3.3 analizuje się czas do 
uszkodzenia T z niemonotoniczną funkcją intensywności uszkodzeń. W tym przypadku 
zmienna losowa T ma rozkład prawdopodobieństwa będący mieszaniną rozkładu wy-
kładniczego i rozkładu z liniową i rosnącą funkcję intensywności uszkodzeń. Taka 
mieszanina przy odpowiednim doborze parametrów posiada jednomodalną funkcję λ(t) 
intensywności uszkodzeń. Model Harriagi nie obejmuje takich rozkładów jako czasu do 
uszkodzenia. Obliczenia numeryczne przeprowadzone w podrozdziale 3.2 pokazują, że 
istnieje moment czasowy, w którym zysk na jednostkę czasu jest maksymalny.   

W dalszej części rozdziału 3 analizuje się model Grabskiego [45], w którym proces 
eksploatacji opisuje 3-stanowy proces semi-markowski. Funkcją kryterialną jest zysk na 
jednostkę czasu i współczynnik gotowości. Obiekt techniczny może znajdować się  
w jednym z trzech stanów systemu: 
S1 – użytkowanie obiektu technicznego (poprawna praca), 
S2 – obsługa wymuszona (naprawa), 
S3 – obsługa profilaktyczna. 

Czasy przebywania obiektu technicznego w stanach są zmiennymi losowymi T1, T2  
i T3 o skończonych i dodatnich wartościach średnich. Przyjmuje się, że dochód na jed-
nostkę czasu jest równy a, zaś koszty naprawy i obsługi profilaktycznej są równe b i c.  

W modelu Grabskiego przyjmuje się założenie, że obiekt techniczny po naprawie  
i obsłudze profilaktycznej jest w pełni sprawny. Funkcja kryterialna wyrażająca zysk na 
jednostkę czasu zależy od: 
– rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej T1, 
– wartości średnich ET2 i ET3, 
– zysku jednostkowego a i kosztów jednostkowych b i c. 
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W pracy rozważa się tylko przypadek, gdy zmienna losowa T1 ma rozkład z rosną-
cą funkcją intensywności uszkodzeń λ(t). Do analizy modelu Grabskiego dodano trzy 
przykłady numeryczne przyjmując, podobnie jak w modelu Harriagi, że zmienna loso-
wa T1 ma rozkład gamma, Weibulla i rozkład będący mieszaniną rozkładu wykładni-
czego i rozkładu z liniową i rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. 

Jako trzeci i ostatni omówiony został model Yecha [109]. W pracy [109] rozważa się 
model wymian (obsług) profilaktycznych elementów (obiektów technicznych) posiadają-
cych gwarancję producenta. Podstawowym założeniem w tym modelu jest: produkt 
(obiekt techniczny) uszkodzony w okresie trwania gwarancji zostaje wymieniony na nowy 
z pełną gwarancją. Model scharakteryzowany jest za pomocą trzech parametrów: 
cd – kosztu awarii, 
cp – kosztu zakupu, 
w – długości przedziału gwarancji. 

Podobnie, jak w modelu Harriagi zakłada się, że czasy napraw i wymiany są pomi-
jane. Czas do uszkodzenia T1 jest zmienną losową o rosnącej funkcji intensywności 
uszkodzeń. Dla tego modelu opracowano trzy własne przykłady numeryczne dla takich 
samych rozkładów jak w przypadku modelu Harriagi i Grabskiego. 

1.2. Cel pracy  

Celem pracy jest opracowanie modelu wymian profilaktycznych dla systemów 
eksploatacji uwzględniającego następujące założenia: 
– czasy przebywania obiektu technicznego we wszystkich analizowanych stanach 

procesu eksploatacji są zmiennymi losowymi, 
– odnowa (naprawa) obiektu technicznego i wymiana profilaktyczna nie zawsze pro-

wadzą do pełnej zdatności obiektu technicznego, 
– czas T do uszkodzenia obiektu technicznego może mieć rozkład z jednomodalną 

funkcją intensywności uszkodzeń. 

Przyjęto następującą tezę: 

Możliwe jest zbudowanie efektywnej strategii eksploatacji obiektów technicznych 
opartej na modelach zaproponowanych w pracy. 

Podjęto próbę rozszerzenia zbioru analizowanych funkcji intensywności uszko-
dzeń na funkcje z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Jeśli obiekt ma stałą 
lub malejącą funkcję intensywności uszkodzeń, to wymiana przed uszkodzeniem nie 
zmniejsza prawdopodobieństwa uszkodzenia w następnej chwili, mimo że obiekt stary 
zastąpiono nowym. Innym warunkiem celowości stosowania wymian profilaktycznych 
jest zachowanie odpowiedniej relacji kosztów związanych z wymianą korekcyjną (po 
uszkodzeniu) do kosztów związanych z wymianą profilaktyczną (przeprowadzoną przed 
uszkodzeniem obiektu).  

W pracy tej koszty wymian korekcyjnej i prewencyjnej zależą od ich średnich cza-
sów trwania i kosztów wymian w jednostce czasu, które są zmiennymi losowymi.  
W literaturze najczęściej zakłada się, że uszkodzenia obiektu technicznego są natych-
miast wykrywane, a wymiany korekcyjna i prewencyjna są równoważne z pełną odnową. 
Jedną z ważniejszych strategii wymian profilaktycznych jest strategia wymian profilak-
tycznych według wieku obiektu (age replacement policy). Wymianę przeprowadza się 
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wtedy, gdy obiekt się uszkodził (wymiana korekcyjna, wymuszona) lub też przepraco-
wał w pewnym przedziale czasu <0, x> (wymiana profilaktyczna). Liczba x nosi nazwę 
okresu wymian profilaktycznych, a strategia nazywa się okresową. 

W pracy przedstawia się dwie strategie wymian według wieku: pierwsza dla ele-
mentów bez gwarancji producenta, druga dla elementów z gwarancją producenta. Efek-
tywność działania systemu eksploatacji jest wyrażana przez zysk przypadający na jed-
nostkę czasu i współczynnik gotowości systemu eksploatacji. 

W dalszej części omówiono rozdziały 4, 5, 6 i 7 zawierające oryginalne wyniki au-
tora rozprawy, które pokazują, że postawiony cel został osiągnięty.  

W rozdziale 4 uogólnia się model Grabskiego. W przeciwieństwie do modelu 
Grabskiego nie przyjmuje się założenia, że odnowa (naprawa) i wymiana (obsługa pro-
filaktyczna) prowadzą do stanu pełnej zdatności obiektu technicznego. Wiadomo, że 
znaczny stopień złożoności współczesnych maszyn (obiektów technicznych) powoduje, 
że demontaż i następnie montaż nie przywracają pierwotnych własności eksploatacyj-
nych obiektu. W praktyce zdarza się, że wizyta w serwisie samochodowym nie zawsze 
prowadzi do natychmiastowego przywrócenia pełnej zdatności pojazdu. Dodatkowym 
rozszerzeniem modelu Grabskiego jest przyjęcie założenia, że funkcja intensywności 
uszkodzeń λ(t) nie musi być rosnąca. Odrzucenie założeń, że p21 = 1 i p31 = 1 (p21 ozna-
cza prawdopodobieństwo warunkowe przejścia ze stanu S2 do S1, p31 ze stanu S3 do S1) 
prowadzi do komplikacji modelu wymian profilaktycznych. Dlatego w rozdziale 4 roz-
waża się także przypadek szczególny tego modelu. Bada się dwie funkcje kryterialne: 
zysk na jednostkę czasu i współczynnik gotowości. Formułuje się warunki istnienia 
maksimum funkcji kryterialnych dla różnych założeń dotyczących badanego modelu. 
Wartości funkcji kryterialnych zależą od: 
– rozkładu czasu do uszkodzenia T1, 
– rozkładu zmiennej losowej warunkowej T12 oznaczającej czas przebywania obiektu 

w stanie S1 pod warunkiem, że następnym stanem będzie S2, 
– macierzy prawdopodobieństw przejścia P = [pij], i, j = 1, 2, 3 dla włożonego w proces 

semi-markowski łańcucha Markowa (wystarczą prawdopodobieństwa p12, p21 i p31), 
– zysków jednostkowych z1, z2 i z3 wynikających z przebywania obiektu w stanach S1, 

S2 i S3. 

Dla modelu wymian opracowanego w rozdziale 4 przedstawiono pięć przykładów 
numerycznych wyznaczania maksimum zysku na jednostkę czasu i maksimum współ-
czynnika gotowości w zależności od czasu wymiany profilaktycznej. W przykładzie 4.1 
rozważa się przypadek, gdy zmienne losowe T12 i T13 mają taki sam rozkład gamma.  
W przykładzie 4.2 zmienna losowa T12 ma odwrócony rozkład normalny, a zmienna 
losowa T13 rozkład wykładniczy z parametrem λ13. Wartość parametru λ13 dobiera się 
tak, aby zmienna losowa T1 = p12T12 + p13T13 miała rozkład z jednomodalną funkcją 
intensywności uszkodzeń. W przykładzie 4.3 zakłada się, że T12 ma rozkład wykładni-
czy, natomiast T13 rozkład z liniową i rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. Para-
metry rozkładów zmiennych losowych T12 i T13 dobiera się tak, aby funkcja λ(t) była 
jednomodalna. W przykładzie 4.4 omówiono przypadek, gdy zmienne losowe T12 i T13 
mają taki sam rozkład Weibulla z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. W przy-
kładzie 4.5 autor proponuje modyfikację funkcji intensywności uszkodzeń z prac  
[5, 38]. Funkcje intensywności uszkodzeń podane w cytowanych pracach mają wła-
sność λ(∞) = 0. Uniemożliwia ona formułowanie kryteriów istnienia maksimum funkcji 
kryterialnych. Modyfikacja funkcji λ(t) przeprowadzona w tej pracy prowadzi do tego, 
że λ(∞) > 0. 
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W rozdziale 5 rozważa się uogólnienie modelu 3-stanowego z rozdziału 4 na mo-
del n-stanowy. Wnioski zawarte w tym rozdziale są oryginalnymi wynikami autora. 
Pokazano, że funkcje kryterialne w przypadku modelu n-stanowego mają taką samą 
postać jak w modelu 3-stanowym. W związku z tym warunki istnienia maksimum funk-
cji kryterialnej są podobne do przedstawionych w rozdziale 4. Ponadto udowodniono, 
że współczynniki liczbowe α, β i γ oraz rozkład czasu T1 wystarczą do sformułowania 
warunków istnienia maksimum funkcji kryterialnych. W rozdziale 4 przy pewnych 
naturalnych założeniach dotyczących modelu 3-stanowego pokazano, że w przypadku 
zysku na jednostkę czasu zachodzi 

α < 0,  β > 0,  γ < 0 
a dla współczynnika gotowości  

α < 0,  β > 0,  γ = 0 

Współczynniki α, β i γ w modelu n-stanowym wyrażają się w zależności od: war-
tości średnich ETi, i = 2, 3, …, n zysków jednostkowych zi, i = 1, 2, …, n, macierzy 
prawdopodobieństw przejścia P = [pij], i, j = 1, 2, …, n włożonego w proces semi- 
-markowski łańcucha Markowa stosunkowo skomplikowanymi wzorami macierzowymi.  

W rozdziale 5 dla modelu n-stanowego pokazano, że β > 0 dla obu funkcji kryte-
rialnych i γ = 0 dla współczynnika gotowości. Dla modelu n-stanowego pozostaje 
otwarty problem: jakie należy przyjąć założenia na parametry modelu, aby α < 0?  

Dla modelu n-stanowego opracowano dwa przykłady numeryczne. Każdy z nich 
zawiera trzy przypadki dla rozkładu czasu T1. W przykładzie 5.1 rozważa się model  
n = 6-stanowy. Dla czasu T1 przyjmuje się następujące rozkłady: 
– Weibulla z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń, 
– gamma z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń, 
– odwrócony rozkład normalny. 

Wyznaczono zysk na jednostkę czasu i współczynnik gotowości. We wszystkich 
analizowanych przypadkach funkcje kryterialne osiągają maksimum. W przykładzie 5.2 
wykorzystano dane z rzeczywistego systemu eksploatacji pojazdów z zakładu komuni-
kacji miejskiej. W systemie wyróżniono n = 11 stanów eksploatacyjnych. Macierz P 
prawdopodobieństw przejścia i wartości średnie ETi, i = 2, 3, …, 11 oceniono na pod-
stawie danych pochodzących z lat 2004-2008. Wartości zysków jednostkowych ocenio-
no korzystając z danych uzyskanych z odpowiednich komórek ekonomicznych. Do 
analizy przyjęto trzy różne rozkłady dla czasu do uszkodzenia T1. Wybrane rozkłady 
dobrze opisywały rozkłady empiryczne czasów do uszkodzenia pochodzących z danych 
eksploatacyjnych. W przykładzie 5.2.A jako rozkład zmiennej T1 przyjęto rozkład  
Weibulla, którego parametry dobrano tak, aby wartość średnia ET1 była bliska średniej 
empirycznej pochodzącej z danych eksploatacyjnych. Wykresy przebiegu funkcji zysku 
na jednostkę czasu i współczynnika gotowości pokazują, że istnieje możliwość popra-
wienia efektywności pracy systemu. W przykładzie 5.2.B założono, że czas T1 ma roz-
kład będący mieszaniną rozkładu wykładniczego i rozkładu Rayleigha. Model taki przy-
jęto na podstawie analizy niezawodnościowej niektórych podzespołów autobusu (od-
powiednie obliczenia wykonano w rozdziale 7). Wyznaczona dla tego przypadku funk-
cja zysku na jednostkę czasu nie osiąga w analizowanym przedziale maksimum.  
W przykładzie 5.2.C przyjęto, że czas do uszkodzenia ma rozkład potęgowy Weibulla, 
który z powodzeniem był stosowany w pracach [88, 89] do analizy czasów do uszko-
dzeń silników autobusowych (analiza została dokonana dla 90 danych z eksploatacji). 
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W tym przypadku każda z analizowanych funkcji zysku na jednostkę czasu osiąga war-
tość maksymalną. 

W rozdziale 6 przedstawiono uogólnienia modelu Yecha dla wymian profilaktycz-
nych obiektów technicznych z gwarancją producenta [109]. Wyniki badań zawarte  
w tym rozdziale są oryginalnymi wynikami autora rozprawy. Analizowany w rozdziale 3 
model Yecha dotyczący wymian profilaktycznych elementów (obiektów technicznych) 
posiadających gwarancję producenta zależy tylko od trzech parametrów liczbowych 
rozkładu czasu T1. W rozdziale 6 podjęto próbę uogólnienia tego modelu na przypadek, 
gdy czasy wymian przed i po okresie gwarancji, czasy napraw są niepomijalne. Model 
wymian elementów (obiektów) z gwarancją jest oparty na 4-stanowym procesie semi-
markowskim. W celu pokazania praktycznej przydatności modelu opracowano cztery 
przykłady numeryczne. W przykładzie 6.1 czas T1 ma rozkład Weibulla, w przykładzie 
6.2 odwrócony normalny, w przykładzie 6.3 czas T1 ma zmodyfikowane w stosunku do 
prac [5, 38] funkcje intensywności uszkodzeń i w przykładzie 6.4 rozkład Birnbauma- 
-Saundersa z modyfikacją Owena [95]. Dla każdego z tych przykładów wyznaczono 
funkcję zysku przypadającą na jednostkę czasu i współczynniki gotowości. Na podsta-
wie analizy wyników obliczeń wnioskuje się, że istnieje możliwość podnoszenia efek-
tywności systemu eksploatacji.  

W rozdziale 7 zawarte są wyniki autora, które okazały się przydatne podczas roz-
wiązywania zagadnień dotyczących wymian profilaktycznych. W podrozdziale 7.1 
skrótowo omówiono klasę MTFR (Mean Time of Failure or Repair) opisaną przez auto-
ra, zawierającą rozkłady zmiennych losowych starzejących się. Określenie klasy MTFR 
powstaje w sposób naturalny podczas budowania kryteriów istnienia maksimum współ-
czynnika gotowości. W podrozdziale 7.2 pokazano, że mieszanina rozkładu wykładni-
czego i rozkładu Gurwicza z pracy [52] dla pewnych wartości parametrów daje rozkład 
z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Możliwości zastosowania takiej 
mieszaniny omówiono na przykładach 7.1, 7.2 i 7.3. W przykładzie 7.4 dla 4020 danych 
pochodzących z eksploatacji autobusów komunikacji miejskiej do opisu rozkładu czasu 
do uszkodzenia zastosowano mieszaninę przedstawioną w podrozdziale 7.2. Dane te 
zawierają czasy między uszkodzeniami układu elektrycznego autobusu. Rozkład praw-
dopodobieństwa mieszaniny jest zgodny z rozkładem empirycznym. Fakt ten potwier-
dza celowość tworzenia rozkładów z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. 
W podrozdziale 7.3 analizuje się mieszaninę rozkładu wykładniczego z rozkładem  
Rayleigha. Pokazano, że mieszanina ta może dawać rozkłady z jednomodalną funkcją 
intensywności uszkodzeń. W przykładzie 7.5 przeanalizowano dane dotyczące uszko-
dzeń silników autobusowych [89]. Wykonano estymację parametrów mieszaniny i test 
zgodności χ2 rozkładu empirycznego z rozkładem mieszaniny. W podrozdziale 7.4 
pokazano, że jeśli mieszanina dowolnego rozkładu z rozkładem wykładniczym ma 
jednomodalną funkcję intensywności uszkodzeń, to istnieje proste kryterium przynależ-
ności zmiennej losowej T1 do klasy MTFR. Podrozdział 7.5 poświęcony jest ocenie 
średniej czasu między kolejnymi uszkodzeniami, oznaczonej przez MTBF (Mean Time 
Between Failure) dla czasów do uszkodzenia z klasy MTFR. 

 



2. Modele czasów życia obiektów technicznych 

W teorii niezawodności podstawową rolę odgrywa zmienna losowa T oznaczająca 
czas życia (zdatności) elementu (obiektu technicznego). Funkcję  

F(t) = P{ T ≤ t } 

nazywa się dystrybuantą zmiennej losowej T, funkcję R(t) = 1 – F(t) określa się jako 
funkcję niezawodności. Dla zmiennej losowej T warunkową funkcję niezawodności 
definiuje się następująco: 

P{ T – t > x | T > t } = R(X | t ) = R(t x)
R(t)
+ , jeśli R(t) > 0 

Podobnie określa się dystrybuantę warunkową: 

P{ T – t ≤ x | T > t } = F(x t) F(t)
R(t)
+ −  = 1 – R(x | t) 

Jeśli istnieje granica: 

λ(t) = 
x 0

1 F(x t) F(t)lim
x R(t)+→

+ −   

to funkcja λ(t) nazywa się funkcją intensywności uszkodzeń. W przypadku, gdy zmien-
na losowa T posiada gęstość prawdopodobieństwa f(t), funkcja intensywności λ(t) wy-
raża się wzorem: 

λ(t) = f (t)
R(t)

 

Całkując ostatnie równanie obustronnie, otrzymuje się 

x

0
(t)dt lnR(x)λ = −∫  

stąd 
R(x) = (x)e−Λ  

 

gdzie: 
Λ(x) – skumulowana funkcja intensywności uszkodzeń 

Λ(x) = 
x

0
(t)dtλ∫  

Bardzo często do analizy czasu życia elementu (obiektu technicznego) wykorzystuje się 
średni resztowy czas życia, który definiuje się następująco:  

MRL(t) = E{ T – t │ T ≥ t } = 

t
R(x)dx

R(t)
−∞
∫
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Łatwo można zauważyć, że MRL(0) = ET, gdzie ET jest wartością średnią zmiennej 
losowej T, wyrażającej się wzorem: 

ET =
0
R(x)dx

∞
∫  

Jeśli zmienna losowa T posiada gęstość prawdopodobieństwa, to między funkcją inten-
sywności uszkodzeń λ(t) a średnim resztowym czasem MRL(t) zachodzi związek: 

λ(t) = MRL'(t) 1
MRL(t)

+  

Z powyższego wynika, że: 

R(t) = 
t

0

MRL(0) dxexp
MRL(t) MRL(x)

 
− ∫ 
 

 

Swartz w pracy [101] podał jako pierwszy warunki konieczne i dostateczne, aby funkcja 
m(t) była średnim resztowym czasem dla pewnej zmiennej losowej ze skończoną warto-
ścią średnią. Podobne warunki badali Hall [53], Guess [46] i Lillo [81]. Badania między 
postaciami wykresów funkcji intensywności uszkodzeń λ(t) i średnim resztowym cza-
sem MRL(t) prowadzili Mi [84] oraz Ghai [43]. 

W teorii odnowy i niezawodności bardzo ważną rolę odgrywa rozkład równoważ-
ny do danego rozkładu czasu życia. Dystrybuanta rozkładu równoważnego do danego 
rozkładu wyraża się wzorem (Feller [41], Deshapande [35]): 

F1(x)=
x

0

1 R(t)dt
ET ∫  

Zmienna losowa z dystrybuantą F1(x) ma skończoną wartość średnią ET1, jeśli zmienna 
losowa T posiada skończoną wariancję D2T. Definicja zmiennej losowej T1 może być 
wykorzystana do budowy definicji rekurencyjnej w postaci: 

Fn(x) = 
x

n 1
0n 1

1 R (t)dt
ET −

−
∫  

gdzie Rn–1(t) i ETn–1 są odpowiednio funkcją niezawodności i wartością średnią zmiennej 
losowej Tn–1. W pracy Harknesa [54] bada się własności graniczne tego przekształcenia. 
Zmienna losowa T1 będzie wykorzystywana w dalszej części rozprawy. 

 

W zależności od postaci funkcji intensywności uszkodzeń dzieli się rozkłady na 
rozkłady z monotoniczną funkcją intensywności uszkodzeń i niemonotoniczną. Dla 
monotonicznych funkcji intensywności uszkodzeń najczęściej rozważa się następujące 
postacie: 
– stała (rozkład wykładniczy), 
– niemalejąca oznaczana przez IFR (Increasing Failure Rate), 
– nierosnąca oznaczana przez DFR (Decreasing Failure Rate). 
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Wśród niemonotonicznych funkcji intensywności uszkodzeń podstawową rolę  
w teorii niezawodności odgrywają dwie kategorie:  
– funkcje intensywności uszkodzeń z kształtem wannowym, oznaczane przez BFR 

(Bathtub Failure Rate), 
– funkcje intensywności uszkodzeń o kształcie odwróconej wanny, inaczej jednomo-

dalne, oznaczane przez UBFR (Upside-down Bathtub Failure Rate). 

Wymienimy teraz podstawowe rozkłady o monotonicznych funkcjach intensywności 
uszkodzeń. Zmienna losowa (czas życia) T ma rozkład wykładniczy, jeśli jej gęstość 
wyraża się wzorem:  

f(t) = λ exp( – λ t ) dla t ≥ 0 

Dystrybuanta zmiennej losowej T o rozkładzie wykładniczym ma postać: 

F(t) = 1 – exp(– λ t) dla t ≥ 0 

Dla rozkładu wykładniczego funkcja intensywności jest stała, λ(t) = λ. Okazuje 
się, że twierdzenie odwrotne jest także prawdziwe. Niech zmienna losowa T ≥ 0 posiada 
gęstość prawdopodobieństwa f(t). Prawdziwa jest równoważność: zmienna losowa T 
posiada rozkład wykładniczy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja intensywności uszko-
dzeń λ(t) jest stała. W literaturze powyższy fakt formułuje się następująco: warunek  
λ(t) = const charakteryzuje rozkład wykładniczy. Poniżej omówiono rozkłady prawdo-
podobieństwa z monotoniczną funkcją intensywności uszkodzeń wykorzystywane w tej 
pracy. 

2.1. Rozkład gamma 

Zmienna losowa T > 0 ma rozkład gamma, jeśli jej gęstość f(t) określa się wzorem: 

 f(t) = 
p

p 1 btb t e
(p)

− −

Γ
, t > 0, p, b >0 (1) 

gdzie Γ(p) oznacza funkcję gamma (funkcję Eulera 2-go rodzaju). Dystrybuanta zmien-
nej losowej o rozkładzie gamma wyraża się przez całkę nieelementarną i jest możliwe 
wyliczenie jej wartości w każdym pakiecie programów statystycznych. Podstawowe 
parametry: wartość średnia ET i wariancja D2T wyznacza się za pomocą wzorów: 

ET = p
b

,    D2T = 2
p

b
 

Warto zauważyć, że w szczególnym przypadku, gdy p = 1, rozkład gamma jest 
rozkładem wykładniczym. Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) dla rozkładu gamma  
z parametrami p i b jest:  
– stała dla p = 1, λ(t) = b,  
– rosnąca dla p > 1, przy czym λ(t) → b, gdy t → ∞, 
– malejąca dla 0 < p < 1, przy czym λ(t) → b, gdy t → ∞. 
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2.2. Rozkład Weibulla 

Zmienna losowa T > 0 ma rozkład Weibulla, jeśli dystrybuanta F(t) wyraża się wzorem: 

 F(t) = 1 – exp(– a tb) , dla t > 0 (2) 

Dla funkcji λ(t) intensywności uszkodzeń mamy 

λ(t) = a tb–1 

Jeśli b = 1, to funkcja λ(t) = a jest stała, oznacza to, że dla b = 1 zmienna losowa T  
o rozkładzie Weibulla ma rozkład wykładniczy. Rozkłady gamma i Weibulla posiadają 
różne uogólnienia.  

2.3. Uogólniony rozkład gamma 

Zmienna losowa T > 0 ma uogólniony rozkład gamma, jeśli jej gęstość wyraża się wzorem: 

 f(t; p, b, c) = 
pc

pc 1 ccb t exp( (tb) )
(p)

− −
Γ

 , t > 0 (3) 

gdzie p > 0, b > 0, c > 0. Parametr b jest parametrem skali, p i c są parametrami kształtu 
(formy). Jeśli c = 1, to otrzymujemy zwykły rozkład gamma rozpatrywany poprzednio. 
Dla p = 1 otrzymuje się jako szczególny przypadek rozkład Weibulla. Wartość średnia 
ET i wariancja D2T wyrażają się za pomocą wzorów: 

ET = 

1p
c

b (p)

 Γ + 
 
Γ

 

D2T = 

2

2

1p
1 2 cp

c (p)(p)b

  Γ +      Γ + −  Γ  Γ
  

 

Dla funkcji intensywności uszkodzeń uogólnionego rozkładu gamma można wyróżnić 
pięć przypadków [42, 63]: 
a) p = 1, c = 1 mamy wtedy rozkład wykładniczy z funkcją intensywności uszkodzeń 

postaci λ(t) = b, 
b) c ≤ 1, p c ≤ 1 z wyjątkiem pary p = 1, c = 1, funkcja λ(t) jest malejąca, 
c) c ≥ 1, p c ≥ 1 z wyjątkiem pary p = 1, c = 1, funkcja λ(t) jest rosnąca, 
d) jeśli c < 1, p c > 1, to funkcja λ(t) jest jednomodalna, 
e) jeśli c > 1, p c < 1, to funkcja λ(t) ma kształt wannowy i posiada jedno minimum. 

Uogólniony rozkład gamma posiada różne postacie funkcji λ(t), może być zatem 
wykorzystywany jako model matematyczny rozkładu czasu poprawnej pracy dla szero-
kiej klasy obiektów technicznych. W przedstawionej pracy duże znaczenie mają przy-
padki d) i e). 
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2.4. Potęgowy rozkład Weibulla i inne uogólnienia rozkładu Weibulla 

Mudholkar [87] bada rozkład z dystrybuantą w postaci: 

 F(t) = [1 – exp(–a tb)]c , dla t > 0 (4) 

gdzie a > 0, b > 0, c > 0.  
 
Rozkład ten w wielu pracach nazywa się wykładniczym rozkładem Weibulla. W prze-
ciwieństwie do zwykłego rozkładu Weibulla posiada on dla pewnych wartości parame-
trów niemonotoniczną funkcję intensywności uszkodzeń. Dla c = 1 rozkład ten redukuje 
się do zwykłego rozkładu Weibulla. Jeśli c = 1, b = 1, to mamy rozkład wykładniczy. 
Funkcja intensywności uszkodzeń wyraża się wzorem: 

c 1b bat at b 1

cbat

ab 1 e e t
(t)

1 1 e

−
− −

−

 − 
 λ =

 − − 
 

 

Mudholkar w pracy [88] pokazał, że funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) może mieć 
różne kształty:  
– jeśli b ≤ 1, to λ(t) jest malejąca, 
– jeśli b ≥ 1 i b c ≥ 1, to λ(t) jest rosnąca, 
– jeśli b > 1 i c b < 1, to λ(t) ma kształt wannowy, 
– jeśli c < 1 i c b < 1, to λ(t) jest jednomodalna. 

Potęgowy rozkład Weibulla z powodzeniem wykorzystano jako model rozkładu 
czasu do uszkodzenia silników autobusowych [89]. Graficzne podejście do estymacji 
parametrów tego rozkładu przedstawiono w pracy [58]. W pracy [87] przeprowadzono 
analizę współczynników asymetrii i spłaszczenia dla tego rozkładu. Badano też niektóre 
statystyki ekstremalne tego rozkładu stosując je jako model do opisu poziomu rzeki 
Floyd w stanie Iowa. W pracy [90] wyznaczono transformatę Laplace’a dla potęgowego 
rozkładu Weibulla i na tej podstawie wyprowadzono wzory na momenty zwykłe tego 
rozkładu. W pracy [108] badano warunki istnienia minimów i maksimów funkcji inten-
sywności uszkodzeń λ(t) i średniego resztowego czasu życia MRL(t). W pracy [107] 
analizuje się inne, podobne uogólnienie rozkładu Weibulla z dystrybuantą w postaci: 

F(t) = 1 – exp bac 1 exp t
b

   − −      
 dla t > 0 

gdzie a > 0, b > 0, c > 0. W cytowanej pracy [107] dowodzi się, że dla b ≥ 1 funkcja 
intensywności uszkodzeń λ(t) jest rosnąca, dla b < 1 ma kształt wannowy. Dla analizo-
wanego rozkładu Nadarajah [90] wyprowadził wzory na momenty zwykłe. Inną mody-
fikację rozkładu Weibulla podano w pracy Lai [80], w której zaproponowano rozkład 
prawdopobieństwa z dystrybuantą w postaci: 

F(t) = 1 – exp[–a tbexp(c t)] , dla t > 0 
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gdzie a > 0, b > 0, c > 0. W cytowanej pracy pokazano, że funkcja intensywności 
uszkodzeń λ(t) dla tego rozkładu ma kształt wannowy, jeśli 0 < b < 1 i dla b ≥ 1 funkcja 
intensywności uszkodzeń rośnie. Większość znanych modyfikacji rozkładu Weibulla 
zebrali Nadarajah i Kotz [91]. 

2.5. Odwrócony rozkład Weibulla 

Rozważamy teraz rozkład prawdopodobieństwa z dystrybuantą:  

 F(t) = exp
ba

t

   −    
 dla t > 0 (5) 

Funkcja intensywności uszkodzeń ma postać: 
λ(t) = η b t – b – 1e – z / (1 – e – z) 

gdzie η = ab, z = z(t) = (a / t)b. 
 
Można pokazać, że:  

t 0
lim (t) 0

+→
λ =   

t
lim (t) 0
→∞

λ =  

Ostatnia równość czyni model mniej przydatnym niż model spełniający warunek λ(∞) > 0. 
Pochodna funkcji λ(t) ma postać: 

λ’(t) = λ(t) t – b – 1 b
z

b (b 1)t
1 e−
η − + − 

 

Analiza równania λ’(t) = 0 prowadzi do wniosku, że funkcja λ(t) jest jednomodalna  
z maksimum w punkcie t0 spełniającym równanie: 

0
z(t )0

z(t ) 11
b1 e

= +
−

 

Odwrócony rozkład Weibulla jako pierwszy analizował Keller [64]. Jiang [60] badał 
różne modyfikacje tego rozkładu, Drapella [40] proponuje graficzną technikę estymacji 
parametrów rozkładu. 

2.6. Odwrócony rozkład normalny 

Gęstość rozkładu odwróconego normalnego (inverse Gaussian) z parametrami λ i µ 
opisuje wzór: 

 f(t; λ, µ) 
3 2
2

2
(t )t exp

2 2 t

−  λ λ −µ
= −  π µ 

 dla t > 0 (6) 

gdzie λ > 0 , µ > 0. Wartość średnia ET i wariancja D2T wyrażają się wzorami: 
ET = µ, D2T = µ3 / λ. 
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Po raz pierwszy odwrócony rozkład normalny był badany przez Tweedie [102]. 
Gęstość f(t; λ, µ) odwróconego rozkładu normalnego jest jednomodalna i asymetryczna, 
µ jest parametrem skali, natomiast λ jest parametrem kształtu (formy). Wyniki dotyczą-
ce podstawowych własności i zastosowań odwróconego rozkładu normalnego są zawar-
te w pracach [30, 31]. 
Funkcję niezawodności odwróconego rozkładu normalnego charakteryzuje wzór: 

R(t) = 
2t t1 e 1

t t

λ
µ      λ λ

Φ − − Φ − +         µ µ      
 dla t > 0  

gdzie Φ jest dystrybuantą niestandardowego rozkładu normalnego. Funkcja intensyw-
ności uszkodzeń może być przedstawiona następująco:  

 
( )

1
3 2 22

2 /

/(2 t ) exp( (t ) /2 t)
(t)

t x t1 e 1
t t

λ µ

λ π −λ −µ µ
λ =

      λ
Φ − − Φ − +         µ µ      

 dla t > 0 (7) 

Wyrażenie określające λ(t) jest raczej skomplikowane, ale nie jest trudne do obliczeń 
numerycznych. W pracach [30, 31] pokazano, że λ(t) jest jednomodalna i posiada mak-
simum w punkcie tm, gdzie: 

tm = –
1

2 2 2

2
3 91

4
 µ µ

+ +  λ λ 
  

Maksymalną wartość funkcji λ(t) otrzymuje się jako rozwiązanie równania: 

λ(t) = 2 2
3
2t2 2t

λ λ
+ −

µ
 

Analiza przebiegu zmienności funkcji λ(t) prowadzi do wniosku, że przy t → ∞ λ(t) 
osiąga pewną wartość graniczną: 

2t
lim (t)

2→∞

λ
λ =

µ
  

W pracach [30, 31] udowodniono, że średni resztowy czas życia wyraża się za pomocą 
wzoru: 

MRL(t) = 

2

2

t t( t) 1 ( t)e 1
t t

x t t1 e 1
t t

λ
µ

− λ
µ

      λ λ
µ − Φ − + µ + Φ − +         µ µ      

     λ  Φ − − Φ − +        µ λ     

 

Prawdziwe są równości: 
2

t

2limMRL(t)
→∞

µ
=

λ
  

t 0
lim MRL(t)

+→
= µ  
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Pierwsze wyniki dotyczące estymacji parametrów odwróconego rozkładu normalnego 
podano w pracy [102]. Metodą największej wiarygodności wyznaczono oceny parame-
trów µ i λ. W pracy [30] przedstawiono nieobciążone i najefektywniejsze estymatory 
parametrów µ i λ. Odwrócony rozkład normalny doczekał się różnych uogólnień. Jed-
nym z nich jest trójparametrowy odwrócony rozkład normalny wprowadzony w pracy 
[95]. Gęstość trójparametrowego rozkładu normalnego ma postać: 

 f(t; λ, µ, η ) = 
1

22

2 2
[(t ) ]exp

2 (t ) 2 t

  λ λ −η −µ −   
π −η µ      

 dla t > η (8) 

Parametr η jest parametrem położenia, λ – parametrem skali. Padgett [95] badał oceny 
parametrów rozkładu z gęstością (8) za pomocą metody momentów i największej wia-
rygodności. Problem estymacji parametrów trójparametrowego odwróconego rozkładu 
normalnego opisano następnie w pracach [7, 27, 29, 33, 34, 61]. W pracy [37] analizuje 
się metodę Bayesa dla estymacji parametru położenia. W pracy [77] przedstawiono 
mieszaną metodę momentów oceny parametrów rozkładu (8). Inne uogólnienie dwupa-
rametrowego odwróconego rozkładu normalnego zaproponowano w pracach [2, 50, 48]. 
Cytowane uogólnienie dotyczy rozkładu z gęstością prawdopodobieństwa:  

 fp(t) = (1 – p ) fx(t) + p fx
*(t) 0 < p < 1 (9) 

gdzie: 

fx(t)= 3 2
(t )exp dla t 0, 0, 0

t 2 t
0 dla pozostałych t

  λ −λ −µ  > λ > µ >  
 π µ  



 

 f *x(t) = t f(t) / µ, gdzie 0 < µ = EX < ∞ 
 

Gęstość fp(t) określona wzorem (9) jest mieszaniną dwóch rozkładów: odwrócone-
go rozkładu Gaussa i rozkładu z gęstością fx(t) = t f(t) / µ należącego do klasy LBIGD 
(Length Based Inverse Gaussian Distribution). Gęstość fp(x) reprezentuje bogatą rodzi-
nę rozkładów prawdopodobieństwa dla różnych wartości parametrów mieszania p. Jeśli 
p = 0, to gęstość fp(t) ma rozkład zmiennej losowej X (odwrócony rozkład normalny). 
Dla p = 1 mamy rozkład z klasy LBIGD, w przypadku gdy p = ½ rozkład Birnbauma- 
-Saundersa [20]. Relacje między rozkładem Birnbauma-Saundersa a rozkładem z gęsto-
ścią prawdopodobieństwa (9) omówiono w pracach [17, 36, 62].  
Dystrybuanta dla gęstości (9) wyraża się wzorem: 

Fp(t) = Φ(α(t)) + (1 – 2p) e2λ/µ Φ(β(t)) 

gdzie: 
t(t) 1

t
 λ

α = − µ 
 

t(t) 1
t
 λ

β = − + µ 
  

Φ jest dystrybuantą rozkładu normalnego standardowego. 
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Podobnie dla funkcji niezawodności Rp(t) otrzymano: 

Rp (t) = Φ(–α(t)) – (1 – 2p)e2λ/µ Φ(β(t)) 

Funkcję intensywności uszkodzeń wyraża się wzorem: 

13 2 22
p 2 /

( /2 t ) (1 p pt/ )exp{ ( /2 t)/(t )(t)
( (t)) (1 2p)e ( (t))λ µ

λ π − + µ − λ µ −µ
λ =

Φ −α − − Φ β
 

W pracy [47] udowodniono, że funkcja intensywności uszkodzeń jest jednomodalna. Punkt 
t0, w którym funkcja λ(t) przyjmuje wartość maksymalną można wyznaczyć z równania: 

2 2
3 p(t)
2t (1 p) pt2 2t

λ λ
λ = + − +

µ − +µ
  

W cytowanej pracy pokazano, że:  

2

pt

2lim (t)
→∞

µ
λ =

λ
  

Średni resztowy czas życia MRL(t) dla rozkładu z gęstością (9) jest równy: 
2 2 2 /

2 2 2 /

MRL(t) [( t p / ) ( (t)) (1 2p)( t p / )e ( (t))
1 12p t / exp{ ( /t)(1 t/ ) }] [ ( (t)) (1 2p)e ( (t)]

22

λ µ

λ µ

= µ − + µ λ Φ −α + − µ + − µ λ Φ β +

− µ λ − λ − µ × Φ −α − − Φ β
π

 

Dla funkcji MRL(t) udowodniono twierdzenie: istnieje dokładnie jeden punkt kp
* taki, 

że MRL’(t) < 0 dla wszystkich t ∈  (0, kp
*), MRL’(kp*) = 0, MRL’(t) > 0 dla wszystkich 

t > kp
*. W pracach [48-50] przedstawiono metodę estymacji parametrów µ, λ i p funkcji 

niezawodności Rp(t) metodą największej wiarygodności. 

2.7. Rozkład Birnbauma-Saundersa 

W dalszej części pracy zostanie wykorzystany rozkład Birnbauma-Saundersa.  
W pracach [18, 19, 20, 83] zaproponowano rozkład prawdopodobieństwa z dystrybuantą: 

 F(t) = Φ


















 β
−

βα t
t1

 dla t > 0 (10) 

gdzie α = σ / wµ , β = w / µ. W skrócie będziemy pisali: zmienna losowa X ma roz-
kład o dystrybuancie (10) jako X ~ B – S(α, β). Podstawowe własności tego rozkładu 
zbadano w pracy [19]. Parametr β jest parametrem skali, ponieważ z (10) wynika, że: 

X / β ~ B – S(α, 1) 

Parametr α jest parametrem kształtu. Rozkład Birnbauma-Saundersa ma własność wza-
jemności rozumianą jako fakt, że zmienna losowa 1 / X ma także rozkład Birnbauma- 
-Saundersa, w szczególności:  

1 / X ~ B – S(α, 1 / β) 
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Własność wzajemności rozkładów była badana przez Saundersa [100]. 
Jeśli zmienna losowa Z ma standardowy rozkład normalny, to zmienna losowa:  

 X = 2 2 2 2[2 z z z 4]
2
β

+α +α α +  (11) 

ma rozkład Birnbauma-Saundersa z dystrybuantą daną wzorem (10). Wyrażenie (11) 
jest bardzo wygodne do generowania zmiennych o rozkładzie B – S(α, β). Wiadomo, że 
zmienna losowa X ma wartość średnią EX i wariancję D2X wyrażające się wzorami: 

 EX = β
2

1
2

 α
+  

 
 (12) 

 D2X = ( α β)2 251
4

 + α 
 

 (13) 

Gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej B – S( α, β ) wyrażona jest wzorem: 

f (t; α, β ) = 2
1 1 1 t1 exp 2

2 t t t2 2

  β β β + − − +   αβ βπ  α   
  

gdzie t > 0, α > 0, β > 0. 
 
Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) jest rosnąca lub jednomodalna. Można udowod-
nić [83], że:  

λ ( 0, α, β) = 0 

 2t

1lim (t, , )
2→∞

λ α β =
α β

 (14) 

Autorowi rozprawy nie są znane warunki na parametr α, przy których funkcja inten-
sywności uszkodzeń jest jednomodalna [83]. Estymacja parametrów α i β rozkładu  
B – S (α, β) została opracowana w cytowanej pracy [19]. 

W literaturze znane są przynajmniej dwie prace dotyczące uogólnienia rozkładu 
Birnbauma-Saundersa z dystrybuantą w postaci: 

 F (t; L) = Φ 1 t u( ,L)
t

  Θ
−   α β   

 dla t > 0 (15) 

gdzie α > 0, β > 0, u(Θ, L) > 0 dla wszystkich L. Funkcja u(Θ, L) zależy od nieznanego 
parametru Θ i znanej „zmiennej przyspieszającej” L. Zmienną losową T posiadającą 
dystrybuantę (15) można zapisać jako:  

T ~ B – S( α, β, λ) 

Funkcja u(Θ, L) nazywa się funkcją przyspieszającą (przyspieszenia). Mediana rozkła-
du (15) jest równa β λ(Θ, L) . Jeśli T ~ B – S(α, β, λ), to zmienna losowa: 

Z = 1 t u( ,L)
t

 Θ
− 

α β 
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ma standardowy rozkład normalny. Do określenia wzorów na wartość średnią i wariancję 
zmiennej losowej o rozkładzie B – S( α, β, λ) wyznacza się X z równania. Otrzymuje się: 

 X = 2 2 2 2 2 21[ Z Z Z 4 ( ,L) 2 u( ,L)]
2
α β +αβ α β + βλ Θ + β Θ  (16) 

Wykorzystując (16) i podstawowe własności rozkładu normalnego standardowego, 
otrzymano: 

EX = β2
2u( ,L)

2
 Θ α

+ 
β  

 

oraz 

D2X = α2 β4
2u( ,L) 5

4
 Θ α

+ 
β  

 

Zmienna losowa X o dystrybuancie (15) posiada własność wzajemności [100]. Można 
pokazać, że jeśli X ~ B – S( α, β, λ), to 1 / X ~ B – S( α, 1 / β, 1/λ) i stąd: 

E
2

21 u( ,L)( ,L)
X 2

−  Θ α  = λ Θ +   β    
 

Niestety nie są znane autorowi rozprawy własności niezawodnościowe rozkładu z dystry-
buantą (15). W szczególności ciekawy jest problem, czy funkcja intensywności uszkodzeń 
dla tego rozkładu jest jednomodalna dla pewnych wartości parametrów α, β i Θ ? Jeśli 
tak, to jaka jest granica funkcji intensywności uszkodzeń przy t → ∞ ? 
Inny 3-parametrowy rozkład Birnbauma-Saundersa podano w pracy Owena [94]. Dys-
trybuanta tego rozkładu wyraża się wzorem: 

 F(t) = 
1 k

k
1 t

t

−  β
Φ −   α β   

 dla t > 0 (17) 

gdzie α = σ / wµ  > 0, β = w / µ > 0 i 0 < k < 1  

2.8. Mieszaniny rozkładów czasów do uszkodzenia 

W teorii niezawodności, a szczególnie w zagadnieniach obsługi złożonych syste-
mów rozważa się często rozkłady prawdopodobieństwa z niemonotoniczną funkcją 
intensywności uszkodzeń. Należą do nich rozkłady z wannową funkcją intensywności 
uszkodzeń (BFR). Przegląd rozkładów z wannową funkcją intensywności uszkodzeń 
umieszczono w pracach [25, 97]. Analiza literatury dotycząca złożonych modeli nieza-
wodnościowych i badania własne uszkodzeń autobusów miejskich prowadzą do wnio-
sku, że często do opisu procesu uszkodzeń użyteczne są rozkłady prawdopodobieństwa 
z odwróconą wannową funkcją intensywności uszkodzeń (upside-down bathtub) zwaną 
w tej pracy jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Klasę rozkładów z jedno-
modalną funkcją intensywności uszkodzeń oznacza się jako UBFR. Rozkłady z klasy 
UBFR mają szerokie zastosowania w różnych dziedzinach nauki – do analizy życia 
populacji biologicznych [103, 104], do danych medycznych [1], do opisu uszkodzeń 
autobusów [89], do budowy modeli podejmowania decyzji dla obiektów technicznych 
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w okresie rozruchu [24, 28], do opisu modeli niezawodnościowych [59] i do opisu mo-
bilności grup socjalnych [3]. 

Jedną z metod tworzenia rozkładów z niemonotoniczną funkcją intensywności 
uszkodzeń jest tworzenie mieszanin standardowych rozkładów. Podstawowy wynik 
dotyczący mieszanin uzyskał Prochan [96]: mieszanina dwóch rozkładów o malejących 
funkcjach intensywności uszkodzeń (DFR) ma malejącą funkcję intensywności uszko-
dzeń. Pierwsze praktyczne zastosowanie mieszanin rozkładów opisał Krohn w pracy 
[79]. W cytowanej pracy przedstawiono rozkład z wannową funkcją intensywności jako 
mieszaninę rozkładów: Weibulla z malejącą funkcją intensywności rozkładów, rozkładu 
wykładniczego i rozkładu Weibulla z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. Jednak 
analiza teoretyczna tego modelu pokazuje, że funkcja intensywności uszkodzeń nie ma 
kształtu wannowego. W pracy [103] omówiono mieszaninę rozkładu wykładniczego  
z rozkładem z liniową funkcją intensywności uszkodzeń. Jednak model ten analizowany 
w całym zakresie zmiennej nie ma funkcji intensywności uszkodzeń o kształcie wan-
nowym. Funkcja intensywności uszkodzeń zmierza do pewnej nieujemnej wartości 
granicznej. Glaser [44] i Gupta [49] analizują szczególne przypadki mieszanin rozkła-
dów gamma i Weibulla do budowania mieszanin o różnych kształtach funkcji inten-
sywności uszkodzeń. Gurland [51] podaje warunki, aby mieszanina rozkładu wykładni-
czego i rozkładu z klasy IFR była rozkładem z klasy DFR. W pracy [66] analizuje się 
przydatność modelu wannowego w praktyce. Empirycznie przebadano mieszaninę 
dwóch rozkładów Weibulla. Stwierdzono, że dla jednego z badanych przypadków ana-
liza prowadzi do wniosku, że jako mieszaninę można uzyskać rozkład z jednomodalną 
funkcją intensywności uszkodzeń (UBFR). Zauważono jednak, że analizowana w pracy 
[66] mieszanina daje rozkład z funkcją intensywności posiadającą na początku przebie-
gu przedział, w którym funkcja ta maleje [106]. Dokładną analizę mieszaniny dwóch 
rozkładów Weibulla zamieszczono w pracy [105]. Dla dwóch rozkładów Weibulla  
z takimi samymi parametrami kształtu znaleziono wszystkie możliwe postacie funkcji 
intensywności uszkodzeń. Dla mieszaniny z różnymi wartościami parametru kształtu 
wykonano obliczenia numeryczne. Wszystkie możliwe kształty funkcji intensywności 
uszkodzeń mieszaniny dwóch rozkładów o rosnących i liniowych funkcjach intensyw-
ności uszkodzeń wyznaczono w pracy [26]. Wynikiem takiej operacji są rozkłady ro-
snącej funkcji intensywności uszkodzeń (IFR), wannowej (BFR) i modyfikowanej wan-
nowej, to znaczy rosnącej i następnie wannowej.  

2.9. Klasy funkcji niezawodnościowych 

W tym podrozdziale omówiono niektóre klasy rozkładów spotykane w teorii nie-
zawodności [10, 11, 17]. Podczas formułowania warunków na istnienie maksimum 
współczynnika gotowości w sposób naturalny otrzymano klasę zwaną MTFR (Mean 
Time of Failure or Repair). Celem umiejscowienia nowej klasy MTFR na tle innych 
znanych klas rozkładów czasu do uszkodzenia podaje się tylko najbardziej znane klasy 
rozkładów zmiennych losowych starzejących się. Zwykle każda z wymienionych klas 
posiada klasę dualną, dlatego też większość klas definiuje się parami, tzn. klasę i klasę 
do niej dualną [12, 78]:  
a) klasa EXP rozkładów wykładniczych, 
b) klasa IFR (DFR) z rosnącą (malejącą) funkcją intensywności uszkodzeń, 
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c) klasa IFRA (DFRA) rozkładów o średnio rosnącej (malejącej) funkcji intensywności 
uszkodzeń, to klasa dla której funkcja –lnR(t)/t jest rosnąca (malejąca) dla t należą-
cego do dziedzin tych funkcji, 

d) klasa NBU rozkładów „nowy lepszy od używanego” (New Better than Used), jeżeli  

R(x + y) ≥ R(x)R(y) dla x, y > 0 

klasa NWU rozkładów „nowy gorszy od używanego” (New Worse than Used), jeżeli: 

R(x + y) ≤ R(x)R(y) dla x, y > 0, 

e) klasa NBUE) rozkładów czasów życia „nowy lepszy od średnio używanego” (New 
Better than Used in Expectation), jeśli istnieje skończona średnia ET i  

t
R(x)dx ET

∞
≥∫ R(t) dla t > 0 

klasa NWUE rozkładów czasów życia „nowy gorszy od średnio używanego” (New 
Worse than Used in Expectation), jeśli istnieje skończona średnia ET i  

t
R(x)dx ET

∞
≤∫  R(t) dla t > 0. 

Dla wyżej zdefiniowanych rozkładów prawdziwe są następujące łańcuchy relacji: 

EXP⊂  IFR ⊂  IFRA ⊂  NBU ⊂  NBUE 

EXP ⊃  DFR ⊃  DFRA ⊃ NWU ⊃  NWUE 



3. Modele wymian profilaktycznych 

3.1. Modele odnowy prewencyjnej 

Bardzo często czas naprawy (odnowy) i koszt naprawy uszkodzonego elementu 
(obiektu technicznego) jest większy od czasu i kosztu obsługi profilaktycznej. Fakt ten 
jest podstawą do budowania modeli różnych strategii prowadzenia odnowy prewencyj-
nej (profilaktycznej). W tej pracy jako odnowę rozumiemy wymianę elementu na inny 
sprawny, natomiast odnowa prewencyjna polega na wymianie elementu sprawnego. Od-
nowę prewencyjną stosuje się, gdy elementy (obiekty techniczne) starzeją się podczas 
użytkowania i uszkodzenie elementu może powodować znaczące straty. W celu zmniej-
szenia liczby uszkodzeń (strat) rozważa się dwie podstawowe strategie odnowy profilak-
tycznej: cykliczną (blokową) lub ze względu na wiek elementu (obiektu technicznego). 
Odnowa cykliczna następuje w ustalonych momentach czasowych x, 2x, 3x,… oraz  
w tych momentach, w których nastąpiło uszkodzenie (x oznacza okres wymiany profi-
laktycznej). Odnowa ze względu na wiek elementu następuje, gdy element osiągnie 
wiek x lub zostanie uszkodzony. Wybór rodzaju strategii zależy od różnych kryteriów. 
Przy odnowie cyklicznej możliwa jest odnowa bardzo „młodych” elementów. Odnowy 
ze względu na wiek (czas bezawaryjnej pracy) są planowane dla każdego elementu 
oddzielnie. Odnowa blokowa jest mniej skomplikowana w administrowaniu niż odnowa 
według wieku, ponieważ nie wymaga rejestrowania czasów uszkodzeń [14]. W tej pra-
cy bada się głównie odnowę ze względu na wiek elementu. Za pierwszą pracą dotyczącą 
wymian blokowych i wymian według wieku uznaje się pracę [10]. 

Niech ST(t) będzie prawdopodobieństwem tego, że odnawiany element w chwili T 
nie ulegnie uszkodzeniu do chwili t. Jeżeli F(t) jest dystrybuantą czasu pracy elementu,  
R(t) = 1 – F(t) funkcją niezawodności i n x ≤ t ≤ (n+1)x, to: 

STx(t) = Rn(x)R(t – x) 
Można udowodnić, że funkcja STx(t) jest rosnąca dla każdego x wtedy i tylko wtedy, 
gdy zmienna losowa T należy do klasy IFR. Średni czas do uszkodzenia elementu, przy 
założeniu, że odnowa prewencyjna odbywa się ze względu na wiek elementu, jest równy: 

 
x

0

1ET(x) R(t)dt
F(x)

= ∫  (1) 

Wartość średnia określona wzorem (1) będzie w dalszej części pracy podstawą do określe-
nia nowej klasy rozkładów prawdopodobieństwa dla zmiennych losowych starzejących się. 
Dla wartości średniej ET(x) przy T ∈  IFR można uzyskać proste oszacowanie w postaci: 

 1 1f (0)
ET(x) ET

≤ ≤  (2) 

W dalszej części pracy pokazano, że nierówność (2) jest prawdziwa dla szerszej klasy 
niż IFR. Prawa strona nierówności (2) jest prawdziwa dla zmiennych losowych z klasy 
NBUE. Wartość średnia czasu między uszkodzeniami przy założeniu, że system posia-
da obsługę prewencyjną według wieku elementu wyrażającą się wzorem (1), była 
przedmiotem badania w pracach [4, 86]. 
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Amari [4] uogólnił wyniki Mondro [86] i pokazał, że dla dowolnej zmiennej losowej T 
prawdziwa jest nierówność: 

R(x) xET(x)
F(x) F(x)

≤ ≤  

natomiast dla klasy IFRA pokazano, że: 

 x xET(x)
ln(R(x)) F(x)

−
≤ ≤  (3) 

W dalszej części rozprawy pokazuje się możliwość oszacowania postaci (3) dla szerszej 
niż IFRA klasy rozkładów.  

3.2. Model obsług profilaktycznych Harriagi 

Harriaga [55] przeanalizował model procesu eksploatacji dla pojedynczego obiek-
tu technicznego podlegającego losowym uszkodzeniom. W cytowanej pracy formułuje 
się zadanie maksymalizacji zysku przypadającego na jednostkę czasu przy założeniu, że 
rozkład czasu do uszkodzenia jest dowolny. Program odnowy prewencyjnej realizowa-
ny przez okresowe inspekcje (przeglądy) obiektu technicznego pozwala na redukcję 
liczby awarii i w rezultacie powiększenie oczekiwanego dochodu z pracy obiektu tech-
nicznego. Z drugiej strony inspekcje stanu obiektu technicznego związane są z różnymi 
kosztami materiałowymi, płacowymi i aparaturowymi. Na tych przesłankach buduje się 
zadanie poszukiwania optymalnego momentu inspekcji tak, aby oczekiwany zysk na 
jednostkę czasu był maksymalny. Przed opublikowaniem przez Harriagę pracy problem 
ten był analizowany przez Bakera [6] i Chunga [32]. Dla bardzo ogólnej klasy rozkła-
dów prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia istnieje przynajmniej jeden optymalny 
przedział inspekcji, maksymalizujący oczekiwany zysk na jednostkę czasu [55]. Podano 
również warunki na to, aby optymalny przedział do inspekcji był jedyny. W celu dokład-
niejszego przedstawienia wyników pracy [55] wprowadzono oznaczenia i założenia: 
z – zysk na jednostkę czasu, gdy obiekt techniczny pracuje, 
cr – koszt naprawy lub wymiany elementu (obiektu technicznego) w przy-

padku uszkodzenia, 
ci – koszt planowanej inspekcji, 
f(t) – gęstość prawdopodobieństwa czasu T do uszkodzenia, 
F(t) – dystrybuanta zmiennej losowej T, 
R(t) = 1 – F(t) – funkcja niezawodności dla T, 
λ(t) – funkcja intensywności uszkodzeń, 
x – długość przedziału inspekcji, 
p(x) – oczekiwany zysk z pracy obiektu technicznego w jednym cyklu do 

inspekcji, 
z(x) – oczekiwany zysk na jednostkę czasu w jednym cyklu. 
Model matematyczny dla procesu eksploatacji budowano przy następujących założeniach: 
– czasy inspekcji i czasy napraw są pomijalne, 
– wszystkie uszkodzenia przynoszą takie same straty, 
– inspekcja jest wolna od błędów, 
– uszkodzenie obiektu zatrzymuje działania systemu, 
– zmienne losowe wyrażające czas do uszkodzenia przed i po naprawie mają takie 

same rozkłady prawdopodobieństwa z dystrybuantą F(t). 
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Dodatkowo zakłada się, że w pierwszym cyklu pracy obiekt techniczny jest sprawny. 
Możliwe są tylko dwie różne sytuacje: 
– obiekt techniczny przepracował bezawaryjnie x jednostek i w tym momencie nastę-

puje inspekcja, 
– uszkodzenie nastąpiło przed upływem x jednostek czasowych. 

W tym przypadku oczekiwany zysk w jednym cyklu w przedziale czasu < 0, t > można 
zapisać jako: 
p(x) = zysk dla cyklu bez uszkodzenia · prawdopodobieństwo wystąpienia cyklu bez awa-

rii + zysk dla cyklu z uszkodzeniem · prawdopodobieństwo cyklu z uszkodzeniem. 

Zysk dla cyklu bez uszkodzenia jest równy:  

z1(x) = z x – ci 

dlatego, że obiekt techniczny jest sprawny po inspekcji w czasie x. W cyklu z uszko-
dzeniem obiekt może ulec uszkodzeniu w każdej chwili t < x cyklu. Zysk w takim cyklu 
jest równy: 

z2(x) = E{ z t | t < x } – ci – cr 

Ostatnią równość można przedstawić w postaci:  

z2(x)= 
x

0

1 ptf (t)dt
F(x) ∫

 – ci – cr 

Oczekiwany zysk w jednym cyklu jest równy: 

P(x) = (z x – ci) R(x) + 
x

i r
0
puf (u)du (c c )F(x)− +∫  

Uwzględniając, że F(t) = 1 – R(t) i przekształcając ostatnią równość, otrzymano:  

p(x) = 
x

0
p R(t)dt∫  + cr R(x) – cr – ci 

Średni zysk na jednostkę czasu dla jednego cyklu można zapisać w postaci: 

 z (x) = (
x

0
p R(t)dt∫  + cr R(x) – cr – ci))/x (4) 

Iloczyn zµ, gdzie µ = ET jest wartością średnią zysku w jednym cyklu bez awarii.  
W związku z powyższym zakłada się, że różnica zµ – ci – cr jest dodatnia. Gwarantuje 
to opłacalność użytkowania obiektu technicznego. Oczywiste są zatem równości: 

z(0+) = 
t 0
lim z(t)

+→
= −∞  

oraz  

z ( +∞ ) = i r
t

zET c c
lim 0

t
+

→+∞

− −
=  

Ostatnia równość oznacza, że istnieje takie t1, że dla wszystkich t > t1 zachodzi z(t ) > 0. 
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Z powyższego wynika, że istnieje przedział inspekcji, w którym zysk jest równy zeru. 
Fakt ten dokładniej przedstawiony zostanie w następnym wniosku. Licznik po prawej 
stronie wzoru (4) oznaczono przez g(x), zatem: 

g(x) = 
x

0
p R(t)dt∫  + cr R(x) – cr – ci 

Wniosek 1. Dla dowolnego rozkładu istnieje przynajmniej jeden przedział inspekcji.  
Dowód jest oczywisty, ponieważ g(0) = – ci i g(∞) = z µ – ci – cr > 0. 
Zatem istnieje (niekoniecznie jedyny) przedział inspekcji <0, x b >. 
Jednak przy pewnych założeniach dotyczących funkcji intensywności uszkodzeń r(t) 
można pokazać, że xb jest jedyny. Wynik ten ujmuje następujący lemat: 
 
Lemat 1. Przedział inspekcji <0, xb> jest jedyny dla każdego z następujących typów 
rozkładów czasu do uszkodzenia obiektu technicznego: 
a) stała intensywność uszkodzeń, 
b) malejąca funkcja intensywności uszkodzeń (DFR), 
c) rosnąca funkcja intensywności uszkodzeń (IFR). 

Dowód. Pochodna funkcji g(x) względem x ma postać: 

g’(x) = z R(x) – cr f(x) = r (p / r – r(x)) / R(x) 

Rozwiązanie równania g(x) = 0 spełnia warunek:  

r(x0) = p / cr 

Wykorzystując z wniosku 1 fakt, że g(0) < 0 i g(∞) > 0, pokazano, że dla każdego  
z trzech powyższych przypadków istnieje jedyny przedział inspekcji. 
1. Jeśli funkcja intensywności uszkodzeń r(t) jest stała, to r(t) = 1 / µ.  

Natomiast, jeśli zµ – cr > 0, to g’(x) > 0 dla każdego x > 0. 
2. Dla malejącej funkcji intensywności uszkodzeń rozważono dwa przypadki. Pierwszy, 

gdy p / cr > g(0), wtedy dla wszystkich x zachodzi g’(x) > 0. W drugim przypadku 
funkcja f(t) przekracza wartość p / cr w punkcie xo. Zostanie pokazany, że g(x0) < g(0). 
Z faktu, że funkcja intensywności uszkodzeń jest malejąca wynika, że p / cr = r(0) < r(x) 
dla wszystkich x < x0. Stąd z R(x) < cr f(x) dla wszystkich x < x0. 
Całkując obustronnie ostatnią nierówność otrzymano 

p 
x0

0
R(t)dt∫  = cr F(x0) = cr (1 – R(x0) 

lub 

z 
x0

0
R(t)dt∫  + cr R(x0) – cr < 0 

Odejmując obustronnie ci: 
g(x0) < g(0) 

Powyżej pokazano, że g(x) jest ściśle rosnąca w przedziale <x0, ∞) od wartości 
ujemnej g(x0) do wartości dodatniej g(∞) > 0. Stąd istnieje jedyny moment inspekcji 
w przedziale <x0, ∞). 
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3. Jeśli funkcja intensywności uszkodzeń jest rosnąca, to g’(x) > 0 dla wszystkich  
x < x0 i ujemna dla pozostałych x. Podobnie jak w przypadku poprzednim można 
stwierdzić, że: 

g(x0) > g(∞) 

 Wynika stąd, że istnieje jedyny przedział inspekcji w przedziale <0, x0>.  
 

Podstawowym celem inspekcji periodycznej jest wyznaczenie optymalnego momentu 
inspekcji maksymalizującego zysk na jednostkę czasu. Pochodna funkcji z(x) ma postać: 

z’(x) = 2
h(x)
x

 

gdzie:  

h(x) = ci + cr – z 
x

0
uf (u)du∫  – cr (R(x) + x f(x)) 

Ostatnią równość można zapisać w postaci: 

h(x) = ci – 
x

0
u(f (u) f '(u))du+∫  

Z tej równości wynika, że:  
h(0) = ci > 0 

h(+∞) = ci + cr – z µ < 0 

Z powyższych nierówności wynika, że istnieje (niekoniecznie jedyny) przedział czaso-
wy < 0, t* > maksymalizujący oczekiwany zysk na jednostkę czasu. 
Optymalny zysk wyraża się wzorem: 

z* = pR(t*) – cr f(t*) 

lub inaczej  

z* = pR(t*) (p – cr r(t*)) 

Ponadto można pokazać, że  

h(x) = (cr R(x) / x) (z cr – r(x)) > 0 

dla rosnących i malejących funkcji intensywności uszkodzeń. Pochodna funkcji h(x) 
względem x ma postać:  

h’(x) = –x cr f(x) (p / cr – k(x)) 

gdzie: 
 k(x) = – f ’(x) / F(x) (5) 

Przy każdym z trzech wyżej sformułowanych założeniach na podstawie poniższego 
twierdzenia można określić optymalny moment inspekcji. Przed sformułowaniem tych 
warunków zostaną zdefiniowane klasy rozkładów prawdopodobieństwa. 
 
Definicja. Funkcja f(t) nazywa się log-wypukłą (log-wklęsłą), jeżeli funkcja ln (f(x)) 
jest stale rosnąca (malejąca). 
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Log-wypukłość i log-wklęsłość będą zapewniać jednoznaczność optymalnego rozwią-
zania równania h(x) = 0, a w konsekwencji wyznaczenie maksimum oczekiwanego 
zysku na jednostkę czasu. Zasadniczym wynikiem omawianej pracy jest: 
 
Twierdzenie 1. Jeśli jest spełnione jedno z założeń: 
a) czas do uszkodzenia ma rozkład wykładniczy, 
b) czas do uszkodzenia ma gęstość prawdopodobieństwa log-wypukłą, 
c) czas do uszkodzenia ma gęstość prawdopodobieństwa log-wklęsłą, 
to istnieje dokładnie jedno t1 maksymalizujące oczekiwany dochód na jednostkę czasu. 

Dowód.  
1. Jeżeli czas do uszkodzenia ma rozkład wykładniczy, to podstawiając  
 f(x) = (1 / µ) exp(– x / µ) do wzoru (5) otrzymuje się k(x) = 1 / µ.  
 Wtedy h’(x) = – (x f(x) / µ) (zµ – cr) < 0, stąd z µ – ci – cr > 0.  
 Z tego wynika, że funkcja h(x) jest ściśle malejąca w przedziale <0, ∞) od ci do  

–zµ + ci + cr < 0 i istnieje dokładnie jeden optymalny moment inspekcji. 
2. Wykorzystując definicję log-wypukłości jest oczywiste, że k(x) jest ściśle malejąca  

i x* jest jedyny. Jednak jeśli z / cr < k(0), to h’(x) > 0 dla każdego x > xf i h’(x) < 0 
dla x > xf, gdzie xf jest rozwiązaniem równania z / cr = k(x). Pokazuje to, że trzeba 
udowodnić, że:  

h(xf) > h(0) = ci 

Faktycznie, dla wszystkich x < xf zachodzi h’(x) > 0 lub równoważnie  

t (z f(t) + cr f ’(t)) d t > 0 

Po dodaniu do obu stron ci otrzymano  

h( xf) > ci = h(0) > 0. 

Wynika stąd, że istnieje jedyny optymalny moment inspekcji w przedziale < xf, ∞), 
stąd h(x) jest ściśle rosnąca od h(xf) > 0 do h(∞) < 0. 

3. Log-wklęsłość implikuje, że k(x) jest ściśle rosnąca. Jeśli z / cr > k(∞), to h’(x) < 0  
i istnieje jedyne x*. Z drugiej strony, jeśli z / cr < k(∞), to istnieje jedyne xf takie, że 
p / cr = k(xf). Podobnie jak w poprzednim przypadku można pokazać, że istnieje je-
dyne x* w przedziale <0, xf >.  

3.2.1. Przykłady numeryczne 

W tym podpunkcie przedstawiono trzy przykłady numeryczne. Pierwsze dwa dotyczą 
przypadku, gdy czas do uszkodzenia jest zmienną losową z rosnącą funkcją intensyw-
ności uszkodzeń (rozkład gamma i rozkład Weibulla), w trzecim przypadku czas do 
uszkodzenia ma rozkład będący mieszaniną dwóch rozkładów: wykładniczego i rozkła-
du z liniową i rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. 
 
Przykład 3.1. Założono, że zmienna losowa T oznaczająca czas do uszkodzenia ma 
rozkład gamma z gęstością prawdopodobieństwa określoną w rozdziale 2 wzorem (1). 
Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) dla rozkładu gamma może mieć tylko jeden  
z dwóch kształtów DFR lub IFR [63]. 
Wyznaczanie wartości dystrybuanty F(x) zmiennej losowej T można wykonać tylko za 
pomocą całkowania numerycznego. We wszystkich znanych programach komputero-
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wych zawierających metody statystyczne dostępna jest taka procedura numeryczna. Jesz-
cze większym problemem jest obliczanie wartości funkcji ET(x) określonej wzorem: 

x

0
ET(x) R(t)dt= ∫ , gdzie R(t) = 1 – F(t) 

Jest oczywiste, że ET(∞) = ET = a / b. Poniżej pokazano, że wartość funkcji ET(x) 
można wyrazić za pomocą dystrybuanty F(t) rozkładu gamma zwanej w literaturze 
niepełną funkcją gamma. Po prostych przekształceniach: 

ET(x) = 
x x

0 0
(1 F(t)dt x F(t)dt− = −∫ ∫  

Całkując przez części, otrzymano: 

ET(x) = x R(x) + 
x

0
tf (t)dt∫  

Podstawiając wzór na gęstość rozkładu gamma uzyskano: 

ET(x) = x R(x) + 
a x a bt

0

b t e dt
(a)

−∫
Γ

 

Stąd 

ET(x) = x R(x) + 
a 1 x

a bt

0

(a 1) b t e dt
b (a) (a 1)

+
−Γ +

∫
Γ Γ +

 

co daje ostatecznie 

ET(x) = x R(x) + a IN (x, a 1, b)
b

Γ +  

gdzie 

IN (x, a 1, b)Γ + jest dystrybuantą rozkładu gamma o parametrach a + 1, b. 

Do obliczeń numerycznych przyjęto dla modelu Harriagi wartości parametrów: 

z = 3, cr = 2, cp = 0.5. 

Dla rozkładu zmiennej losowej T przyjęto a ∈{2, 2.5, 3, 3.5, 4}, b = 1. Wykresy warto-
ści funkcji z(x) wyrażającej zysk na jednostkę czasu przedstawiono na rysunku 3.1. 
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Rys. 3.1. Przebieg funkcji kryterialnej z(x) dla pięciu wartości parametru a 

 
Dla tak dobranych parametrów modelu Harriagi funkcja osiągała dokładnie jedno mak-
simum. Dodatkowo wykonano obliczenia wartości funkcji z(x) dla szczególnego przy-
padku rozkładu gamma, rozkładu wykładniczego zakładając, że a = 1. Przyjmując war-
tości z, cr i cp takie jak poprzednio i b∈{1.5, 1.75, 2} wyznaczono przykładowe prze-
biegi funkcji z(x), które przedstawiono na rysunku 3.2. Zgodnie z przedstawionym  
w podrozdziale 3.2 twierdzeniem dla przypadku, gdy zmienna losowa T ma rozkład 
wykładniczy, funkcja z(x) może osiągnąć maksimum. 
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Rys. 3.2. Przebieg realizacji funkcji z(x) dla rozkładu wykładniczego 
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Przykład 3.2. Założono, że zmienna losowa T ma rozkład Weibulla z funkcją nieza-
wodności: 

R(x) = exp(– a xb) dla x > 0, a, b > 0 
Dla rozkładu Weibulla λ(t) jest funkcją rosnącą, jeśli b > 1. Aby wyznaczyć funkcję 
ET(x) trzeba obliczyć numeryczną wartość całki: 

x b

0
ET(x) exp( at )dt= −∫  

Stosując odpowiednie podstawienie otrzymano:  

ET(x) = 

11 x bb 1a 1 zb

0

1 1 z e dz
b a

 
 
  − − 
∫ 

 
 

Ostatnią całkę można wyrazić za pomocą dystrybuanty rozkładu gamma: 

ET(x) = 

1 1
b b1 1 1 x 1IN , ,1

b a b a b

 
      Γ Γ            

 

 

Obliczenia numeryczne wykonano dla wartości parametrów: z = 10, cr = 2, cp = 0.5. 
Dla rozkładu zmiennej losowej T przyjęto a = 1, b ∈ {4, 5, 6}. Wykresy trzech realiza-
cji funkcji z(x) przedstawiono na rysunku 3.3. 
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Rys. 3.3. Przebieg realizacji funkcji z(x) dla rozkładu Weibulla 

 
Dla tak dobranych parametrów każda z realizacji funkcji z(x) posiada dokładnie jedno 
maksimum. 
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Przykład 3.3. Założono, że zmienna losowa T oznaczająca czas do uszkodzenia ma 
rozkład będący mieszaniną rozkładu wykładniczego i rozkładu z funkcją intensywności 
uszkodzeń postaci λ2(t) = a t + b, gdzie a > 0 i b ≥ 0. Kumulowana funkcja intensywno-
ści uszkodzeń ma postać: 

Λ2(t) = ½ a t2 + b t 

Funkcję niezawodności odpowiadającą zmiennej T można zapisać jako: 

R(x) = p exp(–λ1x) + (1 – p)exp(–½ at2 – b t) 

Dla funkcji gęstości prawdopodobieństwa otrzymano: 

f(x) = pλ1 exp(–λ1x) + (1 – p) ½ (at + b) exp(–½ at2 – b t) 

Funkcję ET(x) określoną wzorem (1) można zatem zapisać w postaci: 

x 2
1

0

p 1ET(x) (1 exp( x)) (1 p) exp( at bt)dt
2

= − −λ + − − −∫
λ

 

Po odpowiednich przekształceniach funkcji podcałkowej, funkcję ET(x) można przed-
stawić następująco: 

2

1
1

b bxp 2 b a aET(x) (1 exp( x)) (1 p) exp
1 1a 2a
a a

    
+     π     = − −λ + − Φ −Φ  λ               

 

gdzie Φ(u) jest dystrybuantą zmiennej losowej U o rozkładzie normalnym (Gaussa) 
standardowym, wyrażającą się wzorem: 

u 2

0

1 1(u) exp( t )dt
22

Φ = −∫
π

 

Całkę po prawej stronie powyższego wzoru można obliczyć jedynie numerycznie.  
W każdym programie komputerowym zawierającym elementy statystyki matematycznej 
jest dostępna funkcja do obliczania wartości tej całki. 
W rozdziale 7 tej pracy pokazano, że analizowana zmienna losowa T może mieć jed-
nomodalną funkcję intensywności uszkodzeń. W modelu Harriagi nie uwzględnia się 
jako czasu do uszkodzenia zmiennej losowej z jednomodalną funkcją uszkodzeń. Oka-
zuje się, że w takim przypadku można tak dobrać wartości parametrów modelu i para-
metrów rozkładu zmiennej T, aby funkcja z(t) osiągała wartość maksymalną. W anali-
zowanym modelu przyjęto dla rozkładu zmiennej T następujące wartości parametrów: 
λ1 = 1, 
a = 2, 
b = 1, 
p ∈{0.1, 0.2, 0.3}. 

Dla danych dotyczących modelu Harriagi założono: 
z = 10, 
cr = 2, 
cd = 0.5. 
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Na rysunku 3.4 przedstawiono trzy realizacje funkcji intensywności uszkodzeń dla 
zmiennej losowej T. 
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Rys. 3.4. Realizacje funkcji intensywności uszkodzeń λ(t) dla przykładu 3.3 

 
Na rysunku 3.5 przedstawiono odpowiadające trzem realizacjom funkcji λ(t) trzy reali-
zacje funkcji z(x). Parametry zmiennej losowej T dobrano tak, aby funkcja z(x)  
w trzech analizowanych przypadkach osiągała maksimum. 
 

 
Rys. 3.5. Realizacje funkcji z(x) zysku na jednostkę czasu dla rozkładu mieszaniny 

 
 
 
 



 

 

37 

 

3.3. Optymalizacja wymian profilaktycznych oparta na zastosowaniu 
procesów semi-markowskich  

W tym podrozdziale pokazano zastosowanie procesów semi-markowskich do 
znajdowania optymalnego czasu wymiany profilaktycznej. Rozważania oparto na pracy 
Grabskiego [45]. W procesie użytkowania obiektów technicznych stosuje się, oprócz 
napraw (odnów), również obsługi profilaktyczne. Powodem zastosowania obsług profi-
laktycznych (prewencyjnych) jest fakt, że trwają one na ogół krócej i są tańsze od na-
praw. W podrozdziale tym zakłada się, że naprawy i obsługi profilaktyczne przywracają 
obiektowi pełną zdatność. Przyjmuje się ponadto, że chwilą rozpoczęcia naprawy jest 
chwila uszkodzenia, a chwilą rozpoczęcia obsługi profilaktycznej jest moment, gdy 
obiekt przepracuje bezawaryjnie x jednostek czasowych. Zadanie analizowane w cyto-
wanej wyżej pracy polega na znalezieniu takiej wartości x, aby dochód przypadający na 
jednostkę czasu był maksymalny. Jako model procesu eksploatacji przyjęto 3-stanowy 
proces semi-markowski. Funkcją kryterialną jest średni dochód przypadający na jed-
nostkę czasu, analizowany w dostatecznie długim przedziale czasu. Podobnie jak  
w poprzednim podrozdziale rozprawy analizuje się jeden obiekt techniczny. Badana 
funkcja kryterialna zależy od: rozkładu prawdopodobieństwa czasu poprawnej pracy 
obiektu, wartości średnich czasu trwania napraw i czasu obsługi profilaktycznej oraz do-
chodów i kosztów jednostkowych użytkowania obiektu technicznego. W cytowanej pracy 
zakłada się, że czas do uszkodzenia T1 jest nieujemną zmienną losową z dystrybuantą F(t), 
gęstością f(t) i skończoną wartością średnią ET1. Naprawa uszkodzonego obiektu trwa 
przez losowy czas T2 z wartością średnią ET2 spełniającą warunek 0 < ET2 < ∞. Losowy 
czas trwania obsługi profilaktycznej T3 spełnia warunek 0 < ET3 < ∞. Dochód na jed-
nostkę czasu poprawnej pracy jest równy a, koszty naprawy i obsługi profilaktycznej na 
jednostkę czasu są odpowiednio równe b i c. 
Poniżej podano zarys konstrukcji procesu stochastycznego, będącego modelem procesu 
eksploatacji obiektu. Przyjęto, że obiekt techniczny może znajdować się w jednym  
z trzech stanów: 
S1 – poprawna praca (użytkowanie obiektu), 
S2 – naprawa (odnowa), 
S3 – obsługa profilaktyczna. 

Niech {X(t), t ≥ 0} będzie procesem stochastycznym o zbiorze stanów S = {1, 2, 3}  
i niech τ0 = 0 < τ1 < τ2 < …< τn będą zmiennymi losowymi oznaczającymi chwile,  
w których następują zmiany stanów procesu. Zakłada się, że przy danym stanie w chwili 
τn czas trwania tego stanu oraz stan osiągnięty w chwili τn+1 nie zależą stochastycznie od 
stanów procesu w chwili τ0, τ1, …, τn–1 oraz czasów ich trwania. Można zatem zapisać: 

P{X(τn+1) = j, τn+1 – τn ≤ t | X(τn) = i, X(τn–1) = in–1,…, X(τ0) = i0} = 
                                  = P {X(τn+1) = j, τn+1 – τn ≤ t | X(τn) = i} 
Oznacza to, że proces X(t) jest procesem semi-markowskim. Jądro tego procesu określa 
się jako: 

Q(t) = {Qij(t): i, j ∈  S, t ≥ 0} 

gdzie:  
Qij(t) = P {X(τn+1) = j, τn+1 – τn ≤ t | X(τn) = i} , i, j ∈  S 
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Rozkład początkowy: 
pi

(0) = P {X(0) = i}, i ∈  S 

W rozpatrywanym modelu jądro ma postać: 

Q(t) = 
12 13

21

31

0 Q (t) Q (t)
Q (t) 0 0
Q (t) 0 0

 
 
 
  

 

Niezerowe elementy jądra procesu zależą od zmiennych losowych T1, T2 i liczby x 
jednostek czasowych.  
W szczególności: 

Q12(t) = 
F(t) dla t x
F(x) dla t x

≤
 >

 

Q13(t) = 
0 dla t x
R(x) dla t x

≤
 >

 

Q21 = F2 (t) 

Q31 = F3(t) 

gdzie F2, F3 są odpowiednio dystrybuantami zmiennych losowych T2 i T3. Jako rozkład 
początkowy przyjęto: 

pi = P {X(0) = i} = 
1 dla i 1
0 dla i 2, 3

=
 =

 

 
Jądro Q(t) oraz rozkład początkowy procesu {X(t): t ≥ 0} zostały określone, zatem 
zbudowano model procesu eksploatacji. 

Do sformułowania zadania optymalizacji obsług profilaktycznych obiektu technicz-
nego trzeba wyznaczyć dodatkowe charakterystyki procesu eksploatacji. Macierz praw-
dopodobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa X(τn), n = 0, 1, 2… ma postać: 

P = 
12 130 p p

1 0 0
1 0 0

 
 
 
  

 

 
gdzie: 

p12 = 12t
limQ (t) F(x)
→∞

=  

p13 = 13
t
limQ (t) R(x)
→∞

=  

p21 = 21t
limQ (t) 1
→∞

=  

p31 = 31t
limQ (t) 1
→∞

=   

Rozkład stacjonarny włożonego łańcucha Markowa, który w tym przypadku jest jedno-
cześnie jego rozkładem granicznym obliczono rozwiązując układ równań: 
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p2
* + p3

* = p1
* 

p1
* p12 = p2

* 

p2
* p13 = p3

* 

p1
* + p2

* + p3
* = 1 

Układ ten posiada jednoznaczne rozwiązanie w postaci: 

p1
* = 1

2
 

p2
* = F(t)

2
 

p3
* = R(t)

2
 

Do budowania funkcji kryterialnej trzeba wykorzystać twierdzenie graniczne dla proce-
sów semi-markowskich ze skończonym zbiorem stanów [56]. Jeśli proces semi-
markowski {X(t): t ≥ 0} o skończonym zbiorze stanów posiada włożony łańcuch Mar-
kowa {X(τn), n = 0, 1, 2, …} zawierający jedną klasę i wartości średnie czasów prze-
bywania w stanach są dodatnie i skończone, to istnieją przy t → ∞ granice prawdopo-
dobieństw stanów Pj(t) = P{ X(t) = j} oraz:  

Pj = 
*
j j

j *t j j
j S

p ET
lim P (t)

p ET→∞
∈

=
∑

 

Na podstawie cytowanego wyżej twierdzenia i wyznaczonych prawdopodobieństw 
granicznych pj

*, j = 1, 2, 3 prawdopodobieństwa graniczne dla procesu {X(t): t ≥ 0} są 
następujące: 

P1 = 

x

0
R(t)dt

M(x)

∫
 

 P2 = 2F(x)ET
M(x)

 (6) 

P3 = 3R(x)ET
M(x)

 

gdzie: 

M(x) = 
x

0
R(t)dt∫  + F(x)ET2 + R(x)ET3 

Proces {Kj(t): t ≥ 0} definiuje się jako:  

Kj(t) = 
t

{j}
0
I (X(u))du∫ , j ∈S , I{j}(X(u)) = 

1 dla X(n) j
0 dla X(n) j

=
 ≠
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Kj(t) oznacza sumaryczny czas przebywania procesu {X(t): t ≥ 0) w stanie j w przedzia-
le < 0 , t >. 
Wielkość:  

L(t) = a EK1(t) – b EK2(t) – c EK3(t) 

oznacza średni dochód z eksploatacji w przedziale < 0, t >. 
Granica (jeśli istnieje):  

I = 
t

L(t)lim
t→∞

 

jest średnim dochodem przypadającym na jednostkę czasu w długim przedziale czasowym. 
Z określenia procesu Kj(t), j = 1, 2, 3 wynika, że: 

j
j

t

EK (t)
lim P

t→∞
=  dla j = 1, 2, 3 

Stąd: 
I = a P1 – b P2 – c P3 

Uwzględniając (6) wzór dla I można zapisać w postaci: 

 I = 

x
2 3

0
a R(t)dt bF(x)ET cR(x)ET

M(x)

− −∫
 (7) 

Funkcja I = d(x) określona powyżej opisuje zależność średniego zysku przypadającego 
na jednostkę czasu od czasu użytkowania x. 
Wprowadzono oznaczenia: 

λ(t) = f(t) / R(t) oznacza funkcję intensywności uszkodzeń, 
B = (b – c) ET2 ET3, 
C = (a + c) ET3, 
D = (a + b) ET2, 
A = C – D. 

Warunek istnienia maksimum funkcji d(x), x ∈  < 0 , ∞) zawiera następujące : 
 
Twierdzenie 2. Jeżeli czas zdatności obiektu technicznego T1 jest zmienną losową  
o rosnącej funkcji intensywności uszkodzeń w przedziale < 0 , ∞) oraz: 

b ≥ c 

C(0)
B

λ ≤  

1
1( )ET

C1
D

λ ∞ ≥
−

 

to istnieje dokładnie jedna liczba x*, dla której funkcja d(x), x ∈  < 0, ∞) określona 
wzorem (7) przyjmuje wartość maksymalną. Liczba x* jest pierwiastkiem równania:  
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x

0
A R(t)dt B
 

−∫ 
 

 λ(x) + A R(x) + D = 0 

Dla a = 1, b = 0, c = 0 funkcja kryterialna d(x) jest współczynnikiem gotowości obiektu: 

d(x) = 

x

0
R(t)dt

M(x)

∫
 

W tym przypadku zachodzi: 

B = 0, C = ET3, D = ET2, A = ET3 – ET2 

Licznik pochodnej funkcji d(T) można zapisać następująco: 

h(x) = R(x) [ A
x

0
(x) R(t)dt AR(x) Dλ + +∫ ] 

Zmiana znaku pochodnej zależy od wyrażenia w nawiasie. 
Niech: 

h1(x) =A[
x

0
(x) R(t)dt F(x)λ −∫ ] + C 

Po to, aby dla każdego x∈< 0, ∞) zachodziła nierówność h1(x) ≤ h1(0), musi być praw-
dziwa nierówność: 

h(x) = 
x

0
(x) R(t)dt F(x)λ −∫  ≥ 0 

Rozkłady prawdopodobieństwa czasów do uszkodzenia spełniające powyższą nierów-
ność będą badane w rozdziale 7 pracy. 

3.3.1. Przykłady numeryczne 

Podobnie jak dla modelu Harriagi omówionego w podrozdziale 3.2 omówione będą trzy 
przykłady numeryczne pokazujące celowość wyznaczania maksimum zysku na jednost-
kę czasu. 
 
Przykład 3.4. Analogicznie do przykładu 3.1 z podrozdziału 3.3 zakłada się, że czas T 
do uszkodzenia ma rozkład gamma z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. Przyj-
muje się, że dla modelu Grabskiego:  

a = 3,  
b = 2,  
c = 0.5. 
 

Przyjmując dla rozkładu gamma wartość parametru kształtu a1∈{2, 2.5, 3, 4} i skali  
b1 = 1 wyznaczono trzy realizacje funkcji z(x) – zysku na jednostkę czasu (rys. 3.6). 
Przyjmując a = 1, b = 0, c = 0 otrzymano jako funkcję kryterialną współczynnik gotowo-
ści g(x). Wykresy przebiegu współczynnika gotowości przedstawiono na rysunku 3.7.  
W obu przypadkach funkcje kryterialne osiągają jednoznaczne maksimum. 
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Rys. 3.6. Realizacje funkcji d(x) dla rozkładu gamma 
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Rys. 3.7. Realizacje współczynnika gotowości (x) dla rozkładu gamma 

 
Przykład 3.5. Zakłada się, że zmienna losowa T ma rozkład Weibulla. Obliczenia nu-
meryczne wykonano dla następujących wartości parametrów modelu Grabskiego: a = 3, 
b = 2, c = 0.5, p12 = 0.5, p13 = 0.5. Dla rozkładu zmiennej losowej T przyjęto: a1 = 0.1, 
b1 ∈ {1.1, 1.2, 1.3}. Na rysunku 3.8 przedstawiono wykresy funkcji kryterialnej z(t) 
oznaczającej zysk na jednostkę czasu. 
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Rys. 3.8. Wykresy zależności zysku na jednostkę czasu d(x) dla rozkładu Weibulla 

 
Na rysunku 3.9 przedstawiono wykresy zależności współczynnika gotowości od długo-
ści przedziału inspekcji.  
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Rys. 3.9. Wykresy współczynnika gotowości (x) dla rozkładu Weibulla 
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Przykład 3.6. Zakłada się, że zmienna losowa T ma rozkład będący mieszaniną rozkła-
du wykładniczego z rozkładem posiadającym rosnącą i liniową funkcję intensywności 
uszkodzeń. Obliczenia numeryczne wykonano dla następujących wartości parametrów 
modelu Grabskiego: a = 3, b = 2, c = 0.5, p12 = 0.5, p13 = 0.5. Dla rozkładu zmiennej 
losowej T przyjęto a1 = 0.2, b1 = 0.2, λ = 1, p ∈ {0.1, 0.2, 0.3}. Na rysunku 3.10 przed-
stawiono wykresy funkcji kryterialnej z(t) oznaczającej zysk na jednostkę czasu. 
 

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

2

2,1

0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4

x

d(
x)

p=0.1
p=0.2
p=0.3

 
Rys. 3.10. Wykresy zależności zysku na jednostkę czasu d(x) dla rozkładu mieszaniny 

 
Na rysunku 3.11 przedstawiono wykresy zależności współczynnika gotowości od dłu-
gości przedziału inspekcji dla rozkładu będącego mieszaniną rozkładu wykładniczego  
z rozkładem posiadającym liniową i rosnącą funkcję intensywności uszkodzeń. 
  

 
Rys. 3.11. Wykresy współczynnika gotowości (x) dla mieszaniny 
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3.4. Model wymian profilaktycznych z gwarancją 

 W podrozdziale omówione będą wymiany według wieku elementów (obiektów) 
posiadających gwarancję producenta. Jako pierwsi pracę dotyczącą wymiany elemen-
tów według wieku opublikowali Barlow i Proshan [10, 11]. W następnych latach temat 
ten był rozwijany dla wielu przypadków szczególnych. Otrzymano wiele rozwiązań 
analitycznych (Berg [15], Berg i Epstein [16], Ingram i Schaeffer [57], Osaki i Naka-
gawa [92], Ross [99]). Na współczesnym rynku dużo produktów sprzedaje się z gwa-
rancją producenta. Zadaniem gwarancji na produkt jest oferta dla kupującego co robić, 
gdy produkt ulegnie uszkodzeniu w okresie gwarancji. Gwarancja udzielona na produkt 
buduje także zachętę dla sprzedających do podnoszenia zobowiązań wobec klientów 
(kupujących), podnosi reputację producenta, może podnieść zyski i udział w rynku. 
Szeroką analizę zagadnień związanych z praktyką odnów prewencyjnych dla produktów 
(obiektów) z gwarancją przedstawiono w pracach Blischke i in. [21–23]. Dla produktów 
nienaprawialnych najczęściej stosuje się praktykę gwarancyjną polegającą na odnowie 
realizowanej przez wymianę na nowy element z gwarancją, zwaną wolną wymianą [21]. 
Rozważana polityka gwarancyjna polega na tym, że produkt uszkodzony w okresie gwa-
rancji zostaje wymieniony na nowy posiadający pełną gwarancję. Modele matematyczne 
pozwalające na analizę kosztów polityki gwarancyjnej z wolną wymianą były badane 
przez Balcera i Sahina [8], Blischkego i Scheuera [23], Ritchkena i Fuha [98]. Ponadto Mi 
[84, 85], Ritchken i Fuh [98] analizowali różne praktyki utrzymania systemów eksploata-
cji uwzględniając różne czynności w stosunku do obiektów z gwarancją. W podrozdziale 
3.4 pracy skoncentrowano się na analizie odnawiania prewencyjnego produktu z gwaran-
cją za pomocą wolnej wymiany według wieku. Rozważane w tym rozdziale obiekty mają 
rosnącą funkcję intensywności uszkodzeń, tzn. dystrybuanty czasów życia należą do klasy 
IFR. Jako funkcję kryterialną przyjmuje się oczekiwany koszt użytkowania obiektu  
w długim okresie czasu przypadający na jednostkę czasu. Udowodniono, że przy pewnych 
założeniach istnieje jednoznaczne minimum kosztu na jednostkę czasu. W dalszej części 
tego podrozdziału omówione zostaną szczegółowo wyniki pracy [109], zaś w rozdziale 6 
tej pracy podane zostanie uogólnienie wyników publikacji [109]. 

3.4.1. Model wymian bez gwarancji 

W celu analizy wpływu gwarancji producenta na optymalny przedział użytkowa-
nia przedstawiono klasyczny model wymian według wieku. Przez t0(x) oznaczono dłu-
gość cyklu czasowego, gdy wiek wymiany jest równy x i produkt nie ma gwarancji  
(w = 0). Jeśli T oznacza losowy czas życia, to: 

t0(x) = 
T gdy T x
x gdy T x

≤
 >

 

gdzie x oznacza czas do wymiany. Przez c0(x) oznaczono koszt cyklu, cd koszt zlikwi-
dowania skutków uszkodzenia, cp koszt zakupu nowego elementu. Można zapisać: 

c0(x) = d

d p

c gdy T x
c c gdy T x

≤
 + >
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Dla kosztu przypadającego na jednostkę czasu [99] oznaczanego przez k0(x) zachodzi 

k0(x) = p d0
x

0

0

c c F(x)Ec (x)
Et (x) R(u)du

+
=

∫

 

Bazując na powyższej funkcji kryterialnej k0(x) można wyznaczyć (jeśli istnieje) takie x*, 
że k0(x*) jest minimalne. 

3.4.2. Model wymian z gwarancją 

W tym podrozdziale podaje się wzory analogiczne do ostatnich z uwzględnieniem 
gwarancji. Długość przedziału gwarancji oznaczono przez w. Jeśli zakupiony element 
posiada gwarancję, to czas do uszkodzenia lub wymiany prewencyjnej zależy od w.  
W związku z tym model wymian wg wieku dla elementów z gwarancją warto rozpatry-
wać dla dwóch przypadków: x ≥ w i x < w. 
 
Przypadek 1: x ≥ w, czas wymiany jest równy okresowi gwarancji lub od niego większy w. 
Możliwe są wówczas trzy przypadki szczególne. Pierwszy, gdy element uszkodzi się 
przed upływem gwarancji (T ≤ w) i koszt tego jest równy cd. Drugi, gdy uszkodzenie 
nastąpi po okresie gwarancyjnym przed wymianą prewencyjną (w < T < x), wtedy po-
jawia się dodatkowy koszt zakupu cp. Trzeci przypadek zachodzi, gdy T ≥ x, wtedy 
koszt jest równy cp. Stosując wymianę prewencyjną według wieku czas jednego cyklu 
można zapisać jako: 

t1(x) = 
T gdy T w
T gdy w T x
x gdy T x

≤
 < <
 ≥

 

Natomiast dla kosztów c1(x) cyklu: 

c1(x) = 
d

d p

p

c gdy T w
c c gdy w T x

c gdy T x

 ≤
 + < <
 ≥

 

Stąd oczekiwany koszt na jednostkę czasu wyraża się wzorem: 

 k1(x) = p d1
x

1

0

c R(w) c F(x)Ec (x)
Et (x) R(u)du

+
=

∫

 (8) 

 
Przypadek 2: x < w, czas wymiany x jest mniejszy niż długość okresu gwarancji. Ozna-
cza to, że wszystkie wymiany są prowadzone w okresie gwarancyjnym. Jeśli T ≤ x, to 
przeprowadza się wymianę korekcyjną z kosztem cd, natomiast jeśli T > x, to wykonuje 
się wymianę prewencyjną z kosztem cp. Wówczas dla długości cyklu czasowego: 

t2(x) = 
T gdy T x
x gdy T x

≤
 >
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i dla kosztu cyklu: 

c2(x) = d

p

c gdy T x
c gdy T x

≤
 >

 

Oczekiwany koszt na jednostkę czasu określa wzór: 

 k2(x) = p d
x

0

c R(x) c F(x)

R(u)du

+

∫

 (9) 

Z zależności (8) i (9) wynika, że:  

k1(w)= k2(w) = p d p
T

0

c (c c )F(w)

R(u)du

+ −

∫

 

Niech 

k(x) = 1

2

k (x) gdy x w
k (x) gdy x w

≥
 <

 

Funkcja k(x) jest ciągła dla każdego x > 0. Jeśli zmienna losowa T oznaczająca czas do 
uszkodzenia posiada gęstość prawdopodobieństwa, to funkcja k(x) dla x ≠ w jest róż-
niczkowalna. 

3.4.3. Optymalne strategie 

W celu opracowania optymalnej strategii wyznaczono pierwszą pochodną funkcji 
k0(x) i przyrównano ją do zera. Dla produktu bez gwarancji otrzymano: 

k0’(x)

xx p
dd p d

00 d
x x2 2

0 0

c
c R(x)[ (x) R(u)du F(x) ]c f (x) R(u)du R(x)[c c F(x)]

c

[ R(u)du] [ R(u)du]

λ − −− + ∫∫
= =

∫ ∫

 

Niech 

H(x) = λ(x)
x

0
R(u)du F(x).−∫  

Funkcja H(x) odgrywa bardzo ważną rolę w zadaniach dotyczących wymian według 
wieku oraz w profilaktyce obiektów technicznych. Własności tej funkcji będą badane  
w rozdziałach 4 i 5. Podstawową własność funkcji H(x) ujmuje lemat 2. 
 
Lemat 2. Jeśli λ(t) jest funkcją rosnącą (F ∈ IFR) i F(0) = 0, to H(x) jest także funkcją 
rosnącą oraz  

H(0) = 0, 

x
lim H(x) H( ) r( )ET 1,
→∞

= ∞ = ∞ −  
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gdzie r(∞) = 
x
lim r(x),
→∞

 
0

ET R(u)du
∞

= ∫  jest wartością średnią dla czasu życia T. 

 

Dowód tego lematu przeprowadzono w pracy [109]. Opiera się on na założeniu, że 
funkcja λ(t) jest różniczkowalna dla każdego t ≥ 0. W rozdziale 4 niniejszej pracy prze-
prowadzono ten dowód bez założenia o różniczkowalności funkcji λ(t). Warunki istnie-
nia minimum funkcji (8) ujmuje poniższe twierdzenie. 
 
Twierdzenie 3. Założono, że F∈ IFR. Oznacza to, że funkcja λ(t) jest niemalejąca. Jeśli 

r(∞) > p

d

c1 (1 )
EX c

+ , to istnieje jedna skończona wartość t* dla produktu bez gwarancji 

minimalizująca oczekiwany koszt na jednostkę czasu i 
t 0

min
≥

k0(t) = cd λ(t*). 

W przeciwnym przypadku t*= ∞ i k0(∞) = (cp + cd) / ET. 
 
Dowód powyższego twierdzenia wynika z lematu 1. Podobną do powyższej analizę 
istnienia optymalnego wieku t* wymiany elementu przy uwzględnieniu gwarancji prze-
prowadzono osobno dla dwóch przypadków: t < w i t ≥ w. Dla t ≥ w pierwsza pochodna 
k1(t) ma postać: 

 k1’(t) = 

p
d

d
2t

0

c
c R(t) H(t) R(w)

c

R(u)du

 
− 

 

 
∫ 
 

 (10) 

Niech t1
* będzie optymalną wartością t minimalizującą k1(t) dane wzorem (8) w prze-

dziale < w, ∞). Na podstawie (10) można udowodnić poniższy lemat. 
 
Lemat 3. Dla wolnej wymiany z gwarancją, T ∈ IFR i dla t ∈ < w, ∞) zachodzi: 

a) jeśli r(∞) ≤ p

d

R(w)c 11
c EX

 
+ 

 
, to t1

*= ∞ i k1(t1
*) = R(w)(cp + cd) / EX 

b) jeśli H(w) ≤ R(w) cp / cd < H(∞), to istnieje jedyne i skończone t1
* > w takie, że  

H(t1
*) = R(w) cp / cd oraz k1 (t1

*) = cd λ(t1
*) 

c) jeśli H(w) ≥ R(w) cp / cd , to t1
* = w oraz: 

k1 (t1
*) = k1 (w) = p d p

w

0

c (c c )R(w)

R(u)du

+ −

∫

 

Jeżeli t < w, wówczas pochodna k2’(t) ma postać: 

k2’(t) = d p p2t

0

R(t) [(c c )H(t) c ]

R(u)du

− −
 
∫ 
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Niech t2
* będzie optymalną wartością k2(t) w przedziale < 0, w). Analogicznie do lema-

tu 3 można sformułować lemat 4. 
 
Lemat 4. Dla wolnej wymiany z gwarancją , T∈ IFR i dla t∈< 0, w) zachodzi 
a) jeśli cd < cp lub cd ≥ cp i H(w) ≤ cp / (cd – cp), to optymalna wartość t2

* = w  
i k2(t2

*) = k2(w), 
b) jeśli cd > cp i H(w) > cp / (cd – cp), to istnieje jedyne i skończone t2

*< w takie, że 
H(t2

*) > cp / (cd – cp) i k2(t2
*) = (cd – cp) λ(t2

*) . 
 
Sformułowane wyżej warunki istnienia minimum kosztów na jednostkę czasu przy 
wymianie elementów z gwarancją przeprowadzono dla dwóch wariantów t ≥ w i t < w. 
Lematy 3 i 4 dają rozwiązania optymalne dla każdego z przypadków osobno. Na pod-
stawie lematów 3 i 4 można sformułować twierdzenie zawierające warunki istnienia 
optymalnego czasu wymiany. 

 
Twierdzenie 4. Jeśli czas życia elementu ma dystrybuantę F ∈  IFR i rozpatrywana jest 
wolna wymiana elementów z gwarancją o okresie w, to dla t ∈  < 0, w) zachodzi: 
(1) dla cd ≤ cp, jeśli H(w) < R(w) cp / cd, to tw

*= t1
* > w, w przeciwnym przypadku 

t*(w) = w, 
(2) dla cd > cp 

– jeśli H(w) < R(w) cp / cd, to t*(w) = t1
*> w, 

– jeśli R(w) cp / cd ≤ H(w) ≤ cp (cd – cp), to tw
* = w, 

– jeśli H(w) > cp / (cp – cd) to t*(w) = t2
* < w.  

 

Na podstawie twierdzenia 4 możliwe jest wyznaczenie optymalnego wieku wymiany 
t*(w) dla obiektu z gwarancją. Jeśli koszt usunięcia uszkodzenia cd jest mniejszy od 
kosztu zakupu cp, wówczas optymalny wiek wymiany powinien być większy od okresu 
gwarancyjnego. Jeśli koszt usunięcia uszkodzenia cd jest relatywnie duży, to obiekt 
może być wymieniony przed upływem gwarancji. Warunek na to, aby wymiana pre-
wencyjna rozpoczęła się podczas okresu gwarancyjnego, jest następujący: 

H(w) > cp / (cd – cp) > 0 

Podobnie można analizować przypadek, gdy optymalny czas wymiany t*(w) przekracza w. 
Ponieważ przy założeniach pracy (T∈ IFR) funkcja H(w) rośnie, to istnieje funkcja 
odwrotna H–1. 
Z twierdzenia 4 wiadomo, że okres gwarancji spełnia warunek: 

w < H–1(R(w) cp / cd) 

wówczas optymalny wiek wymiany jest większy niż okres gwarancji (t* > w). 
Jeśli 

H–1(R(w) cp / cd) ≤ w < H–1(cp / (cd – cp)), gdy cd > cp 
lub  

w ≥ H–1(R(w) cp / cd), gdy cd ≤ cp 
to optymalny wiek wymiany t*(w ) jest zawsze równy okresowi gwarancji w. 
Jeśli  

w > H–1( cp / (cd – cp)) 
dla przypadku cd > cp, to optymalny wiek wymiany t*(w) jest mniejszy od okresu gwa-
rancji w (t*(w ) < w). 
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3.4.4. Porównanie wymian elementów z gwarancją i bez gwarancji 

W tym podrozdziale porównano minimalne koszty wymian według wieku dla ele-
mentów z gwarancją z elementami bez gwarancji. Dla 0 < w ≤ t otrzymano: 

k0(t) – k1(t) = p
t

0

c F(w)

R(u)du∫

 

natomiast dla 0 < t < w zachodzi:  

k0(t) – k2(t) = p
t

0

c F(t)

R(u)du∫

 

Z powyższego wynika, że dla każdego czasu wymiany t koszt na jednostkę czasu dla 
obiektu bez gwarancji jest zawsze większy od kosztu dla elementów z gwarancją.  
 
3.4.5. Przykłady numeryczne 

W podrozdziale przedstawiono możliwości zastosowania modelu wymian z gwa-
rancją. Jako dane do modelu trzeba przyjąć wartości dla parametrów cd, cp i w oraz 
założyć typ rozkładu prawdopodobieństwa dla zmiennej T oznaczającej czas do uszko-
dzenia obiektu technicznego. 

 
Przykład 3.7. Analogicznie do poprzednich dwóch modeli przyjęto, że zmienna losowa 
T ma rozkład gamma z rosnącą funkcją intensywności uszkodzeń. Założono, że cd = 4, 
cp = 1, w = 2. Przyjęto następujące parametry rozkładu gamma: a∈{2.5, 2.75, 3}, b = 1. 
Na rysunku 3.12 przedstawiono wykres strat k(x) na jednostkę czasu w zależności od 
czasu wymiany x. Parametry modelu dobrano tak, aby trzy realizowane w tym przykła-
dzie funkcje strat osiągały wartość minimalną. 
 

 
Rys. 3.12. Realizacja funkcji strat k(x) rozkładu gamma w modelu Yecha 
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Przykład 3.8. Przyjęto, że zmienna losowa T ma rozkład Weibulla z parametrami  
a = 0.1, b ∈ {1.2, 1.25, 1.3}. Wartości parametrów modelu Yecha wynoszą: cd = 4,  
cp = 1, w = 2. Wykresy funkcji strat na jednostkę czasu przedstawiono na rysunku 3.13. 
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Rys. 3.13. Realizacja funkcji strat k(x) rozkładu Weibulla w modelu Yecha 

 
Przykład 3.9. Założono, że zmienna losowa T ma rozkład prawdopodobieństwa będący 
mieszaniną rozkładu wykładniczego i rozkładu z liniową i rosnącą funkcją intensywności 
uszkodzeń. W analizowanym przykładzie przyjęto dla modelu Yecha: cd = 4, cp = 1, w = 2, 
natomiast dla rozkładu czasu T: λ1 = 1, a = 0.5, b = 0.5, p∈ {0.1, 0.2, 0.3}. Na rysunku 3.14 
przedstawiono wykresy strat na jednostkę czasu dla wybranych wartości parametrów. 
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Rys. 3.14. Realizacje funkcji strat na jednostkę czasu k(x) dla mieszaniny w modelu Yecha 



4. Model wymiany prewencyjnej 

4.1. Wstęp 

Znane systemy eksploatacji modeluje się za pomocą procesu semi-markowskiego. 
Wynika to z faktu, że założenie wykładniczości rozkładów czasów przebywania obiektu 
technicznego w stanach eksploatacyjnych systemu, jest mało realistyczne. Proces semi- 
-markowski {X(t): t ≥ 0} jest procesem stochastycznym, w którym czasy między dwie-
ma kolejnymi zmianami stanów są zmiennymi losowymi, których rozkład zależy od 
stanu z którego obiekt wychodzi. 

W rozdziale przeprowadzono analizę efektywności wprowadzania dodatkowych ob-
sług profilaktycznych po upływie x jednostek czasowych pracy obiektu technicznego. 
Sformułowano kryteria istnienia maksimum zysku na jednostkę czasu i współczynnika 
gotowości dla różnych klas rozkładów opisujących proces starzenia się obiektów technicz-
nych. Wartości funkcji celu zależą od wartości średniej czasu trwania odnowy prewencyj-
nej, czasu naprawy, macierzy prawdopodobieństw przejścia włożonego w proces semi- 
-markowski łańcucha Markowa. Problem wyznaczania optymalnego czasu odnowy profi-
laktycznej obiektu technicznego jest uogólnieniem zagadnienia badanego przez Grabskiego 
w pracy [45] i opisanego w rozdziale 3. Początkowe wyniki są zawarte w pracach [67, 70]. 

W rozprawie formułuje się kryteria istnienia maksimum zysku jednostkowego dla 
znacznie ogólniejszych założeń. Przedstawione w pracy [45] kryteria odnoszą się do klasy 
IFR rozkładów prawdopodobieństwa, natomiast kryteria sformułowane w tym rozdziale 
odnoszą się do klasy szerszej zwanej MTFR (Mean Time to Failure or Repair), zawartej 
między klasami IFRA a NBUE. Klasa MTFR zawiera niektóre rozkłady prawdopodo-
bieństwa z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. W ostatnim punkcie roz-
działu analizuje się przykłady zastosowania przedstawionej metody. 

4.2. Oznaczenia i założenia 

Założono, że proces semi-markowski X(t) ma przestrzeń stanów w postaci  
S = {1, 2, 3}. Jeśli X(t) = i, to obiekt techniczny znajduje się w stanie Si. Stan S1 jest 
stanem poprawnej pracy (użytkowania obiektu), S2 stanem naprawy (odnowy) i S3 sta-
nem obsługi profilaktycznej. Przez zi oznaczono zysk na jednostkę czasu wynikający  
z przebywania obiektu w stanie Si, i = 1, 2, 3. Przyjęto, że z1 > 0, z2 < 0, z3 < 0. Założo-
no, że chwile czasowe:  

τ0 < τ1 < τ2 < … < τn < … 

są chwilami zmian stanów, natomiast vn = τn– τn–1 dla n ≥ 1, v0 = 0 są czasami przeby-
wania obiektu technicznego w stanach.  
Proces semi-markowski zadaje się za pomocą rozkładu początkowego w postaci: 

P{X(0) = i} = pi
(0), i = 1, 2, 3 

i jądra definiowanego jako macierz:  

Q(t) = [Qij(t)], gdzie i, j = 1, 2, 3 
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gdzie: 
Qij(t) = P{X(τn+1) = j, τn+1 – τn < t | X(τn) = i}, i, j = 1, 2, 3 

Macierz: 

P = [pij = Qij(∞)], gdzie i, j = 1, 2, 3 

jest macierzą włożonego łańcucha Markowa. 
Jeśli zmienne losowe Ti, i = 1, 2, 3 oznaczają czas przebywania obiektu w stanie Si,  
i = 1, 2, 3, to mają dystrybuanty: 

Fi(t) = P{Ti < t} = P{τn+1 – τn < t | X(τn) = j} 

wówczas: 

 
3

i ij
j 1

F (t) Q (t)
=

= ∑ , i = 1, 2, 3 (1) 

Niech Tij oznacza czas przebywania obiektu w stanie Si pod warunkiem, że następnym 
stanem będzie Sj. Dystrybuantę zmiennej losowej Tij definiuje się następująco: 

  
ij

ij
ijij

Q (t)
dla p 0

pF (t)

0 w przeciwnym przypadku


>= 




 (2) 

Wiadomo, że:  
Fij(t) = P{τn+1– τn < t | X(τn+1) = j, X(τn) = i}. 

Ponadto przyjęto, że wartości średnie ETi, i = 1, 2, 3 są skończone, dodatnie i łańcuch 
Markowa X(τn), n = 1, 2,… posiada jedną ergodyczną klasę. Na podstawie tych założeń  
i pracy [56] wywnioskowano, że istnieją prawdopodobieństwa graniczne: 

Pj = 
t t
lim P{X(t) j} lim P{X(t) j | X(0) i}
→∞ →∞

= = = =  dla i = 1, 2, 3 

w postaci:  

 
*
j j

j 3 *
k k

k 1

p ET
P

p ET
=

=
∑

, (3) 

gdzie *
jp , j = 1, 2, 3 są prawdopodobieństwami granicznymi włożonego łańcucha Mar-

kowa X(τn), n = 0, 1, 2, 3, … z macierzą prawdopodobieństwa przejść P = [pij], gdzie  
pij = Qij(∞), i, j = 1, 2, 3. Prawdopodobieństwa *

jp , j = 1, 2, 3 są rozwiązaniami układu 
równań liniowych: 

3 * *
i ij j

i 1
p p p

=
=∑ , i, j = 1, 2, 3 

z warunkiem: 
3 *

i
i 1

p 1
=

=∑  
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4.3. Funkcja kryterialna w przypadku ogólnym 

Założono, że jądro Q(t) jest złożone z funkcji ciągłych. Zdefiniowano proces: 

Kj(t) = 
t

0
I{X(u) j}du=∫ , j = 1, 2, 3 

gdzie:  

I{X(u) = j} = 
1 dla X(u) j
0 dla X(u) j

=
 ≠

 

oznacza całkowity czas przebywania procesu X(t) w stanie Sj w przedziale czasowym  
< 0, t >. 
Wartość: 

L(t) = 
3

i i
i 1

z EK (t)
=
∑  

oznacza oczekiwany zysk z pracy obiektu technicznego w przedziale czasowym < 0, t >. 
Granica:  

t

L(t)L lim
t→∞

=  

jest wartością średnią zysku przypadającego na jednostkę czasu w nieskończonym 
przedziale czasowym. Wartość L jest podstawą do konstrukcji funkcji celu. Na podsta-
wie definicji procesu Kj(t) j = 1, 2, 3 otrzymano: 

j
j

t

EK (t)
lim P

t→∞
= , j = 1, 2, 3 

Stąd: 
3

i i
i 1

L z P
=

= ∑  

Zgodnie z (3) uzyskano: 

 L = 

3 *
i i i

i 1
3 *

i i
i 1

z p ET

p ET

=

=

∑

∑
 (4) 

Konstrukcja funkcji (4) jest podobna do konstrukcji funkcji celu przedstawionej w pra-
cy [45]. 
Zmienną losową T1(x), x ≥ 0 zdefiniowano następująco: 

 1 1
1

1

T , jeśli T x
T (x)

x, jeśli T x
<

=  ≥
 (5) 

Jeśli czas pobytu T1 w stanie 1 jest mniejszy niż x, to obiekt techniczny przechodzi ze stanu 
1 do stanu 2 lub 3. Jeśli T1 ≥ x, to obiekt zmienia stan z 1 na 3. Dalej rozważa się proces 
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semi-markowski z macierzą przejścia Px = [ ijp (x) ], i, j = 1, 2, 3 włożonego łańcucha Mar-
kowa. Elementy pierwszego wiersza macierzy Px zależą od x. Dla p13(x) otrzymano: 

p13(x) = P{X(τn+1) = 3 | X(τn) = 1} 
 =  P{X(τn+1) = 3 | X(τn) = 1, T1 < x} P{T1 < x | X(τn) = 1} 
 +  P{X(τn+1) = 3 | X(τn) = 1, T1 ≥ x} P{T1 ≥ x | X(τn) = 1} 
Na podstawie (5) uzyskano:  

P {X(τn+1) = 3 | X(τn) = 1, T1 ≥ x} = 1 

Wykorzystując własności prawdopodobieństwa warunkowego otrzymano: 

P{X(τn+1) = 3 | X(τn) = 1, T1 < x} 
 = P{X(τn+1) = 3 , T1 < x | X(τn) = 1}/ P{T1 < x | X(τn) = 1} = Q13(x) / F1(x) 

stąd 
p13(x) = Q13(x) + R1(x), gdzie R1(x) = 1 – F1(x) 

Wykorzystując (2): 
p13(x) = p13 F13(x) + R1(x) 

Podobnie, dla prawdopodobieństwa p12(x), otrzymano:  

p12(x) = P{X(τn+1) = 2 | X(τn) = 1}  
 = P{X(τn+1) = 2 | X(τn) = 1, T1 < x} P{T1 < x | X(τn) = 1} 
 + P{X(τn+1) = 2 | X(τn) = 1, T1 ≥ x} P{T1 ≥ x | X(τn) = 1} 

Na podstawie definicji (5) wywnioskowano, że: 

P{X(τn+1) = 2 | X(τn) = 1, T1 ≥ x} = 0 

stąd: 
P{X(τn+1) = 2 | X(τn) = 1, T1 < x} = Q12(x) / F1(x) 

i: 
p12(x) = Q12(x) = p12F12(x) 

Macierz prawdopodobieństw przejścia Px jest następująca:  

Px = 
12 12 13 13 1

21 23

31 32

0 p F (x) p F (x) R (x)
p 0 p
p p 0

+ 
 
 
  

 

Funkcję kryterialną można zapisać w postaci: 

 g(x) = 
* * *

1 1 1 2 2 2 3 3 3
* * *

1 1 2 2 3 3

ET (x)z p (x) ET z p (x) ET z p (x)
ET (x)p (x) ET p (x) ET p (x)

+ +

+ +
 (6) 

gdzie *
ip (x) , i = 1, 2, 3 są prawdopodobieństwami granicznymi łańcucha Markowa  

z macierzą prawdopodobieństw przejścia Px, ET1(x) jest wartością średnią zmiennej 
losowej T1(x). Dla wartości średniej ET1(x) można zauważyć, że: 

ET1(x) = 
x

1 1
0
dF (t) xP{T x}+ ≥∫  
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Całkując przez części otrzymano: 

 ET1(x) = 
x

1
0
R (t)dt∫  (7) 

Prawdopodobieństwa graniczne *
ip (x) , i = 1, 2, 3 spełniają układ równań liniowych: 

 
21 31

12 12 32

1 p p
p F (x) 1 p

1 1 1

− 
 − 
  

 

*
1
*
2
*
3

p (x)

p (x)

p (x)

 
 
 
 
  

 = 
0
0
1

 
 
 
  

 (8) 

Wykorzystując twierdzenie Cramera, wyznaczono rozwiązanie układu równań:  

*
1p (x) = (p21 p32 + p31) / W(x) 
*
2p (x) = (p32 + p12 p31F12(x)) / W(x) (9) 
*
3p (x)  = (1 – p21 p12 F12(x)) / W(x) 

gdzie W(x) jest wyznacznikiem głównym układu równań liniowych (8). Wykorzystując 
(9) funkcję kryterialną można zapisać jako: 

 g(x) = 1 1 1 12 1

1 12

Az ET (x) B F (x) C
AET (x) B F (x) C

+ +
+ +

 (10) 

gdzie współczynniki A, B, B1, C, C1 można zapisać w postaci: 

A = p21 p32 + p31 
B1 = p12 (z2 ET2 p31 – z3 ET3 p21) 
B = p12 (ET2 p31 – ET3 p21) 
C1 = z2 ET2 p32 + z3 ET3  
C = ET2 p32 + ET3 

Pochodną pierwszego rzędu funkcji kryterialnej (10) względem x zapisano w postaci: 

 g’(x) = 12 1 12 1 1 122
1 { (f (x)ET (x) F (x)R (x)) R (x) f (x)}

M (x)
α − +β + γ  (11) 

gdzie F1(x), F12(x) są dystrybuantami zmiennych losowych T1 i T12, f1(x), f12(x) są gę-
stościami prawdopodobieństwa zmiennych losowych T1 i T12, M(x) jest mianownikiem 
wyrażenia (10). Współczynniki α , β i γ zdefiniowano następująco: 

α = A p12 [ET2 p31 (z2 – z1) + ET3 p21 (z1 – z3)] 
β = A [ET2 p32 (z1 – z2) + ET2 (z1 – z3)] (12) 
γ = A ET2 ET3 (z2 – z1) 

Jeśli ET2 p31 ≥ ET3 p32, to dla pochodnej pierwszego rzędu funkcji M(x) otrzymano: 

M’(x) = A R1(x) + B f12(x) ≥ 0 dla x ≥0 

Z powyższego wynika, że M(x) jest niemalejąca i:  
M(x) ≥ M(0) = C > 0 
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stąd:  
M(x) > 0 dla x ≥ 0 

W dalszych rozważaniach założono, że: 

z1 > 0, z2 < 0, z3 < 0 

 z2 < z3 (13) 

ET2 p31 ≥ ET3 p32 

Z założeń tych wywnioskowano, że: 

 α < 0, β > 0, γ < 0 (14) 

4.4. Warunki istnienia maksimum funkcji kryterialnej 

W celu sformułowania warunków istnienia maksimum funkcji kryterialnej g(x) 
zdefiniowano funkcję: 

r12(x) = f12(x) ET1(x) – F12(x)R1(x) 
 
Lemat 1.  
Warunek r12 (x) = 0 dla x ≥ 0 jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy:  

F12(x) = ET1(x) / ET1 

Zmienna losowa T12 ma taki sam rozkład jak zmienna losowa z dystrybuantą:  

ET1(x) / ET1 

Dowód. Warunek 
r12(x) = 0 dla x ≥ 0 

jest równoważny warunkowi: 

12 1

12 1

f (x) R (x)
F (x) ET (x)

=  dla x takich, że F12(x) > 0 i ET1(x) > 0. 

Całkując obustronnie otrzymano: 

F12(x) = C2ET1(x), 

gdzie C2 jest stałą. 
Z powyższej równości i z tego, że: 

1 1
x
lim ET (x) ET
→∞

=  

uzyskano C2 = 1 / ET1, co kończy dowód lematu 1.  
 
Rozkład z dystrybuantą ET1(x) / ET1 nazywa się rozkładem równoważnym [35, 41]. 
Odgrywa on bardzo ważną rolę w teorii odnowy. 
 
 
 



 

 

58 

Lemat 2.  
Jeśli spełniony jest warunek: 

r12(x) = 0 dla x ≥ 0 

to pierwsza pochodna g’(x) nie zmienia znaku dla x ≥ 0. 
Dowód. Jeśli: 

r12(x) = 0 

to z (11) otrzymuje się: 

g’(x) = 1 12
2

1

R (x) f (x)
R (x)M (x)

 γ
β + 
 

 

Na podstawie Lematu 1 otrzymano: 

g’(x) = 1
2

1

R (x)
M (x) ET

 γ β + 
  

 

Z ostatniego wzoru wywnioskowano, że pochodna g’(x) nie zmienia znaku.  
 
Z lematu 2 wynika, że jeśli spełniony jest warunek r12(x) = 0, to funkcja kryterialna g(x) 
nie osiąga maksimum. 
W dalszej analizie warunków istnienia maksimum funkcji g(x) badano funkcję:  

h12(x) = α s12(x) + β + γ λ12(x) 

gdzie: 
s12(x) = ET1(x) λ12(x) – F12(x) 

λ12(x) = 12

1

f (x)
R (x)

  

 
Lemat 3.  
Jeśli λ12(x) jest niemalejąca, to s12(x) jest niemalejąca. Jeśli λ12(x) jest nierosnąca, to 
s12(x) jest nierosnąca. 
Dowód. Rozważając różnicę:  

s12(x + y ) – s12(x) dla x, y ≥ 0 

otrzymano: 

s12(x + y ) – s12(x) = ET1(x) [λ12(x + y) – λ12(x)] + λ12(x + y)ET1(x + y) – F12(x + y) + 
 – [λ12(x + y) ET1(x) – F12(x)] (15) 

Przyjmując oznaczenia:  

s(t) = λ12(x + y) ET1(x + t) – F12(x + t), gdzie 0 ≤ t ≤ y 

dla pierwszej pochodnej otrzymano: 

s’(t) = λ12(x + y)R1(x + t) – f12(x + t ) = λ12(x + y)R1(x + t) – λ12(x + t)R1(x + t) = 
 = [λ12( x + y) – λ12(x + t)]R1(x + t)  
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Jeśli 0 ≤ t ≤ y, to dla λ12(x) niemalejącej mamy: 
s’(t) ≥ 0 i s(t) ≥ s(0) 

Jeśli λ12(x) jest niemalejąca, to z powyższego i z (15) otrzymano: 
s12(x + y) – s12(x) ≥ 0. 

Jeśli λ12(x) jest nierosnąca, to dowód jest analogiczny.  
 
Lemat 4.  
Jeśli λ12(x) jest nierosnąca, to h12(x) jest niemalejąca i jeśli λ12(x) jest niemalejąca, to 
h12(x) jest nierosnąca. 
Dowód. Rozważając różnicę:  

h12(x + y) – h12(x) for (x, y ≥ 0) 
otrzymano: 

h12(x + y) – h12(x) = α [s12(x + y ) – s12(x)] + γ [λ12(x + y) – λ12(x)] 
Z nierówności (14) i z lematu 3 można wnioskować, że:  

α [s12(x + y) – s12(x)] ≤ 0 and γ [λ12(x + y) – λ12(x)] ≤ 0 
stąd:  

h12(x + y) – h12(x) ≤ 0 

Dowód przypadku, gdy λ12(x) jest niemalejąca, jest analogiczny.  
 
W naszych dalszych rozważaniach, zostaną rozpatrzone trzy przypadki dla funkcji 
λ12(x), mianowicie:  
a) funkcja λ12(x) jest niemalejąca do +∞, 
b) funkcja λ12(x) jest niemalejąca i 12 12t

lim (x)
→∞

λ = λ , 

c) funkcja λ12(x) jest jednomodalna i 12 12
t
lim (x)
→∞

λ = λ . 

Poniżej formułuje się warunki, przy których spełnieniu funkcja kryterialna g(x) osiąga 
maksimum. 
 
Twierdzenie 1.  
Jeśli funkcja λ12(x) jest ciągła i niemalejąca do +∞ oraz spełnione są założenia (13)  
i β + γ f12(0+) > 0, to istnieje punkt x0 taki, że g(x0) jest maksymalną wartością g(x). 
Dowód. Na podstawie lematu 4 funkcja h12(x) jest nierosnąca i z określenia h12(x) 
otrzymano: 

h12(0+) = β + γf12(0+) > 0, h12(∞) = – ∞, 

co kończy dowód.  
 
Twierdzenie 2.  
Jeśli funkcja λ12(x) jest ciągła i niemalejąca do λ12, założenia (13) są spełnione  
i β + γ f12(0+) > 0 oraz: 

12
1ET

α −β
λ >

α + γ
 

to istnieje dokładnie jeden punkt x0 taki, że g(x0) jest maksymalną wartością g(x). 
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Dowód. Na podstawie Lematu 4 funkcja h12(x) jest nierosnąca, stąd:  

h(0+) = β + γ f12(0+) > 0, h(∞) = α (ET1λ12 – 1) + β + γλ12 < 0 

co kończy dowód twierdzenia.  
 
Definicja 1.  
Funkcja intensywności uszkodzeń λ(x) jest jednomodalna, jeśli istnieje punkt x0 taki, że 
λ(x) jest rosnąca dla x < x0 i malejąca dla x > x0. 
 
Twierdzenie 3.  
Jeśli funkcja λ12(x) jest ciągła i unimodalna z punktem x1, w którym osiąga maksimum, 
β + γ f(0+) > 0 i h12(x1) < 0, to istnieje lokalne maksimum funkcji celu g(x). Jeśli założy 
się dodatkowo, że: 

12 1 12 12
x
lim h (x) (ET 1) ) 0
→∞

= α λ − +β+ γλ <  

gdzie:  
12 12x

lim (x)
→∞

λ = λ  

to istnieje globalne maksimum funkcji g(x). 
Dowód. Jeśli λ12(x) jest ciągła i jednomodalna, to 12x

lim (x)
→∞

λ istnieje. Na podstawie 

lematu 4 wywnioskowano, że funkcja h12(x) jest nierosnąca. Z tego, że: 

h12(0) = β + γf12(0+) > 0 to h12(x1) < 0 

wynika, że istnieje x2 takie, że h12(x2) = 0 i w punkcie x2 funkcja h12(x) osiąga lokalne 
maksimum. Jeśli h12(∞) > 0, to na podstawie lematu 4 dla x > x1 funkcja h12(x) jest niema-
lejąca. Wynika stąd, że w przypadku, gdy 12h ( )∞ > 0 istnieje lokalne maksimum i lokalne 
minimum funkcji g(x). Jeśli 12h ( )∞ ≤ 0, to g(x) osiąga dokładnie jedno maksimum.  

4.5. Przypadek szczególny funkcji kryterialnej 

W tym podrozdziale rozważa się szczególny przypadek procesu semi-markowskiego 
X(t) zakładając, że:  
 F12(x) = F1(x) (16) 
Z (1) i (2) wynika, że: 

F1(x) = p12 F1(x) + p13 F13(x) 

oraz 
 F13(x) = F1(x) (17) 
Pierwszą pochodną funkcji kryterialnej g(x) można zapisać w postaci: 

 1 12
1g'(x) { r(x) R (x) f (x)}

M (x)
= α +β + γ  (18) 

gdzie:  
r(x) = f1(x)ET1(x) – F1(x)R1(x) 
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Jeśli: 
z1 = 1, z2 = 0, z3 = 0, 

to g(x) jest granicznym współczynnikiem gotowości. Wiadomo, że r(x) = 0 dla x ≥ 0 wtedy 
i tylko wtedy, gdy zmienna losowa T1 ma rozkład wykładniczy [67]. Na podstawie (18) 
wywnioskowano, że klasa dystrybuant, dla których r(x) ≥ 0, jest bardzo ważna podczas 
formułowania warunków istnienia maksimum funkcji kryterialnej. Jeśli r’(x) ≤ 0 dla x ≥ 0, 
to współczynnik gotowości g(x) jest funkcją niemalejącą dla x ≥ 0 i nie istnieje maksi-
mum g(x). Jeśli r’(x) ≥ 0 dla x ≥ 0, to znak pochodnej g’(x) może się zmieniać z dodat-
niego na ujemny. Z powyższego wynika, że warunek r(x) ≥ 0 dla x ≥ 0 jest warunkiem 
koniecznym istnienia maksimum dla współczynnika gotowości w szczególnym przy-
padku określonym przez równość (16). 

Niech MTFR (Mean Time to Failure or Repair) będzie zbiorem absolutnie cią-
głych zmiennych losowych takich, że r(x) ≥ 0 dla x ≥ 0. Klasa MTFR będzie badana  
w rozdziale 7 pracy. Do klasy MTFR należą niektóre czasy życia posiadające jednomodal-
ną funkcję intensywności uszkodzeń. Kryterium przynależności do klasy MTFR zmiennej 
losowej T1 z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń ujmuje poniższy wniosek.  
 
Wniosek 1.  
Jeśli:  

λ(x) = f(x) / R(x) 
jest jednomodalna, to T1∈MTFR wtedy i tylko wtedy, gdy:  

λ ET1 – 1 ≥ 0, gdzie 
x
lim (x)
→∞

λ = λ  

Dowód. Podstawiając w lemacie 3:  
s1(x) = λ1(x) ET1(x) – F1(x) 

otrzymano s1(0) = 0 i: 

1
x
lim s (x)
→∞

=  λ ET1 – 1 

Na podstawie lematu 1 wywnioskowano, że jeśli λ(x) jest unimodalna, to s1(x) jest 
także unimodalna. Stąd s1(x) ≥ 0 dla x ≥ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy λ ET1 – 1 ≥ 0.  

4.6. Porównanie przypadków ogólnego i szczególnego 

W przypadku ogólnym warunek r(x) ≥ 0 dla x ≥ 0 nie jest warunkiem koniecznym 
na to, aby współczynnik gotowości osiągał wartość maksymalną. 
Założono, że zmienne losowe T12 i T13 mają różne rozkłady wykładnicze z parametrami 
λ12 i λ13, gdzie λ12 ≠ λ13. Na podstawie (1) i (2) otrzymano:  
 R1(x) = p12R12(x) + p13R13(x) (19) 
gdzie:  

R12(x) = x12e−λ , R13(x) = x13e−λ  
Dla λ12(x) uzyskano: 

 λ12(x) = 
x12

12 12
xx 13121 12 13

f (x) e
R (x) p e p e

−λ

−λ−λ
λ

=
+

 (20) 
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Ze wzoru (20) wynika, że jeśli λ12 > λ13, to λ12(x) jest malejąca. W przeciwnym przy-
padku, jeśli λ12 < λ13, to λ12(x) jest rosnąca od λ12(0) = λ12 do λ12(∞) = λ12 / p12. 
Dla h12(x) otrzymano h12(0) = β + γ λ12 oraz:  

 h12(∞) = α (ET1 λ12 / p12 – 1) + β + γ λ12 / p12  

Ze wzoru (19) wynika, że: 

ET1 = 1312

12 13

pp
+

λ λ
 

stąd: 

 h12(∞) = 13 12 12

12 13 12

p
p p

λ λ
α +β+ γ

λ
  

Jeśli h12(0) = β + γ λ12 > 0 i h12(∞) < 0, to funkcja kryterialna g(x) ma dokładnie jedno 
maksimum. Zmienna losowa T1 jest mieszaniną zmiennych T12 i T13. Wiadomo, że  
λ1(t) = f1(t)/R1(t) jest malejąca dla mieszaniny dwóch różnych rozkładów wykładni-
czych [12]. Na podstawie prac [9, 65, 67] wiadomo, że dla klasy dystrybuant z rosnącą 
funkcją intensywności uszkodzeń (IFR) spełniona jest relacja:  

IFR ⊂ MTFR 

Zatem można wnioskować, że T1 ∉  MTFR. Ostatnia relacja przeczy temu, że T1 ∈  MTFR 
i jest warunkiem koniecznym istnienia maksimum granicznego współczynnika gotowo-
ści dla ogólnego przypadku funkcji kryterialnej. 

4.7. Przykłady numeryczne 

W rozważanych niżej przykładach przyjęto macierz P prawdopodobieństw przej-
ścia dla włożonego łańcucha Markowa w postaci: 

P = 
0 0.8 0.2

0.2 0 0.8
0.9 0.1 0

 
 
 
  

 

Wartości średnie zmiennych losowych T2 i T3 są następujące: ET2 = 0.2 i ET3 = 0.05, 
natomiast zyski na jednostkę czasu z1 = 1, z2 = – 1, z3 = – 0.02. 
 
Przykład 4.1. Założono, że zmienne losowe T12 i T13 mają taki sam rozkład gamma  
z parametrami a i b. Zmienna losowa T1 = p12T12 + p13T13 ma identyczny rozkład jak T12 
i T13. Przyjęto, że dla parametru kształtu (formy) zachodzi a > 1. Wiadomo, że w tym 
przypadku funkcja intensywności uszkodzeń λ1(t) jest rosnąca do b. Na podstawie 
wniosku 4 stwierdzono, że warunek istnienia maksimum funkcji zysku na jednostkę 
czasu ma postać: 

a(a – 1) + β + γ b > 0 

Dla granicznego współczynnika gotowości warunek ten można zapisać:  

α(a – 1) + β > 0. 
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Z powyższych nierówności wynika, że jeśli współczynnik gotowości osiąga maksimum, 
to zysk na jednostkę czasu także osiąga wartość maksymalną. Na rysunku 4.1 przedsta-
wiono wykresy funkcji zysku na jednostkę czasu w zależności od długości przedziału 
wymian profilaktycznych. Każda z analizowanych realizacji funkcji kryterialnych osią-
ga jednoznaczne maksimum. Podstawiając z1 = 1, z2 = 0, z3 = 0 otrzymano graniczny 
współczynnik gotowości dla b = 4, p∈{8, 10, 12}. Wykresy funkcji współczynnika goto-
wości w zależności od długości przedziału do wymiany przedstawiono na rysunku 4.2.  
 

 
Rys. 4.1. Wykres funkcji zysku na jednostkę czasu g(x) dla rozkładu gamma 

 

 
Rys. 4.2. Wykres współczynnika gotowości wsp(x) dla przykładu 4.1 

 



 

 

64 

W przykładzie 4.2 wykorzystany będzie odwrócony rozkład normalny (inverse- 
-Gaussian). Niech IG(m, a) oznacza odwrócony rozkład normalny z parametrami m > 0, 
a > 0, z gęstością prawdopodobieństwa w postaci: 

f(x) = 
3 2
2

2
a a(x m)x exp( )

2 2 m x

− −
−

π
 dla x > 0 

Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) rośnie od 0 w chwili t = 0 i maleje do niezerowej 
wartości a/(2 m2) [30, 31]. Na podstawie wniosku 6, dla zmiennej losowej o rozkładzie 
IG(m, a) otrzymano poniższy wniosek.  
 
Wniosek 7.  
T ∈MTFR wtedy i tylko wtedy, gdy a ≥ 2 m. 
 
Przykład 4.2. Założono, że zmienne losowe T12 i T13 mają dystrybuanty: 

F12(x) = Q12(x)/p12, F13(x) = Q13(x)/p13 

Z elementarnych własności procesu semi-markowskiego wiadomo, że:  

F1(x) = p12F12(x) + p13F13(x) 

W przykładzie 4.2 przyjęto, że zmienna losowa T12 ma odwrócony rozkład normalny  
i zmienna losowa T13 ma rozkład wykładniczy z funkcją niezawodności R13(x) = exp(–λ13x) 
dla x ≥ 0. Wniosek 5 zawiera założenie, że funkcja u12(x) = f12(x)/R1(x) jest unimodalna. 
Pochodną pierwszego rzędu u’12(x) można zapisać w postaci: 

u’12(x) = 2
1

1
R (x)

{[f ’12(x)R12(x) + f 212(x)]p12 + [f ’12(x)R13(x) + f12(x)f13(x)]p13} 

Jeśli funkcja u’12(x) osiąga maksimum w punkcie x = x0, to: 

 f ’12(x0)R12(x0) + f 212(x0) = 0 (21) 

Parametr λ13 dobiera się tak, aby: 

 f ’12(x0)R13(x0) + f 12(x) f13(x0) = 0 (22) 

Porównując (21) i (22) otrzymano: 

 λ12(x0) = 12 0

12 0

f (x )
R (x )

= λ13  (23) 

Funkcja u12(x) przy założeniu (23) jest jednomodalna. Na rysunku 4.3 przedstawiono 
wykres funkcji g(x) dla parametrów:  

m = 0, a ∈{5, 10, 20, 40}, 

ET2 = 0.2, ET3 = 0.05, 

z1 = 1, z2 = –1, z3 = – 0.02, 

natomiast na rysunku 4.4 – współczynnik gotowości dla tych samych parametrów. 
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Rys. 4.3. Wykres funkcji zysku na jednostkę czasu g(x) dla przykładu 4.2 
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Rys. 4.4. Wykres współczynnika gotowości wsp(x) dla przykładu 4.2 

 
Przykład 4.3. Założono, że zmienna losowa T12 ma rozkład wykładniczy z parametrem 
λ12 i zmienna losowa T13 ma rozkład z liniową i rosnącą funkcją intensywności uszko-
dzeń w postaci: 

λ2(t) = a t + b 

gdzie a > 0 i b ≥ 0. Funkcja niezawodności odpowiadająca funkcji λ2(t) ma postać: 

R2(t) = exp 21( at bt)
2

− −  dla t ≥ 0 

Jest to szczególny przypadek zmiennej losowej o rozkładzie Gurwicza [52, 91]. Wia-
domo, że przy pewnych założeniach dotyczących λ12, p, a i b, zmienna losowa  
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T1 = p12T12 + p13T13 ma rozkład z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Na 
rysunku 4.5 przedstawiono wykresy zysku na jednostkę czasu dla parametrów: 

λ1 = 0.5, 
p = 0.1, 
b = 1.0, 

a ∈{1, 2, 3}, 
ET2 = 0.2, ET3 = 0.05, 

z1 = 4, z2 = – 1, z3 = – 0.02. 
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Rys. 4.5. Zysk na jednostkę czasu g(x) dla przykładu 4.3 

 
Analizowane realizacje zysku na jednostkę czasu posiadają jednoznaczne maksimum. 
Na rysunku 4.6 przedstawiono wykresy przebiegu współczynnika gotowości dla tych 
samych parametrów. 
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Rys. 4.6. Współczynnik gotowości wsp(x) dla przykładu 4.3 
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Przykład 4.4. Założono, że zmienne losowe T12 i T13 mają taki sam rozkład Weibulla  
z funkcją niezawodności R(x) = exp(–axb) dla x ≥ 0. Zmienna losowa T1 ma taki sam 
rozkład jak zmienne losowe T12 i T13. Na rysunku 4.7 pokazano przebieg wartości zysku 
jednostkowego dla wartości parametrów: 

ET2 = 0.2, ET3 = 0.05, 

z1 = 4, z2 = – 1, z3 = – 0.02, 

b = 1, a∈{2, 2.5, 3}. 
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Rys. 4.7. Zysk na jednostkę czasu dla rozkładu Weibulla 

 
Dla współczynnika gotowości przyjęto b = 5. Na rysunku 4.8 przedstawiono przebieg 
zmienności dla współczynnika gotowości przy a∈{2, 2.5, 3}. 
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Rys. 4.8. Współczynnik gotowości wsp(x) dla rozkładu Weibulla 
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Przykład 4.5. W tym przykładzie pokażemy pewną modyfikację funkcji intensywności 
uszkodzeń zaproponowaną przez Dhilon [38] i ponownie opublikowaną w pracy  
Avindav [5]. Funkcja λ(t) zaproponowana w wyżej cytowanych pracach posiada nastę-
pującą własność: 

λ(∞) = 0. 

Wiadomo, że jeśli λ(∞) = 0, to funkcja kryterialna g(x) nie osiąga maksimum. W tym 
przykładzie proponuje się modyfikację funkcji z prac [5, 38] w postaci: 

 dbln(x b)(x) d
(x b)ln(b)

+
λ = −

+
, gdzie b, d > 0 (24) 

Dla tej funkcji łatwo sprawdzić, że: 

λ(0) = 0, λ(∞) = d 

oraz 

x 0

bmax (x) (e b) d(1 )
alnb≥

λ = λ − = −  dla 0 < b < 1 

Dla funkcji niezawodności R(x) = exp(– Λ(x)), 
 
gdzie: 

Λ(x) = dx – 2 2db (ln (x b) ln (b))
2lnb

+ −  

Niech: 

2 2db(x) (ln (x b) ln (b))
2lnb

ω = + −  dla b∈ (0, 1) 

Funkcja ω(x) posiada minimum w punkcie x = 1 – b i:  

ω(1 – b) = db ln(b)/2 < 0. 

Można sprawdzić, że: 
(x) d
x

Λ
=  dla x = 1 b

b
−  

oraz 

x

(x)lim d.
x→∞

Λ
=  

Na podstawie powyższego wnioskuje się, że T∉ IFRA, ponieważ funkcja Λ(x) /x nie 
jest niemalejąca. Można zatem znaleźć takie wartości parametrów b i d , że T∈MTFR. 
W tym przykładzie założono, że d = 4. Inny przykład zmiennej losowej T spełniającej 
warunki T∉ IFRA i T∈MTFR podano w [65]. Zmienna analizowana w pracy [65] jest 
typu skokowego, natomiast zmienna omawiana w tym przykładzie jest zmienną abso-
lutnie ciągłą. W przykładzie założono, że zmienne losowe T12 i T13 mają taki sam roz-
kład z funkcją intensywności uszkodzeń daną wzorem (24). Na rysunku 4.9 pokazano 
trzy funkcje intensywności uszkodzeń λ(t) przy d = 4 i b∈{0.82, 0.86, 0.90}. Dla  
b = 0.82 otrzymano ET d > 1, stąd T∈MTFR, natomiast dla b = 0.86 i b = 0.90 zacho-
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dzi ET d < 1, stąd T∉MTFR. Na rysunku 4.10 przedstawiono odpowiednie wykresy 
funkcji g(x) zysku na jednostkę czasu, a na rysunku 4.11 współczynniki zmienności. 
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Rys. 4.9. Funkcje intensywności uszkodzeń wyrażone wzorem (24) 
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Rys. 4.10. Zysk na jednostkę czasu g(x) dla przykładu 4.5 
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Rys. 4.11. Współczynnik gotowości wsp(x) dla przykładu 4.5 
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5. Model n-stanowy 

5.1. Oznaczenia i założenia 

Wiele systemów eksploatacji wymaga modelowania procesu eksploatacji za pomocą 
procesu stochastycznego o więcej niż trzech stanach. W rozdziale tym przeanalizowano 
możliwości uogólnień modelu 3-stanowego na przypadek modelu n-stanowego. Pierwsze 
takie próby podjęto w pracy [70]. Założono, że modelem procesu eksploatacji obiektów 
technicznych jest proces stochastyczny X(t) o przestrzeni stanów S = {S1, S2, ..., Sk}. Jeśli 
X(t) = i, gdzie 1 ≤ i ≤ k, to oznacza, że w chwili t analizowany obiekt techniczny znaj-
duje się w stanie Si. Podobnie jak w rozdziale 4 założono, że S1 jest stanem użytkowa-
nia obiektu technicznego, S2 stanem odnowy (naprawy), Sk oznacza odnowę uprzedza-
jącą, S3, S5, ..., Sk–1 są pozostałymi stanami przestrzeni stanów S. Przez zi, i = 1, 2, ..., k 
oznaczono zyski (straty) przypadające na jednostkę czasu, wynikające z przebywania 
obiektu technicznego w stanie Si. Przyjęto się, że z1 > 0, zi ≤ 0, dla i = 2, 3, ..., k. Czasy 
przebywania w stanach oznaczane są przez Ti, i = 1, 2, …, k i mają dystrybuanty Fi(x). 
Dodatkowo założono, że zmienna losowa T1 ma gęstość prawdopodobieństwa f1(x). 
Podobnie jak poprzednio funkcja kryterialna wyznacza zysk przypadający na jednostkę 
czasu analizowany w dostatecznie długim przedziale czasowym. Funkcja kryterialna 
zależy od elementów macierzy przejścia P włożonego łańcucha Markowa, rozkładu 
zmiennej losowej T1 oraz wartości średnich ETi, i = 2, 3, …, k. W dalszej analizie uży-
wa się zmiennej losowej T1(x) określonej wzorem (7) w podrozdziale 4.3. Wprowadze-
nie do modelu skracania pracy elementu (obiektu) czasu przebywania w stanie S1 pro-
wadzi, tak jak poprzednio, do zmiany pierwszego wiersza macierzy P. Jeśli obiekt tech-
niczny przebywał w stanie S1 i czas przebywania przekroczył x, to obiekt przechodzi do 
stanu obsługi profilaktycznej Sk. W przypadku, gdy T1 < x, to obiekt techniczny prze-
chodzi do jednego ze stanów S2, S3, ..., Sk–1 zgodnie z rozkładem prawdopodobieństwa 
reprezentowanym przez elementy pierwszego wiersza macierzy Px. Podobnie jak po-
przednio elementy pierwszego wiersza macierzy Px oznaczono przez p1j(x), j = 1, 2, …, k. 
Na podstawie rozważań z podrozdziału 4.3 można zapisać: 

 p1k(x) = p1k F1k+ R1(x) (1) 

oraz: 

 p1i(x) = p1i F1i(x) dla i = 2, 3, …, k – 1 (2) 

Można sprawdzić, że dla prawdopodobieństw p1i(x) prawdziwe są następujące wnioski: 

k
1i

i 1
p (x) 1

=
=∑  

p1k(x) ≥ p1k 

p1i(x) ≤ p1i dla i = 1, 2, ..., k – 1 

W celu wyznaczenia prawdopodobieństw granicznych pi
*(x) dla i = 1, 2, ..., k two-

rzy się układ równań liniowych w postaci: 
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21 31 k 1,1 k1

12 32 k 1,2 k2

13 23 k 1,3 k3

1,k 1 2,k 1 3,k 1 k,k 1

1 p p ... p p
p (x) 1 p ... p p
p (x) p 1 ... p p

... ... ... ... ... ...
p (x) p p ... 1 p

1 1 1 ... 1 1

−

−

−

− − − −

− 
 − 
 −
 
 
 −
 
  

*
1
*
2
*
3

*
k 1
*
k

p (x)

p (x)

p (x)
...

p (x)

p (x)
−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

= 

0
0
0
...
0
1

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (3) 

Przyjęto oznaczenia: 
A – macierz układu równań (3), 
p* – kolumna prawdopodobieństw granicznych, 
u – kolumna wyrazów wolnych. 

Układ równań liniowych (3) można zapisać następująco: 

Ap* = u. 

Funkcję kryterialną g(x) wyrażająca zysk na jednostkę czasu można zapisać w postaci: 

 

k* *
1 1 1 j j j

j 2
k* *

1 1 j j
j 2

p (x)z ET (x) p (x)z ET
g(x)

p (x)ET (x) p (x)ET

=

=

+ ∑
=

+ ∑
 (4) 

gdzie ET1(x) wyraża się wzorem (7) z podrozdziału 4.3. 

Podstawowym celem rozważań zawartych w rozdziale 5 jest zbadanie własności funkcji 
kryterialnej (4) i sformułowanie warunków istnienia maksimum funkcji g(x) dla róż-
nych rozkładów zmiennej losowej T1. 

5.2. Własności funkcji kryterialnej 

W celu wyznaczenia prawdopodobieństw granicznych pj
*(x), j = 1, 2, ..., k analizu-

je się rozwinięcie wyznacznika macierzy A według elementów k-tego wiersza 

 det(A) = 
k k j

kj
j 1

( 1) | A |+

=
−∑  (5) 

gdzie |Akj| jest minorem powstałym w wyniku skreślenia k-tego wiersza i j-tej kolumny 
w wyznaczniku det(A). Na podstawie analizy rozwinięcia (5) możliwe jest sformułowa-
nie następujących wniosków: 
 
Wniosek 1. Rozwiązanie układu równań liniowych (3) można zapisać w postaci: 

 
k j

kj*
j

( 1) | A |
p (x)

det(A)

+−
= , gdzie j = 1, 2, ..., k (6) 
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Wniosek 2. Wszystkie dopełnienia algebraiczne (–1)k+j|Akj | dla j = 1, 2, ..., k mają taki 
sam znak. 

Wniosek 3. Dopełnienie algebraiczne (–1)k+1| Ak1 | nie zależy od x. 
Wniosek 4. Rozwiązanie pj

*(x) dane wzorem (6) jest dla j = 2, 3, …, k ilorazem funkcji 
liniowych w zależności od F1i(x), gdzie i = 2, 3, …, k.  

Wniosek 5. Znak wyznacznika |Akk| jest taki sam jak znak wyrażenia (–1)k–1, co można 
zapisać: 

sign (| Akk |) = (–1)k–1 

Jako uzasadnienie tego wniosku trzeba zauważyć, że przekątna wyznacznika |Akk| jest 
złożona z liczb –1, natomiast pozostałe elementy są z przedziału <0,1> [13]. 
 
Wniosek 6. Dla wyznacznika det(A) prawdziwa jest równość:  

sign (det(A)) = (–1)k–1 

Powyższa teza wynika z wniosku 5 i z wniosku 1 przy j = k.  
Podobnie dowodzi się, że  
 
Wniosek 7. 

sign (| Akj |) = (–1)j–1, dla j = 1, 2, …, k – 1. 
 

Wniosek 8. Wartości funkcji kryterialnej g(x) danej wzorem (4) nie zmieniają się, jeśli 
zamiast prawdopodobieństw granicznych pj

*(x) do funkcji kryterialnej zo-
staną wstawione funkcje uj(x) określone następująco: 

 k j
j kju (x) ( 1) | A | sign(| A |)+= −  dla j = 1, 2, …, k (7) 

Na podstawie wniosków 6 i 7 można napisać: 

 j 1
j kju (x) ( 1) | A |−= −  (8)  

jsign(u (x)) 1=  dla j = 1, 2, …, k. 

Dla funkcji uj(x), j = 1, 2, …, k można sformułować wniosek: 
 
Wniosek 9. Funkcja u1(x) nie zależy od x. Funkcje uj(x) dla j = 2, 3, …, k zależą linio-

wo od dystrybuant F1i(x) dla i = 1, 2, …, k. 
 
W dalszych rozważaniach wykorzystano możliwość przedstawienia funkcji uj(x) jako 
funkcji liniowej dystrybuant F1i(x), gdzie i = 2, 3, …, k. Można to uzyskać przez rozwi-
nięcie minora |Akj| według elementów pierwszej kolumny. Minor otrzymany z wy-
znacznika |Akj| przez skreślenie i-tego wiersza oraz pierwszej kolumny oznacza się 
przez |A(k,j) (i,1)|. Rozwijając minor |Akj| według elementów pierwszego wiersza  
i uwzględniając (8) otrzymano: 

  uj(x) 
k 1j j 1 i 1

(k,j)(1,1) 1i 1i (k,j)(i,1)
i 2

( 1) | A | ( 1) F (x)p ( 1) | A |
−− +

=
= − + − −∑  (9) 

gdzie j = 2, 3, …, k. 
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Dla j = 1 uzyskano:  

 u1(x) = |Ak1| (10) 

Po wprowadzeniu oznaczeń: 

 βij = (–1)i+jp1i |A(k ,j) (i ,1)|, dla i = 2, 3, …, k, j = 2, 3, …, k (11)  

β1j = (–1)j |A(k , j) (1 ,1)|, dla j = 2, 3, …, k 
 
Funkcję uj(x) dla j = 2, 3, …, k można przedstawić następująco: 

 uj(x) = β1j + 
k 1

1i ij
i 2

F (x)
−

=
β∑  (12) 

Przez L(x) i M(x) oznaczono licznik i mianownik funkcji kryterialnej (4). Uwzględnia-
jąc równości (11) i (12) dla licznika funkcji kryterialnej otrzymano: 

L(x) = 1u (x) z1 ET1(x) + 
k k 1

j j 1j ij 1
j 2 i 2

z ET { F (x)}
−

= =
β + β∑ ∑ = 

 = 1u (x) z1ET1(x) +
k k 1

j j ij 1i
j 2 i 2

z ET F (x)
−

= =
β∑ ∑ + 

k
j j 1j

j 2
ET z

=
β∑  

(13)

 

Wprowadzając oznaczenia: 
A1 = 1u (x)  

 Dj (x) = 
k 1

ij 1i
i 2

F (x)
−

=
β∑ , dla j = 2, 3, …, k (14) 

C1 = 
k

j j 1j
j 2

z ET
=

β∑  

funkcję L(x) można zapisać następująco: 

 L(x) = A1z1 ET1(x) +
k

j j j
j 2

z ET D (x)
=
∑ + C1 (15) 

Analogicznie dla mianownika M(x) funkcji kryterialnej g(x) uzyskano: 

 M(x) = 1u (x) ET1 (x) + 
k k 1

j 1i ij
j 2 i 2

ET F (x)
−

= =
β∑ ∑ +

k
j 1j

j 2
ET .

=
β∑  (16)  

Wprowadzając oznaczenie: 

 C = 
k

j 1j
j 2

ET
=

β∑  (17) 

funkcja M(x) ma postać: 

 M(x) = A1 ET1(x) +
k

j j
j 2

ET D (x)
=
∑  + C (18) 
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Uwzględniając (13) i (15) funkcję kryterialną g(x) można zapisać w postaci: 

 g(x) = 

k
1 1 1 j j j 1

j 2
k

1 1 j j
j 2

A z ET (x) z ET D (x) C
L(x)
M(x) A ET (x) ET D (x) C

=

=

+ +∑
=

+ +∑
 (19) 

Postać funkcji kryterialnej wyrażona wzorem (19) jest podobna do postaci funkcji kry-
terialnej dla modelu 3-stanowego opisanej wzorem (10) w rozdziale 4.  

5.3. Przypadek szczególny 

W podrozdziale rozważa się szczególny przypadek funkcji kryterialnej g(x), gdy 
zachodzi: 

 F1i(x) = F1(x) dla i = 2, 3, …, k (20) 

Przy założeniu (20) zachodzi: 

L(x) = A1z1 ET1(x) + F1(x) B1 + C1 

M(x) = A1 ET1(x) + F1(x) B + C 

gdzie:  

 B1= 
k k 1

j j ij
j 2 i 2

z ET
−

= =
β∑ ∑  (21) 

B = 
k k 2

j ij
j 2 i 2

ET
−

= =
β∑ ∑  

Funkcja kryterialna dla przypadku szczególnego ma postać: 

 g(x) = 1 1 1 1 1 1

1 1 1

A z ET (x) B F (x) C
A ET (x) BF (x) C

+ +
+ +

 (22) 

Funkcja kryterialna g(x) dana wzorem (22) jest identyczna z funkcją kryterialną g(x) 
opisaną wzorem (10) w rozdziale 4 przy założeniu, że F12(x) = F1(x). 
Podstawą do sformułowania kryteriów istnienia maksimum funkcji kryterialnej g(x) jest 
pochodna g’(x). W celu wyznaczenia pochodnej g’(x) kolejno wyznaczono: pochodną 
licznika L(x), mianownika M(x) i funkcji g(x).  
Dla pochodnej licznika i mianownika otrzymano: 

L’(x) = A1z1 R1(x) + B1f1(x) 

M’(x) = A1 R1(x) + Bf1(x) 

L’(x)M(x) = A2
1z1ET1(x)F1(x) + A1B1z1F1(x)R1(x) + A1Cz1R1(x) + A1B1ET1(x)f1(x) +  

 + BB1f1(x)F1(x) + B1Cf1(x) 

L(x)M’(x) = A2
1zET1(x)F1(x) + A1B1 F1(x)R1(x) + A1CR1(x) + A1Bz1ET1(x)f1(x) +  

 + BB1f1(x)F1(x) + BC1f1(x) 
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Licznik pochodnej wyraża się wzorem: 

L’(x)M(x) – L(x)M’(x) = F1(x)R1(x){A1Bz1 – A1B1} + R1(x){A1(z – A1C1)} + 
 + f1(x)F1(x){A1B1 – A1Bz1} + f1(x){B1C – BC1} 

Analogicznie do odpowiednich wzorów z rozdziału 4 dla modelu 3-stanowego wpro-
wadzono oznaczenia: 

α = A1 (– Bz1 + B1) 

 β = A1 (Cz1 – C1) (23) 

γ = C B1 – B C1 

Pochodna funkcji kryterialnej ma postać: 

g'(x) = 1 1 1 1 1 12
1 { [f (x)ET (x) F (x)R (x)] R (x) f (x)}

M (x)
α − +β + γ  

Pochodna funkcji kryterialnej g(x) dla modelu k-stanowego ma taką samą postać jak 
pochodna dla modelu 3-stanowego określona wzorem (11) w rozdziale 4. 
W przeciwieństwie do modelu 3-stanowego wydaje się trudnym sformułowanie warun-
ków wyrażonych przez elementy macierzy P, wartości średnie ETi, i = 1, 2, …, k i zyski 
jednostkowe zi, i = 1, 2, …, k na to, aby prawdziwe były nierówności:  

 α < 0, β > 0, γ < 0 (24) 

Podstawą do formułowania warunków na to, aby prawdziwe były powyższe nierówno-
ści mogą być wzory wyrażające współczynniki α, β, γ za pomocą macierzy P, wartości 
średnich ETi i zysków jednostkowych zi, i = 1, 2, …, k: 

 
k k 1

1 j j 1 ij
j 2 i 2

A ET (z z )
−

= =
α = − β∑ ∑  (25) 

 
k

1 j 1 j 1j
j 2

A ET (z z )
=

β = − β∑  (26) 

 
k k k 1

j 1j r r j ir
j 2 r 2 i 2

ET ET (z z )
−

= = =
γ = β − β∑ ∑ ∑  (27) 

Na podstawie ostatnich wzorów sformułowano odpowiednie wnioski. 
 
Wniosek 10. Jeśli zmienna losowa T1 ma rozkład wykładniczy, to pochodna g’(x) wy-
raża się wzorem: 

1
2

( )exp( x)
g'(x)

M (x)
β+ λγ −λ

=  

gdzie R1(x) = exp(– λ1x), λ1 > 0, x ≥ 0. Z powyższego wzoru wynika, że funkcja kryte-
rialna g(x) nie osiąga wartości maksymalnej. 
 
Wniosek 11. Jeśli z1 > 0, zi < 0 dla i = 2, 3, …, k, to β > 0. 
Dowód. Podstawiając we wzorze (9) x = 0 otrzymano: 
uj(0) = β1j dla j = 2, 3, …, k. 
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Wartości β1j dla j = 2, 3, …, k są proporcjonalne do prawdopodobieństw granicznych *
jp (0).  

Stąd wynika, że istnieje przynajmniej jedno *
jp (0) > 0, zatem ze wzoru (26) otrzymuje się 

β > 0.  

W dalszej części tego rozdziału bada się współczynnik gotowości. W tym celu założo-
no, że  

z1 = 1, z2 = 0, z3 = 0, …, zk = 0. 
 

Wniosek 12. Jeśli z1 = 1, zi = 0 dla i = 2, 3, …, k to γ = 0 i pochodna g’(x) funkcji kryte-
rialnej g(x) ma postać: 

1
12

R (x)
g'(x) [ r (x) ]

M (x)
= α +β  

gdzie r1(x) = ET1(x)λ1(x) – F1(x). 
 
Wiadomo, że jeśli r1(x) ≥ 0, to zmienna losowa T1 należy do klasy MTFR. Gdyby praw-
dziwa była nierówność α > 0, to g’(x) ≥ 0 dla T1∈  MTFR. Oznacza to, że przy α > 0, 
funkcja g(x) jest niemalejąca i nie osiąga maksimum. 

5.4. Przykłady numeryczne rzeczywistych systemów eksploatacji 

Przykład 5.1. W przykładzie przedstawiono sposób maksymalizacji współczynnika goto-
wości dla pewnego systemu eksploatacji. Założono, że k = 6, z1 = 1, z2 = 0, z 3 = 0, …, zk = 0,  
ET2 = 1, ETi = 0.1 dla i = 3, 4, …, k –1, ETk = 0.5. 
Przyjęto, że macierz P prawdopodobieństw przejścia dla włożonego łańcucha Markowa 
ma postać: 

0.0 0.5 0.1 0.1 0.1 0.2
0.8 0.0 0.0 0.1 0.0 0.1
0.7 0.1 0.0 0.0 0.0 0.1
0.7 0.0 0.1 0.0 0.2 0.0
0.8 0.0 0.0 0.2 0.0 0.0
0.8 0.0 0.0 0.0 0.2 0.0

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Układ równań liniowych do wyznaczania prawdopodobieństw granicznych *
jp (x) ,  

j = 1, 2, 3, 4, 5, 6 można zapisać jako: 

12

13

14

15

1 0.8 0.7 0.7 0.8 0.8
p (x) 1 0.1 0 0 0
p (x) 0 1 0.1 0 0
p (x) 0.1 0 1 0.2 0
p (x) 0 0 0.2 1 0.2

1 1 1 1 1 1

− 
 − 
 −
 

− 
 −
 
  

*
1
*
2
*
3
*
4
*
5
*
6

p (x)

p (x)

p (x)

p (x)

p (x)

p (x)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 = 

0
0
0
0
0
1
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lub w skrócie macierzowo  
Ap*(x) = b 

gdzie A jest macierzą układu równań, p*(x) kolumną szukanych prawdopodobieństw 
granicznych i b kolumną wyrazów wolnych. Omówiono przypadek szczególny modelu, 
w którym p1i(x) = p1iF1(x) dla i = 2, 3, 4, 5, 6.  
Wykorzystując wzór (14) obliczono A1 = 0.95816. 
Wzory na współczynniki B, B1, C, C1 zawierają wielkości 

 
k

j ij
i 2

s
=

= β∑  i β1j j = 2, 3, …, k. (28) 

Wartości współczynników sj, β1j dla j = 2, 3, …, k przedstawiono w poniższej tabeli.  
 
Tabela 5.1. Wartości współczynników sj, β1j  

j sj β1j 
2 0.49048 0.0004 
3 0.11400 0.0040 
4 0.18184 0.0400 
5 0.26348 0.1998 
6 0.26348 0.9590 

 
Dla współczynnika gotowości przyjmuje się z1 = 1, zi = 0 dla i = 2, 3, 4, 5, 6. Wartości 
współczynników B, B1, C i C1 są następujące: 

B1 = 0, C1 = 0, B = 0.18828, C = 0.06026. 

Współczynniki α, β i γ występujące w warunkach istnienia maksimum rozważanych 
funkcji kryterialnych są następujące: 

α = – 0.1804, β = 0.05774, γ = 0. 

Do analizy przebiegu funkcji określającej zysk na jednostkę czasu przyjmuje się: 

z1 = 2, z2 = – 0.4, z3 = – 0.1, z4 = – 0.1, z5 = – 0.1, z6 = – 0.1. 

Dla tych wartości obliczono: 

B1 = 0.062972, C1 = 0.006062, B = 0.18828, C = 0.06026. 

Współczynniki α, β i γ są w tym przypadku następujące:  

α = – 0.30048, β = 0.109669, γ = 0.0026533. 

Zgodnie z wnioskiem 11 zachodzi β > 0, ale w przeciwieństwie do modelu 3-stanowego 
γ > 0. Poniżej wyznaczono wartości współczynnika gotowości dla trzech rozkładów 
prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia:  
– rozkładu Weibulla, 
– rozkładu gamma, 
– rozkładu odwróconego normalnego. 

W pierwszym przypadku funkcja intensywności uszkodzeń rośnie do ∞, w drugim ro-
śnie do pewnej stałej, a w trzecim przypadku jest jednomodalna. 
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Przykład 5.1.A. Założono, że funkcja niezawodności dla zmiennej losowej T1 ma po-
stać R1(x) = exp(–axb) dla x ≥ 0. Na rysunku 5.1 przedstawiono przebieg współczynnika 
gotowości w funkcji czasu wymiany profilaktycznej dla a = 2 i b∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 10}. 
Parametry rozkładu Weibulla dobrano tak, aby dla każdego przebiegu współczynnika 
gotowości istniało maksimum globalne. 
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Rys. 5.1. Przebieg współczynnika gotowości wsp(x) dla rozkładu Weibulla 

 
Na rysunku 5.2 przedstawiono przebieg zysku na jednostkę czasu dla a = 2, b∈ {6, 7, 8, 10}. 
Dla wszystkich rozważanych wariantów funkcja zysku na jednostkę czasu przyjmuje 
wartość maksymalną. 
 

1,50

1,55

1,60

1,65

1,70

1,75

1,80

1,85

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1

x

z(
x)

b=10
b=8
b=7
b=6

 
Rys. 5.2. Zysk na jednostkę czasu z(x) dla rozkładu Weibulla 



 

 

80 

Przykład 5.1.B. Założono, że zmienna losowa T1 ma rozkład gamma z funkcją gęstości 
prawdopodobieństwa w postaci: 

p
p 1 bx

0 dla x 0
f (x) b x e dla x 0

(p)
− −

≤
= 

>Γ

 

Dla funkcji intensywności uszkodzeń λ(t) zachodzi: 

λ(∞) = 1 / b 

Dla p > 1 funkcja λ(x) jest rosnąca, tzn. T1∈ IFR. Dystrybuanta rozkładu gamma  
w przypadku ogólnym wyraża się całką nieelementarną z funkcji gęstości. Całka ta nosi 
w literaturze nazwę niepełnej funkcji gamma. Sposób obliczenia wartości funkcji ET(x) 
przedstawiono w podrozdziale 3.1. Na rysunku 5.3 przedstawiono przebieg współczynni-
ka gotowości dla parametrów b = 1, p∈{2.5, 2.75, 3.0}. Parametry p i b rozkładu gamma 
dobrano tak, aby każdy z przebiegów współczynnika gotowości osiągał maksimum. 
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Rys. 5.3. Przebieg współczynnika gotowości wsp(x) dla rozkładu gamma 

 
Na rysunku 5.4 przedstawiono przebieg zysku na jednostkę czasu dla parametrów: b = 1, 
p∈{2.5, 2.75, 3.0}. 
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Rys. 5.4. Zysk na jednostkę czasu g(x) dla rozkładu gamma 

 
Przykład 5.1.C. Założono, że zmienna losowa T1 ma rozkład odwrócony normalny 
(invert-Guassian) z gęstością prawdopodobieństwa w postaci: 

3 2
2

2

0 dla x 0

f (x) (x )x exp{ } dla x 0
2 2 x

−

≤


=  λ λ −µ
> π µ

 

W punkcie 2.6.4 przytoczono prace, w których udowodniono, że analizowana zmienna 
losowa posiada jednomodalną funkcję intensywności uszkodzeń. Funkcja intensywno-
ści uszkodzeń spełnia warunek: 

λ(∞) = λ / (2µ2). 

W tym przykładzie pokazano, że jeśli wartość λ(∞) jest dostatecznie duża, to współ-
czynnik gotowości i zysk na jednostkę czasu są funkcjami osiągającymi maksimum. Na 
rysunku 5.5 przedstawiono przebieg współczynnika gotowości dla rozkładu odwróco-
nego normalnego z parametrami λ = 40, µ∈{1.5, 2.0, 2.5, 3}. 
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Rys. 5.5. Współczynnik gotowości dla rozkładu odwróconego normalnego 

 
Analiza przebiegu współczynnika gotowości pokazuje, że parametry rozkładu odwróco-
nego normalnego dobrano tak, aby każda z funkcji osiągała maksimum. Na rysunku 5.6 
pokazano przebieg funkcji zysku na jednostkę czasu dla λ = 40, µ∈{1.5, 2.0, 2.5, 3}. 
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Rys. 5.6. Zysk na jednostkę czasu dla rozkładu odwróconego normalnego 

 
Trzy rozkłady rozważane w przykładzie 5.1 pokazują, że celowe jest działanie profilak-
tyczne, ponieważ funkcja zysku na jednostkę czasu i współczynnik gotowości zawsze 
osiągają wartość maksymalną. Przebieg wykresu funkcji kryterialnych silnie zależy od 
typu rozkładu prawdopodobieństwa czasu T1 do uszkodzenia obiektu technicznego. 
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Przykład 5.2. W tym przykładzie zostanie przeanalizowany rzeczywisty system eks-
ploatacji autobusów komunikacji miejskiej. System ten jest złożony z n = 11 stanów 
eksploatacyjnych: 
S1 – realizacja zadania przewozowego na trasie, 
S2 – oczekiwanie na realizację zadania przewozowego na placu zajezdni autobusowej, 
S3 – uszkodzenie na trasie, 
S4 – diagnozowanie przez jednostkę pogotowia technicznego, 
S5 – naprawa przez jednostkę pogotowia technicznego, 
S6 – zjazd awaryjny, 
S7 – uzupełnienie paliwa, 
S8 – realizacja obsługi codziennej, 
S9 – realizacja obsługi technicznej, 
S10 – diagnozowanie na stanowisku diagnostycznym zajezdni autobusowej (przed 

naprawą lub po naprawie), 
S11 – naprawa na stanowiskach zajezdni autobusowej. 

Na podstawie danych zebranych z procesu eksploatacji oceniono macierz P prawdopo-
dobieństw przejścia włożonego łańcucha Markowa. 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.184 0 0 0 0.816 0 0 0 0
0 0 0 0.982 0 0.018 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.976 0.024 0 0 0 0 0
0 0.975 0 0 0 0 0.025 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.955 0 0.045 0

0.883 0 0 0 0 0 0 0 0.014 0 0.103
0.835 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.165

0 0 0 0 0 0 0 0.416 0 0 0.584
0 0 0 0 0 0 0 0.773 0 0.227 0









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

Na podstawie danych z eksploatacji rzeczywistego systemu wyznaczono przybliżone 
wartości średnie czasów przebywania w stanach modelu eksploatacji. 
ET1 = 7.842 h, ET2 = 5.834 h, ET3 = 0.106 h, ET4 = 0.260 h, ET5 = 0.353 h, ET6 = 0.506 h, 
ET7 = 0.097 h, ET8 = 0.124 h, ET9 = 3.928 h, ET10 = 0.405 h, ET11 = 5.216 h. 
W przykładzie rozważa się przypadek szczególny modelu k-stanowego przedstawione-
go w tym rozdziale pracy. Na podstawie wyżej przedstawionej macierzy P prawdopo-
dobieństw przejścia i wektora wartości średnich ETi, i = 1, 2, …, 11 obliczono wartości 
współczynników: 

k
j ij

i 2
s

=
= β∑  i β1j dla j = 2, 3, …, 11 

Wartości współczynników sj i β1j dla j = 2, 3, …, 11 przedstawiono w poniższej tabeli. 
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Tabela 5.2. Współczynniki sj i β1j dla modelu z przykładu 5.2 

j sj β1j 

2 0.64 0.78 
3 0.14 0.00 
4 0.14 0.00 
5 0.14 0.00 
6 0.01 6.00 
7 0.64 0.00 
8 0.71 0.87 
9 0.01 0.01 
10 0.05 0.23 
11 0.10 1.00 

 
Występujące w wyrażeniu (22) współczynniki A1, C1, B1, B i C są równe: 

A1 = 0.78, C1 = – 11.09, B1 = – 1.13, B = 4.15, C = 12.55. 

Wartości współczynników α, β i γ określone wzorami (25), (26) i (27) są następujące: 

α = – 65.23, β = 203.43, γ = 31.76. 

Należy podkreślić, że α < 0, β > 0, γ > 0. Jednak w przypadku, gdy analizuje się współ-
czynnik gotowości, to γ = 0, podobnie jak w modelu 3-stanowym. 
Dla wyżej przedstawionych parametrów modelu 11-stanowego jako czas do uszkodze-
nia przeanalizowano następujące rozkłady:  
– rozkład Weibulla, 
– rozkład mieszaniny rozkładu wykładniczego z rozkładem Rayleigha, 
– rozkład Weibulla potęgowy. 

 
Przykład 5.2.A. Założono, że zmienna losowa T1 ma rozkład Weibulla. Parametry 
rozkładu Weibulla dobiera się tak, aby wartość średnia zmiennej losowej T1 była równa 
średniej empirycznej wyznaczonej na podstawie badań eksploatacyjnych: 

 a = 0.0001, b = 3.9, 

 a = 0.0002, b = 4.2, 

 a = 0.00005, b = 4.6. 

Wykresy realizacji współczynnika gotowości dla wymienionych wyżej par parametrów 
a i b rozkładu zmiennej losowej T1 przedstawiono na rysunku 5.7. W analizowanym 
zakresie czasów do uszkodzenia tylko dla trzeciej pary parametrów a i b współczynnik 
gotowości osiąga maksimum wartości. 
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Rys. 5.7. Współczynnik gotowości dla przykładu 5.2.A 

 
Dla tych samych wartości parametrów a i b i dla wcześniej ustalonych wartości zysków 
zi, i = 1, 2, …, 11 na jednostkę czasu wyznaczono trzy realizacje funkcji zysku na jed-
nostkę czasu. Wykresy tych funkcji przedstawiono na rysunku 5.8. Wszystkie realizacje 
funkcji zysku osiągają w analizowanym zakresie wartość maksymalną. 
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Rys. 5.8. Zysk na jednostkę czasu z(x) dla przykładu 5.2.A 

 
Przykład 5.2.B. Założono, że zmienna losowa T1 ma rozkład będący mieszaniną roz-
kładu Rayleigha i rozkładu wykładniczego. W rozdziale 7 tej pracy sformułowano wa-
runki, aby funkcja intensywności mieszaniny była jednomodalna. Funkcja niezawodno-
ści dla tej mieszaniny ma postać: 

R(t; p, λ, α) = p exp(–λt) + (1 – p)exp 2t
2
α − 

 
 dla t ≥ 0 
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Rozkład zmiennej losowej T1 zależy od parametrów p, λ i α. Dla tego przykładu ustalo-
no, że α = 5, λ = 0.064. Zmieniono natomiast współczynnik p, p∈{0.4, 0.45, 0.5}. Na 
rysunku 5.9 przedstawiono trzy realizacje funkcji zysku na jednostkę czasu. Żadna  
z tych realizacji nie osiąga w analizowanym przedziale czasu maksimum. Wynika to  
z przyjętego modelu dla zmiennej losowej T1. 
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Rys. 5.9. Zysk na jednostkę czasu z(x) dla przykładu 5.2.B 

 
Przykład 5.2.C. Założono, że zmienna losowa T1 ma potęgowy rozkład Weibulla opi-
sany w podrozdziale 2.4. Dystrybuanta zmiennej losowej T1 ma postać: 

F(t) = ( )cb1 exp( at ) .− −  

W przykładzie przyjęto a = 0.0001, b = 4.2, c∈{1.1, 1.5, 2.0}. Wykresy trzech realiza-
cji funkcji zysku na jednostkę czasu przedstawiono na rysunku 5.10. Analizowane reali-
zacje w każdym z przypadków osiągają maksimum. 
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Rys. 5.10. Zysk na jednostkę czasu dla przykładu 5.2.C 
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Na podstawie analizy modelu n = 11 stanowego można stwierdzić, że w dwóch przy-
padkach (5.2.A i 5.2.C) zysk na jednostkę czasu osiąga wartość maksymalną. W przy-
kładzie 5.2.B zysk nie osiąga wartości maksymalnej. Fakt istnienia wartości maksymal-
nej silnie zależy od typu rozkładu zmiennej T1. Powyższe podkreśla ważność identyfi-
kacji parametrów niezawodnościowych systemów eksploatacji w praktyce obsługiwania 
systemów eksploatacji. 
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6. Model wymiany prewencyjnej dla obiektów technicznych  
z gwarancją 

6.1. Sformułowanie problemu i podstawowe oznaczenia 

W punkcie 2.5.4 przedstawiono różne wyniki dotyczące wymian elementów (obiek-
tów) posiadających gwarancję producenta. Gwarancja jest podstawowym elementem 
współczesnego rynku. Podstawową rolą gwarancji jest wskazanie mówiące jakie czynności 
powinien podjąć kupujący, gdy produkt ulegnie uszkodzeniu podczas trwania gwarancji. 
Gwarancja producenta na produkt tworzy zachętę dla kupującego do różnych zobowiązań, 
podnosi reputację producenta, ma wpływ na udział w rynku i potencjalne zyski [73].  

Rozważania przedstawione w tym rozdziale są próbą uogólnienia wyników z pra-
cy [109]. Cytowana praca zawiera analizę prostego modelu wymian według wieku dla 
obiektów z gwarancją. Zakłada się, że czas do uszkodzenia ma niemalejącą funkcję 
intensywności uszkodzeń λ(t). Oprócz rozkładu zmiennej losowej T, oznaczającej czas 
do uszkodzenia, w modelu tym dane są: cp – koszt zakupu nowego elementu, cd – koszt 
usunięcia uszkodzenia. Czasy napraw są pomijane. W rozdziale tym wprowadza się  
4-stanowy model wymian elementów posiadających gwarancję. Odrzuca się założenie, 
że czasy wymian i napraw są pomijalne. Wszystkie wyniki prezentowane w tym roz-
dziale są wynikami uzyskanymi przez autora. 
Dla dalszych rozważań przyjęto następujące oznaczenia: 
T – losowy czas życia elementu (obiektu technicznego), 
f(t) – gęstość prawdopodobieństwa zmiennej losowej T, 
F(t), R(t) – dystrybuanta i funkcja niezawodności zmiennej losowej T, 
λ(t) – funkcja intensywności uszkodzeń, 
x – wiek wymiany elementu, 
w – długość okresu gwarancji, 
z – zysk przypadający na jednostkę czasu wynikający z bezawaryjnej pracy, 
z2 – koszt jednostkowy wymiany uszkodzonego elementu (podczas gwarancji), 
z3 – koszt jednostkowy zakupu elementu (wymiana prewencyjna), 
z4 – koszt jednostkowy wymiany uszkodzonego elementu w okresie po gwarancji, 
ET2 – średni czas wymiany uszkodzonego elementu podczas gwarancji, 
ET3 – średni czas zakupu elementu (wymiana prewencyjna), 
ET4 – średni czas wymiany uszkodzonego elementu w okresie po gwarancji, 
g(x, w) – zysk na jednostkę czasu dla czasu wymiany x i długości okresu gwarancji w, 
IFR – klasa rozkładów dla czasów życia z niemalejącą funkcją intensywności 

uszkodzeń λ(x), 
MTFR – klasa rozkładów czasów życia z niemalejącą w zależności od x wartością 

średnią czasu życia między wymianami. 

W pracy [109] koszt przypadający na jednostkę czasu, pod warunkiem przeprowa-
dzenia wymiany prewencyjnej po czasie x, wyraża się wzorem: 
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p d

p d

c R(x) c F(x)
, dla x w

ET(x)
g(x,w)

c R(w) c F(x)
, dla x w

ET(x)

+
≤

=  + >

 

gdzie cp oznacza koszt zakupu nowego elementu, cd koszt wymiany uszkodzonego 
elementu, 

x

0
ET(x) R(t)dt= ∫  

Funkcja g(x, w) jest ciągła dla x ≥ 0 i różniczkowalna dla x ≠ w przy założeniu, że 
zmienna losowa T posiada gęstość. W cytowanej wyżej pracy podano warunki, przy 
spełnieniu których funkcja g(x, w) osiąga minimum. Powyższy model nie uwzględnia 
zysków wynikających z poprawnej pracy elementu oraz faktu, że czasy napraw i czasy 
zakupu są często wielkościami losowymi.  

6.2. Model wymian dla obiektu z gwarancją 

Jako model matematyczny procesu wymian elementów według wieku dla elemen-
tów z gwarancją przyjmuje się 4-stanowy proces semi-markowski X(t). Przyjęto, że 
proces X(t) posiada przestrzeń stanów S = {s1, s2, s3, s4}, gdzie: 
s1 – stan poprawnej pracy obiektu technicznego, zysk na jednostkę czasu jest równy  

z (z > 0), 
s2 – wymiana w okresie gwarancji i po uszkodzeniu, zysk jednostkowy wynikający  

z przebywania w stanie s2 jest równy z2 (z2 ≤ 0), 
s3 – wymiana prewencyjna elementu po okresie gwarancji, ale przed uszkodzeniem 

lub wymiana prewencyjna przed upływem gwarancji z zyskiem jednostkowym 
równym z3 (z3 ≤ 0), 

s4 – wymiana uszkodzonego elementu po okresie gwarancji i przed planowaną od-
nową, jednostkowy koszt tej wymiany jest równy z4 (z4 ≤ 0). 

Po to, aby wyznaczyć podstawowe charakterystyki włożonego w proces semi-
markowski łańcucha Markowa, konieczne jest wyznaczenie macierzy prawdopodo-
bieństw przejścia. Dla prawdopodobieństwa p12(x) otrzymano: 

12
F(x) dla x w

p (x) P{X(t x) 2 | X(t) 1}
F(w) dla x w

≤
= + = = =  >

 

W celu wyznaczenia prawdopodobieństwa p13(x) wystarczy zauważyć, że obiekt tech-
niczny znajdzie się w stanie s3, jeśli T1 ≥ x, stąd p13(x) = R1(x). Dla prawdopodobień-
stwa p14(x) otrzymano: 

14
0 dla x w

p (x)
F(x) F(w) dla x w

≤
=  − >

 

Zakłada się, że dla analizowanego procesu semi-markowskiego X(t) macierz przejścia 
włożonego łańcucha Markowa ma postać: 
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P = 

12 13 140 p (x) p (x) p (x)
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

Prawdopodobieństwa graniczne pj
*(x), j = 1, 2, 3, 4 dla włożonego łańcucha Markowa 

dla x ≤ w wyrażają się wzorami:  

p1
*(x) = 1

2
 

 p2
*(x) = 1

2
 F(x) (1) 

p3
*(x) = 1

2
 R(x) 

p4
*(x) = 0 

natomiast dla x > w: 

p1
*(x) = 1

2
 

 p2
*(x) = 1

2
 F(w) (2) 

p3
*(x) = 1

2
 R(x) 

p4
*(x) = 1

2
 (F(x) – F(w)) 

Na podstawie rozważań z rozdziału 4 wiadomo, że funkcja kryterialna g(x, w) wyrażająca 
zysk przypadający na jednostkę czasu w modelu semi-markowskim wyraża się wzorem: 

 g(x, w) = 
* * * *
1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

* * * *
1 2 2 3 3 4 4

zET(x)p (x) z ET p (x) z ET p (x) z ET p (x)
ET(x)p (x) ET p (x) ET p (x) ET p (x)

+ + +

+ + +
 (3) 

Uwzględniając wzory na prawdopodobieństwa graniczne (1) i (2) dla x ≤ w otrzymano: 

 g(x, w) = 2 2 3 3

2 3

zET(x) z F(x)ET z R(x)ET
ET(x) F(x)ET R(x)ET

+ +
+ +

 (4) 

Po prostych przekształceniach wzór (4) przyjmuje postać: 

 g(x, w) = 1 1zET(x) B F(x) C
ET(x) BF(x) C

+ +
+ +

 (5) 

gdzie współczynniki B, B1, C i C1 wyrażają się wzorami: 

B1= z2ET2 – z3ET3 
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B = ET2 – ET3 

 C1 = z3 ET3 (6) 
C = ET3 

Dla x > w funkcja kryterialna g(x, w) ma postać: 

 g(x, w) = 2 2 3 3 4 4

2 3 4

zET(x) z ET F(w) z ET R(x) z ET (F(x) F(w))
ET(x) ET F(w) ET R(x) ET (F(x) F(w))

+ + + −
+ + + −

 (7) 

Po przekształceniach otrzymano: 

 g(x, w) = 4 4 3 3 4 4 2 2 3 3

4 3 4 2 3

zET(x) (z ET z ET )F(x) F(w)z ET z ET F(w) z ET
ET(x) (ET ET )F(x) F(w)ET ET F(w) ET
+ − − + +

+ − − + +
 (8) 

Przyjmując oznaczenia: 
D1 = z4ET4 – z3ET3 

 D = ET4 – ET3 (9) 
E1 = (z2ET2 – z4ET4)F(w) + z3ET3 

E = (ET2 – ET4)F(w) + ET3 

funkcję kryterialną (8) można zapisać w postaci: 

 g(x, w) = 1 1zET(x) D F(x) E
ET(x) DF(x) E

+ +
+ +

 (10) 

Porównując funkcję kryterialną daną wzorem (5) z funkcją kryterialną (10) można 
stwierdzić, że funkcja g(x, w) w obu przypadkach ma taką samą postać. Pochodna 
pierwszego rzędu funkcji kryterialnej g(x, w) względem zmiennej x ma postać: 

 g’(x, w) = 2
R(x) { ( (x)ET(x) F(x)) (x)}

M (x)
α λ − +β+ γλ  (11) 

gdzie, jeśli x ≤ w:  
α1 = B1 – z B 

 β1 = z C – C1 (12) 

γ1 = B1C – BC1 

M(x) oznacza mianownik funkcji kryterialnej (5), natomiast dla x > w: 

α2 = D1 – zD 

 β2 = zE – E1 (13) 

γ2 = D1E – DE1 

M(x) oznacza mianownik funkcji kryterialnej (10). 
Jeśli x ≤ w, to: 

α1 = ET2(z2 – z) + ET3(z – z3) 

 β1 = ET3(z – z3) (14) 

γ1 = ET2 ET3(z2 – z3) 
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natomiast dla x > w: 
α2 = ET3(z – z3) + ET4(z4 – z) 

 β2 = F(w)(ET4(z4 – z) + ET2(z – z2)) + ET3(z – z3) (15) 

γ2 = F(w)[z4ET4(ET2 – ET3) + z2ET2(ET3 – ET4) + z3ET3 (ET4 – ET2)] + ET3ET4(z3 – z4) 

W celu sformułowania odpowiednich warunków istnienia maksimum funkcji g(x, w) ze 
względu na zmienną x przyjęto następujące założenia: 
a) z > 0, z1 ≤ 0, z3 ≤ 0, z4 ≤ 0, 
b) z4 ≤ z2, z4 ≤ z3, 
c) z4 = z2 + z3, 
d) ET4 ≥ ET3, ET4 ≥ ET2. 

Na podstawie powyższych założeń łatwo można udowodnić następujące tezy:  
Wniosek 1. α2 < 0. 
Wniosek 2. α1 – α2 ≥ 0. 
Wniosek 3. β1 > 0. 
Wniosek 4. β1 – β2 = F(w)(α1 – α2). 
Wniosek 5. Funkcja g(x, w) jest określona dla x = 0, ponieważ g(0, w) = z3 < 0. 
Wniosek 6. Pochodna pierwszego rzędu g’(x, w) funkcji g(x, w) względem zmiennej x 

dla x = 0 jest równa 

g’(0, w) = 1 1

3

f (0 )
ET

+β + γ  

 
Wniosek 7. Funkcja kryterialna g(x, w) jest ciągła w punkcie x = w, ale nie jest w tym 

punkcie różniczkowalna. 
Definiuje się funkcję h(x) 

h(x) = α1H(x) + β1 + γ1λ(x), jeśli x ≤ w 

h(x) = α2H(x) + β2 + γ2λ(x), jeśli x > w 

gdzie H(x) = λ(x)ET(x) – F(x). 
 
Ze wzorów (14) i (15) wynika, że współczynniki α1, α2, β1 i γ1 nie zależą od długości prze-
działu gwarancji w. Z powyższego wynika, że celowe jest badanie różnicy h(w) – h(w+), 
gdzie h(w+) oznacza granicę prawostronną funkcji g(x, w) w punkcie x = w. Różnicę  
h(w) – h(w+) na podstawie wzorów (14), (15) oraz wniosku 4 można zapisać jako: 

h(w) – h(w+) = λ(w)((α1 – α2)ET(w) + γ1 – γ2) 

Niech u(x) = (α1 – α2) ET(x) + γ1 – γ2. 
Dla u = 0 jest u(0) = γ1 – γ2, stąd: 

u(0) = ET3(ET2(z2 – z3) + ET4(z3 – z4)) 

Uwzględniając założenie c), po prostych przekształceniach otrzymano: 

u(0) = ET3 (z2 (ET2 – ET4) – z3 ET4) ≥ 0 

Z postaci γ1 i γ2 = γ2(w) wynika, że funkcja u1(x) = γ1 – γ2(w) ma postać 
u1(x) = A + F(w) B 
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gdzie: 
A = ET2 ET3 (z2 – z3) + ET3 ET4 (z4 – z3), 
B = z4 ET4 (ET3 – ET2) + z2 ET2 (ET4 – ET3) + z3 ET3 (ET2 – ET4). 

 
Jeśli B ≥ 0, to funkcja u1(w) jest niemalejąca dla w ≥ 0, stąd: 

u(w) = (α1 – α2) ET(w) + u1(w) ≥ 0 

Jeśli B < 0, to funkcja u1(w) jest nierosnąca dla w ≥ 0. Po to, aby u1(w) ≥ 0 wystarczy 
udowodnić, że: 

u1(∞) = A + B ≥ 0 

Po wykonaniu prostych obliczeń otrzymano: 

A + B = – z4 ET2 ET4 + z2ET2ET4 ≥ 0 

Ostatnia nierówność pozwala na sformułowanie poniższego wniosku. 
 
Wniosek 8. Jeśli spełnione są założenia a), b) i c) , to dla w ≥ 0 prawdziwa jest nierówność:  

h(w) – h(w+) ≥ 0 

Niech h(x) = α H(x) + β + γ λ(x). 
 
Lemat 1. 
Jeśli α ET(x) + γ ≥ 0, to z tego, że λ’(x) ≥ 0 wynika, że h’1(x) ≥ 0 i odwrotnie, z tego,  
że λ’(x) ≤ 0 wynika, że h’1(x) ≤ 0. 
Jeśli α ET(x) + γ ≤ 0, to z tego, że λ’(x) ≥ 0 wynika, że h’1(x) ≤ 0 i odwrotnie, z tego,  
że λ’(x) ≤ 0 wynika, że h’1(x) ≥ 0. 
Jeśli α ET(x) + γ zmienia znak z „–” na „+”, T∈ IFR, to funkcja h(t) jest nierosnąca dla 
w ∈ (0, w1) i niemalejąca dla w ∈  (w1, +∞). 
Jeśli α ET(x) + γ zmienia znak z „–” na „+”, T∈ IFR, to funkcja h(t) jest niemalejąca dla 
w ∈ (0, w2) i nierosnąca dla w ∈  (w2, +∞). 
Jeśli α ET(x) + γ ≥ 0, to znak pochodnej h’1(x) jest taki sam jak znak pochodnej λ’1(x)  
i odwrotnie, jeśli α ET(x) + γ < 0, to znak pochodnej h’1(x) jest inny niż znak pochodnej 
λ’1(x). 

Dowód. Wystarczy pokazać, że h’1(x)= λ’(x)( α ET(x) + γ).   
W celu sformułowania warunków istnienia jednoznacznego maksimum funkcji kryte-
rialnej g(x, w) rozważono cztery przypadki. 
 
Przypadek 1: α1 ≥ 0, γ1 ≥ 0, wtedy α1 ET(x) + γ1 ≥ 0, stąd wnioskuje się, że h1(x) ≥ 0 dla  
x∈ (0, w). Z powyższego wynika, że funkcja kryterialna g(x, w) dla x∈ (0,w) jest nie-
malejąca i dla x∈ (w, +∞) jest nierosnąca (α2 < 0). Jeśli h(∞) < 0, to funkcja g(x, w) 
osiąga jednoznaczne maksimum w pewnym punkcie x0 ≥ w. 
 
Przypadek 2: α1 ≤ 0, γ1 ≤ 0, wtedy α1 ET(x) + γ1 ≤ 0, stąd h1(x) ≤ 0 dla x∈ (0, w). Funk-
cja h(x) jest nierosnąca dla w ≥ 0. Jeśli h(∞) < 0, to istnieje tylko jeden punkt x0, dla 
którego funkcja kryterialna g(x, w) osiąga maksimum. 
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Przypadek 3: α1 < 0, γ1 > 0. Jeśli α1 ET(x) + γ1 > 0, to h(x) ≥ 0 dla x∈ (0, w). Jeżeli  
α2 < 0 i h(∞) < 0 to h(x) dokładnie raz zmienia znak z „+” na „–”. Wynika stąd, że ist-
nieje x0 ≥ w takie, że funkcja kryterialna g(x, w) osiąga dokładnie jedno maksimum.  
Jeśli α1 ET(x) + γ1 zmienia znak z „+” na „–”, to istnieje takie x1, że funkcja h1(x) jest 
rosnąca dla x∈ (0, x1) i malejąca dla x∈ (x1, w). Jeśli h(w) ≤ 0, to istnieje punkt ekstre-
malny x0 ≤ w.  
Jeśli h(w) > 0, to z tego, że α2 < 0 i h(∞) < 0 wynika, że istnieje x0 ≥ w. 
 
Przypadek 4: α1 > 0, γ1 < 0. Jeśli α1 ET(x) + γ1 ≤ 0, to h(x) jest malejąca dla x∈ (0, w). 
W tym przypadku, jeśli α2 < 0, h(∞) < 0, to istnieje jednoznaczne maksimum. 
Jeśli α1 ET(x) + γ1 zmienia w punkcie x1 znak z „–” na „+”, to dowodzi się, że h1(x) ≥ 0. 
Dalej wyznacza się wartość h(x1) 
h(x1) = α1H(x1) + β1+ γ1 λ(x1) = λ(x1) (α1ET(x1) + γ) + β1 – α1F(x1). 
Na podstawie wzorów (14) otrzymuje się: 

1 2 2

1 1

ET (z z)
1

β −
= +

α α
 

Stąd: 
1

1
1

β
≥

α
 

zatem 
h(x1) ≥ 0 

Z tego, że h(x1) ≥ 0 wynika, że h(x) ≥ 0 dla x∈ (0, w). Stąd wynika, że funkcja kryte-
rialna g(x, w) jest niemalejąca w przedziale (0, w). Z nierówności α2 < 0 i h(∞) < 0 
wynika, że istnieje jednoznaczne maksimum funkcji g(x, w) w punkcie x0 ≥ w.   
 
Rozważane wyżej przypadki pozwalają na sformułowanie poniższego twierdzenia: 
  
Twierdzenie 1. Jeśli zmienna losowa T∈ IFR i spełnione są założenia a), b), d) i: 

β1 + γ1 f(0+) > 0 

2 2

2 2
( )

ET
α −β

λ ∞ >
α + γ

 

to istnieje dokładnie jedno maksimum funkcji kryterialnej g(x, w). 

6.3. Współczynnik gotowości 

Funkcja g(x, w), jest w szczególnym przypadku współczynnikiem gotowości dla 
dużego czasu obserwacji. W tym celu przyjmuje się: 

z = 1, z2 = z3 = z4 = 0. 
Dla x ≤ w zachodzi:  

α1 = ET3 – ET2 

β1 = ET3 

γ1 = 0 



 

 

95 

natomiast dla x > w otrzymano: 
α2 = ET3 – ET4 

 β2 = F(w)(ET2 – ET4 ) + ET3 (16) 

γ2 = 0 

Niech:  
H(x) = λ(x)ET(x) – F(x) 

h(x) = α H(x) + β. 

Pochodna funkcji kryterialnej g(x, w) względem x na podstawie (11) wyraża się wzorem: 

 g’(x, w) = 2
R(x) h(x)

M (x)
 (17) 

Zmiana znaku pochodnej g’(x, w) zależy tylko od zmiany znaku funkcji h(x). Wiadomo, że: 

 h(0) = β1 = ET3 > 0 (18) 

W rozdziale 3 pokazano, że jeśli funkcja intensywności uszkodzeń λ(x) jest nierosnąca, 
to także funkcja H(x) jest nierosnąca i odwrotnie, jeśli funkcja λ(x) jest niemalejąca, to 
H(x) jest również niemalejąca. 
 
Wniosek 9. Warunkiem koniecznym istnienia maksimum współczynnika gotowości 
g(x, w) jest warunek h(∞) < 0. 
Przy pewnych ogólnych założeniach można sformułować warunki konieczne na istnie-
nie maksimum współczynnika gotowości, które ujmuje poniższy wniosek. 
 
Wniosek 10. Jeśli H(x) ≥ 0 dla x ≥ 0, ET3 ≥ ET2, ET4 ≥ ET3, T∈ IFR, h(∞) < 0, to 
współczynnik gotowości g(x, w) osiąga wartość maksymalną w pewnym punkcie x0 
takim, że x0 ≥ w. 

Dowód. Jeśli α1= ET3 – ET2 ≥ 0, H(x) ≥ 0, β1 = ET3 > 0, to funkcja h(x) rośnie dla x ≤ w. 
Natomiast dla x > w funkcja h(x) maleje, ponieważ α2 = ET3 – ET4 ≤ 0. Z tego, że h(∞) < 0 
wynika zmiana znaku pochodnej g’(x, w) dla x ≥ w. Zatem istnieje dokładnie jedno 
maksimum funkcji g(x, w) w punkcie x0 ≥ w.  
 
W przypadku współczynnika gotowości funkcja h(x) w punkcie x = w jest nieciągła  
i zachodzi: 

h(w) = (ET3 – ET2)H(w) + ET3 

h (w+) = (ET3 – ET2)H(w) + ET3 + F(w)(ET2 – ET4) 

Można zatem sformułować wniosek 11 będący szczególnym przypadkiem wniosku 8. 
 
Wniosek 11. Warunek ET4 ≥ ET2 jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby:  

h(w) – h(w+) ≥ 0. 

Nierówność h(∞) < 0 jest równoważna nierówności:  

 (ET3 – ET4) ET λ(∞) + F(w)(ET2 – ET4) + ET3 < 0 (19) 

Na podstawie wniosków 10, 11 i nierówności (19) można sformułować poniższy wniosek. 
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Wniosek 12. Jeśli T∈ IFR, ET4 ≥ ET2, ET4 > ET3 i: 

 ET λ(∞) + 1 ≥ 2 4

4 3

F(w)ET R(w)ET
ET ET

+
−

 (20) 

to współczynnik gotowości g(x, w) osiąga jednoznaczne maksimum. 
 
Niektóre rozkłady prawdopodobieństwa z klasy IFR, na przykład rozkład Weibulla, 
spełniają warunek λ(∞) = ∞. Dla takich rozkładów nierówność (20) zawsze jest praw-
dziwa. Wyżej sformułowano różne kryteria istnienia zysku jednostkowego i współ-
czynnika gotowości dla zmiennych losowych (czasów życia) z niemalejącą funkcją 
intensywności uszkodzeń, to znaczy dla zmiennych T (T∈IFR). W dalszych rozważa-
niach podjęto próbę uogólnienia wyników dla współczynnika gotowości dla rozkładów 
prawdopodobieństwa z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Podobnie jak 
dla zysku na jednostkę czasu w klasie IFR, rozważono kilka przypadków szczególnych. 
 
Przypadek 1: α1 ≥ 0, xM ≥ w, gdzie xM jest punktem, w którym funkcja λ(x) osiąga war-
tość maksymalną, h(∞) < 0. 
Założenie α1 ≥ 0 jest równoważne nierówności ET3 ≥ ET2. W analizowanym przypadku 
funkcja h(x) = α1ET(x) + β1 jest niemalejąca dla x∈<0, w>. Z wniosku 11 wynika, że 
h(w) ≥ h(w+). Z tego, że α2 = ET3 – ET4 < 0 wynika, że funkcja h(x) dla x∈(w, ∞) ma-
leje do h(∞) < 0. Z powyższego wynika, że istnieje dokładnie jeden punkt x0 ≥ w taki, 
że h(x0) = 0. 
 
Przypadek 2: α1 > 0, xM < w, h(∞) < 0. W tym przypadku funkcja h(x) = α1ET(x) + β1 osią-
ga dokładnie jedno maksimum w punkcie xM < w. Dla x∈(xM, w) funkcja h(x) maleje. 
Możliwe są dwa przypadki: 
– istnieje x0 ≤ w takie, że h(x0) = 0, wtedy funkcja g(x, w) osiąga maksimum w punk-

cie x0 < w, 
– h(w) > 0, w tym przypadku na podstawie α2 < 0 istnieje x0 ≥ 0, w którym funkcja 

g(x, w) osiąga maksimum. 
 
Przypadek 3: α1 < 0, xM ≥ w, h(∞) < ∞. Funkcja h(x) jest malejąca dla x∈<0, w> i jeśli 
h(w) < 0, to istnieje x0 < w takie, że h(x0) < 0. Jeśli h(w) ≥ 0, to istnieje x0 ≥ w takie, że 
funkcja g(x, w) osiąga maksimum lokalne. 
 
Przypadek 4: α1 < 0, xM < w, h(∞) < ∞. Przypadek ten jest najbardziej złożony z dotych-
czas rozważanych. Warunki istnienia maksimum współczynnika gotowości zależą od 
liczby rozwiązań równania: 

 1

1
H(x)

β
= −

α
 dla x∈(0, w) (21) 

Z faktu, że funkcja λ(x) jest jednomodalna wynika, że równanie (21) może posiadać 
najwyżej dwa rozwiązania. Jeśli równanie (21) posiada dokładnie jedno rozwiązanie, to 
h(w) < 0 i istnieje dokładnie jeden punkt x0 < w, w którym współczynnik gotowości 
przyjmuje wartość maksymalną. Jeśli równanie (21) ma dwa rozwiązania x01 i x02 takie, 
że x01< x02 < w, to h(w) > 0. Możliwe są dwa przypadki szczególne: pierwszy h(w+) ≤ 0 
i drugi h(w+) > 0.  
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W pierwszym przypadku współczynnik gotowości osiąga wartość maksymalną w punk-
cie x0 = w, w drugim w punkcie x0 > w. Zatem w przypadku istnienia dwóch rozwiązań 
równania (21) współczynnik gotowości osiąga dwa maksima lokalne w punktach x01  
i x0, minimum lokalne w punkcie x02. Jeśli g(x01, w) ≠ g(x0, w), to jedno z tych maksi-
mów lokalnych jest maksimum globalnym. Jeżeli g(x01, w) = g(x0, w), wówczas są dwa 
maksima lokalne będące maksimum globalnym. 
 
Twierdzenie 2. 
Jeśli α1 = ET3 – ET2 ≥ 0, ET3 < ET4, h(∞) < 0, λ(t) jest jednomodalna, to istnieje do-
kładnie jeden moment czasowy x0, w którym współczynnik gotowości g(x, w) osiąga 
wartość maksymalną. 
Jeśli ET3 < ET2, ET3 < ET4, h(∞) < 0, λ(t) jest jednomodalna i równanie (21) posiada 
najwyżej jedno rozwiązanie, to istnieje dokładnie jeden moment czasowy x0, dla które-
go współczynnik g(x, w) osiąga wartość maksymalną. 
Jeśli ET3 < ET2, ET3 < ET4, h(∞) < 0, λ(t) jest jednomodalna i równanie (21) posiada 
dokładnie dwa rozwiązania x01 i x02 (x01 < x02 < w), to współczynnik gotowości g(x, w) 
osiąga dwa maksima lokalne w punktach x01 i x0 ≥ w. 

6.4. Przykłady numeryczne 

W podrozdziale przeanalizowano cztery przykłady wyznaczania współczynnika 
gotowości i zysku na jednostkę czasu dla różnych rozkładów prawdopodobieństwa 
czasu do uszkodzenia. W szczególności omówiono rozkłady: 
– Weibulla, 
– odwrócony normalny, 
– Birnbauma-Saundersa z uogólnieniem Owena [93], 
– modyfikację rozkładu Dhilon. 
 
Przykład 6.1. W przykładzie rozważa się rozkład Weibulla z funkcją intensywności 
uszkodzeń w postaci λ(t) = a tb. Założono, że parametry modelu wymian są następujące: 
z = 4, z2 = – 0.03, z3 = – 0.01, z4 = – 0.08, ET2 = 0.15, ET3 = 0.06, ET4 = 0.2.  
Długość przedziału gwarancji w = 2. 
 
Na rysunku 6.1 przedstawiono wykresy współczynnika gotowości b = 2 i a∈{1, 1.1, 
1.2}. 
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Rys. 6.1. Współczynnik gotowości wsp(x) dla a∈ {1, 1.1, 1.2} 

 
Na rysunku 6.2 pokazano wykresy funkcji zysku na jednostkę czasu dla b∈{2, 3, 4}. 
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Rys. 6.2. Zysk na jednostkę czasu g(x, w) dla b∈ {2, 3, 4} 

 
Przykład 6.2. Zakłada się, że czas do uszkodzenia ma rozkład odwrócony normalny, 
opisany w podrozdziale 2.6. Na rysunku 6.3 pokazano przykładowe przebiegi funkcji 
intensywności uszkodzeń λ(t) dla par parametrów (a, m) ∈{(1, 2), (0.5, 0.5), (0.7, 1)}. 
Jako parametry modelu przyjęto: λ = 2, µ = 1, ET3 = 0.05, ET4 = 0.2. Na rysunku 6.4 
przedstawiono trzy wykresy współczynnika gotowości dla ET2∈{0.17, 0.175, 0.18}. 
Dla zysku na jednostkę czasu założono, że z = 2, z2 = – 0.05, z3 = – 0.05, z4 = – 0.1. Na 
rysunku 6.5 pokazano trzy realizacje zależności zysku na jednostkę czasu od długości 
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przedziału wymiany dla ET2∈{0.159, 0.1595, 0.16}. Analiza wykresów tej funkcji 
pozwala na stwierdzenie, że mamy do czynienia z przypadkiem, gdy funkcja kryterialna 
ma dwa maksima lokalne. W drugim z tych maksimów funkcja nie jest różniczkowalna. 
 

 
Rys. 6.3. Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) dla wybranych parametrów 
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Rys. 6.4. Współczynni gotowości wsp(x) dla rozkładu odwróconego normalnego 
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Rys. 6.5. Zysk na jednostkę czasu g(x,w) dla rozkładu odwróconego-normalnego 

 
Przykład 6.3. Przyjęto, że zmienna losowa oznaczająca czas do uszkodzenia ma roz-
kład z funkcją intensywności uszkodzeń w postaci:  

λ(t) = d + a ln(x + b)/(x + b) 
Funkcja ta jest pewną modyfikacją funkcji Dhilon z pracy [38 ] oraz funkcji z przykładu 4.5. 
Parametry a, b i c dobiera się tak, aby λ(0) > 0. Wiadomo, że λ(∞) = d. Funkcja λ(t) jest 
jednomodalna.  
Jako parametry modelu przyjęto: a = 5, b = 0.85, d = 1, ET2 = 0.05, ET3 = 0.07, ET4 = 0.5. 

Na rysunku 6.6 przedstawiono trzy wykresy współczynnika gotowości dla 
w∈{0.5, 0.75, 1}. Dla zysku na jednostkę czasu założono, że z = 4, z2 = – 0.4,  
z3 = – 0.01, z4 = – 0.5.  

Na rysunku 6.7 przedstawiono trzy realizacje zależności zysku na jednostkę czasu 
od długości przedziału wymiany dla w∈{0.5, 0.75, 1}. 
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Rys. 6.6. Współczynnik gotowości wsp(x, w) dla rozkładu z funkcją intensywności uszkodzeń 

λ(t) = d + a ln(x + b)/(x + b) 
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Rys. 6.7. Zysk na jednostkę czasu g(x ,w) dla rozkładu z funkcją intensywności uszkodzeń  

λ(t)= d + a ln(x + b)/(x + b) 
 
Przykład 6.4. Przedstawiono przykłady obliczeń dla rozkładu Birnbauma-Saundersa  
z modyfikacją Owena, opisanego w podrozdziale 2.7. Dla rozkładu Birnbauma- 
-Saundersa z modyfikacją Owena wyznaczono trzy przykładowe przebiegi funkcji in-
tensywności uszkodzeń, przyjmując a = 2, b = 1, k∈{0.4, 0.5, 0.6}. Wykresy funkcji 
λ(t) przedstawiono na rysunku 6.8. W przykładzie tym jako parametry modelu przyjęto:  
ET2 = 0.05, ET3 = 0.07, ET4 = 0.5. Ze wzoru (17) punktu 2.7 wynika, że dla  
k = 0.5 mamy zwykły rozkład Birnbauma-Saundersa, natomiast dla pozostałych warto-
ści parametru k rozkład ten nie jest rozkładem Birnbauma-Saundersa. Analiza wartości 
funkcji intensywności uszkodzeń λ(t) pokazuje, że dla k = 0.4 funkcja ta rośnie dla 
dostatecznie dużych t. 
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Rys. 6.8. Funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) dla rozkładu Birnbauma-Saundersa z modyfika-

cją Owena 
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Na rysunku 6.9 pokazano wykresy współczynnika gotowości dla takich samych para-
metrów jak poprzednio dla funkcji λ(t). 
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Rys. 6.9. Współczynnik gotowości wsp(x) dla rozkładu Birnbauma-Saundersa z modyfikacją 

Owena 
 
Dla zysku na jednostkę czasu założono, że z = 4, z2 = – 0.02, z3 = – 0.02, z4 = – 0.1. Na 
rysunku 6.10 przedstawiono wykresy funkcji zysku na jednostkę czasu dla a = 2, b = 1, 
k∈{0.4, 0.5, 0.6}. Analizując wykresy można stwierdzić, że dla k = 0.6 funkcja kryte-
rialna nie osiąga maksimum. 
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Rys. 6.10. Zysk na jednostkę czasu g(x) dla rozkładu Birnbauma-Saundersa z modyfikacją Owena 
 
 
 



7. Wybrane własności modeli czasów do uszkodzenia 
dla obiektów technicznych 

7.1. Klasa MTFR 

W rozdziale 4 zauważono, że w zadaniu maksymalizacji współczynnika gotowości 
szczególnie przydatne są rozkłady prawdopodobieństwa, dla których zachodzi: 

 r(x) = f(x)ET(x) – F(x)R(x) ≥ 0 dla x ≥ 0 (1) 

Znak pochodnej współczynnika gotowości zależy od znaku wyrażenia α r(x) + β, gdzie 
r(x) zależy tylko od rozkładu zmiennej losowej T1 oznaczającej czas do uszkodzenia. 
Współczynniki α i β zależą od wartości średnich ET2 i ET3 oraz macierzy prawdopodo-
bieństw przejścia P = [pij], i, j = 1, 2, 3 włożonego łańcucha Markowa. Dla rzeczywi-
stych systemów eksploatacji zachodzi α < 0, β > 0. Zatem, aby analizowany w rozdziale 
4 model współczynnika gotowości miał dla różnych α i β osiągać wartość maksymalną 
potrzeba, aby r(x) ≥ 0, dla x ≥ 0. 
Jeśli element (obiekt techniczny) jest wymieniany po czasie x lub po uszkodzeniu, to 
średni czas do obsługi można zapisać następująco: 

ET(x)M(x)
F(x)

=  dla x ∈  {x: F(x) > 0} 

Przypadek, gdy funkcja M(x) jest monotoniczna analizowano w pracach [9, 65, 82].  
W rozdziale 4 zauważono, że gdy stosunek F(x)/ET(x) jest funkcją niemalejącą, to 
zachodzi (1). Funkcja r(x) określona wzorem (1) jest użyteczna podczas formułowania 
kryteriów istnienia maksimum zysku na jednostkę czasu i maksimum współczynnika 
gotowości. Poniżej podaje się definicję klasy MTFR. 
 
Definicja 1. Zmienna losowa T (czas do uszkodzenia) należy do klasy MTFR (Mean 
Time to Failure or Repair), jeśli funkcja M(x) jest nierosnąca dla x∈{x: F(x) > 0}. 
Jeśli T posiada gęstość prawdopodobieństwa, to T∈MTFR i:  

r(x) = f(x)ET(x) – F(x)R(x) ≥ 0 dla x ≥ 0. 

Własności funkcji r(x) badano w pracach [65, 67, 68, 69, 70, 75]. Na podstawie [9, 65] 
prawdziwa jest inkluzja: 

IFR ⊂  MTFR ⊂  NBUE 

W pracy [9] udowodniono, że jeśli zmienna losowa T ma rozkład z gęstością prawdo-
podobieństwa f(x), to prawdziwa jest inkluzja: 

IFRA ⊂  MTFR 

W pracy [72] stwierdzono, że inkluzja ta jest prawdziwa dla dowolnych zmiennych 
losowych. Klasa MTFR posiada cały szereg bardzo ważnych własności, udowodnio-
nych w pracach [71, 72]. Poniższa własność 1 dotyczy tworzenia systemów równole-
głych złożonych elementów (obiektów technicznych), których czasy do uszkodzenia 
należą do MTFR. 
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Własność 1. Jeśli czasy T1, T2, …, Tn są niezależnymi zmiennymi losowymi posiadają-
cymi gęstość prawdopodobieństwa f(x), Ti∈MTFR dla i = 1, 2, …, n, to dla czasu 
uszkodzenia systemu równoległego zachodzi: 

Yn = max(T1, T2, …, Tn)∈MTFR 

Następna własność dotyczy tworzenia systemów szeregowych złożonych z ele-
mentów (obiektów technicznych), których czasy do uszkodzenia są zmiennymi loso-
wymi należącymi do MTFR.  

 
Własność 2. Jeśli zmienne losowe T1, T2, …, Tn są niezależnymi zmiennymi losowymi 
o takim samym rozkładzie posiadającym gęstość prawdopodobieństwa f(x), to dla czasu 
do uszkodzenia systemu szeregowego zachodzi: 

Zn = min(T1, T2, …, Tn)∈MTFR 

Klasa MTFR jest zamknięta ze względu na dodawanie zmiennych losowych [68].  
 
Własność 3. Jeśli zmienne losowe T1 i T2 są niezależne, T1, T2∈MTFR, to zmienna 
losowa T = T1 + T2∈MTFR. 
Inne własności udowodnione w pracy [72] nie będą w rozprawie analizowane. Dotyczą 
one zbieżności ciągu dystrybuant i mieszanin rozkładów. 
 

Analizowana klasa MTFR zawiera niektóre rozkłady z jednomodalną funkcją in-
tensywności uszkodzeń analizowane w podrozdziale 4.5. Z drugiej strony analiza da-
nych pochodzących z rzeczywistych systemów eksploatacji pokazuje, że własność jed-
nomodalności jest dosyć często spotykana w praktyce [39, 75, 89]. W podrozdziale 2.2 
rozprawy podano różne zastosowania rozkładów z jednomodalną funkcją intensywności 
uszkodzeń. Powyższe wskazuje na celowość wysiłków zmierzających do budowania 
modeli czasów do uszkodzenia posiadających jednomodalną funkcję intensywności 
uszkodzeń. Niektóre znane rozkłady, takie jak uogólniony rozkład gamma, potęgowy 
rozkład Weibulla, rozkład Birnbauma-Saundersa, dla pewnych wartości parametrów 
posiadają jednomodalną funkcję intensywności uszkodzeń. Rozkład odwrócony nor-
malny ma dla dowolnych parametrów jednomodalną funkcję intensywności uszkodzeń. 
Oprócz wymienionych wyżej rozkładów, istnieje możliwość tworzenia rozkładów z jed-
nomodalną funkcją intensywności uszkodzeń za pomocą mieszanin rozkładów. Z wyko-
nanego w podrozdziale 2.8 przeglądu literatury wynika, że problem tworzenia mieszanin  
z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń jest stosunkowo słabo zbadany. 

7.2. Tworzenie mieszanin rozkładu prawdopodobieństwa z jednomodalną 
funkcją intensywności uszkodzeń 

Możliwe jest budowanie mieszanin rozkładów dających w wyniku rozkład z jed-
nomodalną funkcją intensywności rozkładów. Poniżej rozważa się mieszaninę dwóch 
rozkładów czasów życia T1 i T2 z gęstościami f1(t) i f2(t), funkcjami niezawodności 
R1(t) i R2(t) i funkcjami intensywności uszkodzeń λ1(t) i λ2(t). Gęstość prawdopodo-
bieństwa mieszaniny wyraża się wzorem: 

f (t) = pf1(t) + (1 – p) f2(t) 

gdzie p jest wagą, 0 < p < 1. 
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Dla funkcji niezawodności mieszaniny zachodzi: 

R(t) = p R1(t) + (1 – p) R2(t) 

Funkcja intensywności uszkodzeń mieszaniny wyraża się wzorem: 

λ(t) = w(t) λ1(t) + [1 – w(t)] λ 2(t) 

gdzie w(t) = p R1(t) / R(t). Na podstawie powyższych równości można udowodnić cały 
szereg wniosków dotyczących własności funkcji λ(t). 
 
Wniosek 1. Pochodna pierwszego rzędu w’(t) funkcji w(t) wyraża się wzorem: 

w’(t) = w(t) (1 – w(t)) (λ2(t) – λ1(t)) 

Wniosek 2. Pochodna pierwszego rzędu λ’(t) wyraża się wzorem: 

λ’(t) = (1 – w(t)) (– w(t)(λ 2(t) – λ 1(t))2 + λ’2(t)) + w(t) λ’1(t) 

Ostatnie wyrażenie można uprościć, gdy wprowadzi się dodatkowe założenie, że 
zmienna losowa T1 ma rozkład wykładniczy. Fakt ten ujmuje następny wniosek. 
 
Wniosek 3. Jeśli R1(t) = exp (– λ1t), to: 

λ’(t) = (1 – w(t)) (– w(t)(λ 2(t) – λ1)2 + λ’2(t)) 

Mieszanina posiadająca jednomodalną funkcję intensywności uszkodzeń musi spełniać 
warunek λ’(0) ≥ 0.  
 
Wniosek 4. Jeśli R1(t) = exp (–λ1t), to λ’(0) ≥ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy: 

λ’2(0) ≥ p(λ 2(0) – λ1)2 

Dalsze rozważania prowadzono przy założeniu, że: 

λ 2 (t) = γt + (α / β)(t / β)α–1 

gdzie α ≥ 1. Funkcja niezawodności dla zmiennej losowej T2 ma postać: 

 R2(t) = exp(– ½ γt2 – (t / β)α) dla t ≥ 0 (2) 

Funkcja (2) jest szczególnym przypadkiem funkcji niezawodności wykorzystywanym 
do modelowania losowych sił niszczących (kruszących) materiały [52]. 
Bez zmniejszania ogólności rozważań można założyć, że β = 1. Jest oczywistym, że:  

λ2(t) = 0, λ2(t) = γ dla α ≥ 1. 

Niech h1(t) = w(t) (λ2(t) – λ1)2, h2(t) = λ’2(t) = γ + α(α – 1) tα–2. Funkcja λ2(t) rośnie od 0 
do ∞. Wynika stąd, że istnieje t1 takie, że h1(t1) = 0 i h2(t1) > 0. Z określenia funkcji h1(t) 
i h2(t) otrzymuje się:  

1
t 2

h (t)
lim

h (t)→∞
= ∞  

Z powyższego wynika, że równanie: 

h(t) = h1(t) – h2(t) = 0 

posiada przynajmniej jedno rozwiązanie, co na podstawie wniosku 3 pozwala stwier-
dzić, że funkcja λ(t) osiąga przynajmniej jedno maksimum lokalne. 
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7.2.1. Przypadki szczególne 

W tym punkcie rozważa się przypadki szczególne funkcji λ2(t) tak dobranej, aby funk-
cja intensywności λ(t) mieszaniny była jednomodalna. 
 
Wniosek 5. Jeśli 2 ≤ α ≤ 6 i pλ1

2 ≤ γ, to λ(t) jest jednomodalna. 
 
Dowód. Wiadomo, że równanie h(t) = 0 ma dla t > t1 przynajmniej jedno rozwiązanie. 
Bada się ułamek: 

u (t) =
2

2 1

2

( (t) )
' (t)

λ −λ
λ

 

Wiadomo, że u (t1) = 0 i u( )∞ = ∞ . Pierwsza pochodna u’(t) ma postać: 

u’(t) = { }22 1
2 2 2 12

2

(t)
2[ ' (t)] '' (t)( (t) )

[ ' (t)]
λ −λ

λ −λ λ −λ
λ

 

Niech u1(t) = 2 [λ’2(t)]2 – λ2’’(t) (λ2(t) – λ1). Podstawiając odpowiednie wyrażenie za 
λ2(t), λ2’(t) i λ2’’(t) otrzymano: 

u1(t) = 2γ2 + γα (α – 1)tα–2(6 – α) + α3 (α – 1)t 2α – 4 + λ1α (α – 1) (α – 2)tα–3 

Jeśli 2 ≤ α ≤ 6, to u1(t) > 0 i u’(t) > 0 dla t ≥ t1. Z wniosku 7.1 wynika, że w’(t) > 0, 
zatem w(t) rośnie dla t ≥ t1. Stąd u1(t)w(t) = u(t) rośnie od u(t1) = 0 do u(∞) = ∞. Rów-
nanie h (t) = 0 ma dokładnie jedno rozwiązanie i λ(t) jest jednomodalna.  
  
Wniosek 6. Jeśli α > 6 i pλ1

2 ≤ γ ≤ min {α2, λ1(α – 2)} / (α – 6), to funkcja λ (t) jest 
jednomodalna. 
 
Dowód: Jeśli t ≥ 1, to: 

 u1(t) ≥ 2 γ2 + α (α – 1)[γ (6 – α) + α2] tα–2 + λ1α (α – 1)(α – 2) tα–3
  (3) 

i jeśli γ ≤ α2(α – 6), to u1(t) > 0. 
Jeśli t < 1, to: 

 u1(t) ≥ 2 γ2 + α(α – 1)[γ (6 – α) + λ1(α – 2)] tα–3 + α3(α – 1) t2α –4 (4) 

i jeśli γ ≤ λ1(α – 2) / (α – 6), to otrzymuje się u1(t) > 0 dla t > t1.  
Z (3) i (4) dla 

γ ≤ min{α2, λ1(α – 2)} / (α – 6) 

otrzymano u1(t) > 0 dla t > t1. 
Z powyższego wynika, że u1(t) jest rosnąca i w(t)u1(t) jest rosnąca od 0 do ∞. Równanie 
h(t) = 0 ma tylko jeden pierwiastek i λ(t) jest unimodalna.  
 
Wniosek 7. Jeśli 1 < α < 2 i pλ1

2 ≤ γ, to λ (t) jest jednomodalna. 
 
Dowód: Jeśli 1 < α < 2, to λ’2(t) jest malejąca od ∞ do γ i w(t)(λ2(t) – λ1)2 ≤ γ dla t < t1  
i dla t > t1 w(t)(λ2(t) – λ1)2 rośnie od 0 do ∞. Wynika stąd, że równanie h (t) = 0 ma 
dokładnie jedno rozwiązanie i λ (t) jest jednomodalna.   



 

 

107 

7.2.2. Przykłady numeryczne 

Wyznaczono przykłady mieszaniny rozkładów analizowanych we wnioskach 5, 6 i 7. 
 

Przykład 7.1. Założono λ1(t) = 1, zmienna losowa T2 ma rozkład z funkcją niezawod-
ności daną wzorem (2) z parametrami β = 1, γ = 1, α ∈ {2.5, 3, 4, 5, 6}. Współczynnik 
wagowy jest p = 0.8. Funkcja intensywności uszkodzeń dla tej mieszaniny jest jedno-
modalna. Na rysunku 7.1 przedstawiono wykresy funkcji λ(t) dla różnych wartości 
parametru α.  
 

 
Rys. 7.1. Funkcje intensywności λ(t) uszkodzeń dla przykładu 7.1 

 
Przykład 7.2. Przyjęto, że λ1 = 1 i dla zmiennej losowej T2: α = 2, β = 1, γ∈{2, 3, 4, 5, 6}. 
Współczynnik wagowy p = 0.8.  
 
Na rysunku 7.2 przedstawiono wykresy funkcji intensywności dla różnych wartości 
parametru γ.  
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Rys 7.2. Funkcje intensywności uszkodzeń λ(t) dla przykładu 7.2 

 
Przykład 7.3. Założono, że λ1 = 2 i dla zmiennej losowej T2: α = 3, β = 1. Współczyn-
nik wagowy p ∈ {0.4, 0.3, 0.2, 0.15, 0.1}. Na rysunku 7.3 przedstawiono wykresy funk-
cji intensywności uszkodzeń.  
 

 
Rys. 7.3. Funkcje intensywności uszkodzeń λ(t) dla przykładu 7.3 
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Przykład 7.4. Przeanalizowano dane pochodzące z eksploatacji autobusów komunikacji 
miejskiej. Zbiór danych zawiera n = 4020 czasów między kolejnymi uszkodzeniami 
układu elektrycznego autobusów komunikacji miejskiej. Założono, że funkcja nieza-
wodności ma postać mieszaniny: 

 R(t) = p exp (–λt) + (1 – p) exp (– 0.5 γ t2 – (t / β)α) (5) 

Wykorzystując metodę największej wiarygodności dla danych pogrupowanych w klasy, 
obliczono: p = 0.76, α = 15.56, β = 99.03, λ = 0.082. Wykres funkcji intensywności 
uszkodzeń przedstawiono na rysunku 7.4. 
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Rys. 7.4. Wykres funkcji intensywności uszkodzeń λ(t) dla systemu elektrycznego autobusu 

 
Dla wyznaczonych wartości parametrów mieszaniny wykonano klasyczny test zgodno-
ści χ2 Pearsona i obliczono odpowiadajacy tej wartości poziom istotności α = 0.46. 
Wartość ta świadczy o wysokiej zgodności danych empirycznych z przyjętym mode-
lem. Jest to argumentem do wykorzystania mieszanin rozkładów do tworzenia złożo-
nych modeli probabilistycznych dla czasów życia obiektów technicznych. 

7.3. Mieszanina rozkładu wykładniczego z rozkładem Rayleigha 

Rozważana w podrozdziale 7.2 mieszanina (5) zależy od pięciu parametrów: 

R(t; p, λ, α, β, γ). 

W praktyce zdarzają się kłopoty z oceną tych parametrów, dlatego w tym podrozdziale 
rozważa się mieszaninę rozkładu wykładniczego z rozkładem Rayleigha posiadającym 
funkcję niezawodności w postaci: 

R2 (t) = exp 2t
2
α − 

 
 dla t ≥ 0 
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Funkcja niezawodności dla mieszaniny ma postać: 

 R(t; p, λ, α) = p exp(–λ t) + (1 – p)exp 2t
2
α − 

 
 dla t ≥ 0 (6) 

Stosowanie tego modelu wymaga oceny trzech parametrów: p, λ i α w przeciwieństwie 
do pięciu parametrów poprzedniego modelu. Poniżej udowodniono dwa wnioski dla tej 
mieszaniny. 
 
Wniosek 8. Jeśli pλ2 ≤ α, to funkcja intensywności uszkodzeń λ(t) jest jednomodalna. 
 
Dowód. Na podstawie wniosku 1 można stwierdzić, że funkcja w(t) jest malejąca dla  
t∈ (0, t1), gdzie t1 = λ / α i jest rosnąca dla t∈ (t1, ∞). Z powyższego wynika, że jeśli  
t < t1, to w(t)(λ2(t) – λ1)2 maleje od pλ2  ≤ α do 0 i dla t > t1 funkcja w(t)(λ2(t) – λ1)2 ro-
śnie od 0 do ∞. Równanie w(t) (λ2(t) – λ)2 = α posiada dokładnie jedno rozwiązanie t2 
takie, że:  

t2 > t1, λ(t) rośnie dla t∈ (0, t2) i maleje dla t∈ (t2, ∞).  
 
Wniosek 9. Jeśli pλ2 > α, to istnieją t3 i t4 takie, że t3 < t1 < t4 i λ(t) maleje w przedziale 
(0, t3), rośnie w przedziale (t3, t4) i maleje w przedziale (t4, ∞). 
 
Dowód. Jeśli h(t) = α – w(t)(λ2(t) – λ)2, to h(0) = α – pλ2 < 0, h(t1) = α > 0, h(∞) = – ∞. 
Funkcja h(t) rośnie od h(0) = α – pλ2 < 0 do h(t1) = α > 0 i maleje do h(∞) = – ∞. Stąd 
wynika, że istnieją t3 i t4 takie, że 0 < t3 < t1 < t4, λ(t) maleje w przedziale (0, t3), rośnie 
w (t3, t4) i maleje w (t4, ∞).   
 
Przykład 7.5. W pracy [89] analizowano dane dotyczące uszkodzeń silników autobu-
sowych. W cytowanej pracy stosuje się opisany w rozdziale 2 rozprawy potęgowy roz-
kład Weibulla, posiadający dla pewnych wartości parametrów jednomodalną funkcję 
intensywności uszkodzeń λ(t). Estymacja parametrów potęgowego rozkładu Weibulla 
wykonana w pracy [89] pokazuje, że dla analizowanych danych istnieje przypadek  
z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Wykorzystując dane empiryczne 
przedstawione w pracy [89], za pomocą metody największej wiarygodności dla danych 
pogrupowanych w klasy obliczono:  

p = 0.6433, α = 0.001284, λ = 0.0288 

Dla tych wartości parametrów p, α i λ wykonano test zgodności χ2 Pearsona i obliczono 
χ2 = 0.68. Wyznaczona wartość χ2 pokazuje wysoką zgodność rozkładu z danymi empi-
rycznymi. Na postawie wniosku 8 można stwierdzić, że λ(t) jest jednomodalna. 

7.4. Kryterium przynależności do klasy MTFR 

W podrozdziałach 7.2 i 7.3 rozważano mieszaninę rozkładu wykładniczego  
z funkcją niezawodności R1(x) = exp(– λx) i innym rozkładem z funkcją niezawodności 
R2(x). Funkcja niezawodności mieszaniny ma postać: 

R(x) = p exp(– λx) + (1 – p) R2(x) 
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Wartość średnią zmiennej losowej T można zapisać jako: 

ET = p / λ + (1 – p) ET2 

W podrozdziale 4.5 podano następujący warunek należenia zmiennej losowej T z jed-
nomodalną funkcją intensywności uszkodzeń do klasy MTFR: 

ET λ(∞) – 1 ≥ 0 

W rozważanym wyżej przypadku warunek ten można zapisać w postaci: 

 ET1 ≥ ET2 (7) 

Okazuje się, że warunek ten w przypadku mieszaniny rozkładu wykładniczego z roz-
kładem Rayleigha ma postać: 
 

2

2
π

α ≥ λ  (8) 

ponieważ  

2

0

1exp t dt
2 2

∞ π − α =∫   α 
 

Z wniosku 8 wynika, że analizowana mieszanina jest jednomodalna, gdy: 

 α ≥ pλ2 (9) 

Dla mieszaniny rozważanej w podrozdziale 7.2 warunek (7) ma postać: 

 2

0

texp( t )dt 1
2

α∞  γ
λ − − ≥∫  β 

 (10) 

Ciekawym wydaje się spostrzeżenie, że warunki (8) i (10) nie zależą od p. 

7.5. Uwagi dotyczące średniego czasu między uszkodzeniami  

Wspólną miarą niezawodnościową charakteryzującą systemy naprawialne jest średni czas 
między uszkodzeniami (Mean Tim Between Failure) oznaczany przez MTBF [4, 86].  
W podrozdziale 7.1 tego rozdziału podano, że 

MFBF = 
t

0

1 R(s)ds
F(t) ∫

 

W tym podrozdziale omówiono oceny dla MTBF. W pracy [4] udowodniono, że:  

tR(t) tMTBF
F(t) F(t)

≤ ≤  

Dla T∈ IFRA pokazano, że:  
t 1MTBF

lnR(t) F(t)
− ≤ ≤  

Dla klasy MTFR szerszej od IFRA (IFRA ⊂  MTFR) zachodzi poniższy wniosek. 
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Wniosek 10. Jeśli T∈MTFR, to: 

1 1MTBF min{t,ET}
(t) F(t)

≤ ≤
λ

 

Dowód. Niech: 
1h(t)

MTBF
=  

Pochodna pierwszego rzędu dla h(t) ma postać: 

2
f (t)ET(t) F(t)R(t)h'(t)

(ET(t))
−

=  

Wiadomo, że jeśli T∈MTFR, to h’(t) ≥ 0, stąd: 

MTBF ≥ MTBFL = 1
(t)λ

 dla t∈{t: λ(t) < 0} 

Następująca oczywista nierówność:  

t

0
R(s)ds min{t,ET}≤∫  

jest podstawą do budowy oceny z góry dla MTBF. Ocena z góry ma postać: 

U
1MTBF min{t,ET}

F(t)
= .  

W pracy [4] zaproponowano ocenę: 

A
t 1 R(t)MTBF
2 F(t)

+
=  

Jednak z cytowanej pracy nie wynika, czy MTBFA jest oceną z dołu czy z góry dla 
MTBF. Problem ten częściowo rozwiązuje następujący wniosek. 
 
Wniosek 11. Jeśli zmienna losowa T ma malejącą gęstość prawdopodobieństwa f(t), to 
MTBFA jest oceną z góry dla MTBF. 
Jeśli gęstość prawdopodobieństwa f(t) jest funkcją jednomodalną z modą w punkcie tm, 
to istnieje t1 ≥ tm takie, że MTBFA jest ograniczeniem dolnym dla MTBF dla t∈<0, t1>  
i MTBFA jest ograniczeniem górnym dla MTBF dla t∈ (t1, ∞). 
Dowód. Analizując różnicę: 

ET(t) t R(t) 1g(t)
F(t) 2 F(t)

+
= −  

oraz  

g1(t) =
tET(t) (R(t) 1)
2

− +  
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można przekonać się, że g1(0) = 0, g1(+∞) = – ∞. Pochodna pierwszego rzędu funkcji 
g1(t) ma postać: 

g’1(t) = ( )1 tf (t) F(t)
2

−  

Jeśli f (t) jest funkcją malejącą, to g’1(t) < 0 i MTBFA jest oceną z góry dla MTBF. 
Jeśli f (t) posiada modę w punkcie tm, to istnieje t1 takie, że tm < t1, g’1(t) ≥ 0 dla  

t∈ (0, t1) oraz g’1(t) ≤ 0 dla t∈ (t1, ∞).  
 
Przykład 7.6. Dla mieszaniny z przykładu 7.5 w tabeli 7.1 umieszczono kolejno: war-
tości funkcji niezawodności R(t), czas t, dokładną wartość MTBF, ocenę z góry 
MTBFU, ocenę z dołu MTBFL = 1/λ(t) i ocenę MTBFA. 
 
Tabela 7.1. Dokładne i przybliżone wartości dla MTBF 

R(t) t MTBF MTBFU MTBFL MTBFA 

0.99999 
0.9999 
0.999 
0.99 
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 

0.00054 
0.0054 
0.05398 
0.54031 
5.43971 

10.9261 
16.4696 
22.1619 
29.1751 
34.8007 
42.5854 
52.8174 
70.2655 

53.97 
53.97 
53.95 
53.76 
51.67 
49.15 
46.62 
44.21 
41.98 
39.94 
38.11 
36.50 
35.23 

53.97 
53.97 
53.98 
54.03 
54.40 
54.63 
54.90 
55.40 
56.35 
58.00 
49.73 
43.51 
38.68 

53.97 
53.97 
53.93 
53.55 
49.22 
44.05 
39.17 
34.90 
34.81 
34.81 
34.81 
34.81 
34.81 

53.97 
53.97 
53.95 
53.76 
51.68 
49.17 
46.66 
44.32 
42.26 
40.60 
39.54 
39.61 
42.94 

 
Analiza obliczeń zamieszczonych w tabeli pokazuje, że dla funkcji niezawodności R(t) 
bliskiej 1 wszystkie wymienione oceny są bardzo dokładne Dla R(t) < 0.5 najlepszą 
oceną z góry jest MTBFA.  
 
 
 
 
 
 
 
 



8. Podsumowanie 

1. Na podstawie wyników badań własnych oraz dostępnej literatury zaproponowano 
modele wyznaczania optymalnych okresów obsług profilaktycznych, które są ade-
kwatne do rzeczywistych systemów eksploatacji.  

2. Na podstawie danych pochodzących z rzeczywistych systemów eksploatacji wyka-
zano, że czasy do uszkodzenia dla wybranych układów autobusu mogą mieć rozkła-
dy prawdopodobieństwa z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Udo-
wodniono zatem, że niektóre uszkodzenia nie zostały skutecznie usunięte i pojawia-
ją się ponownie w procesie eksploatacji. Wykazano, że dobrymi modelami czasów 
do uszkodzenia są rozkłady będące mieszaninami rozkładów prawdopodobieństwa. 

3. W opracowanym semi-markowskim 3-stanowym modelu wymian profilaktycznych 
uwzględniono fakt, że naprawa i obsługa profilaktyczna nie zawsze prowadzą do 
pełnej zdatności obiektu technicznego. W modelu wymian uwzględniono także cza-
sy do uszkodzenia z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. 

4. Model n-stanowy jest uogólnieniem modelu 3-stanowego i jest dobrym narzędziem 
do modelowania pracy złożonych systemów eksploatacji. Dane uzyskane w procesie 
identyfikacji rzeczywistego systemu eksploatacji umożliwiły ocenę parametrów dla 
n = 11 stanowego modelu wymian profilaktycznych. Na podstawie analizy modelu,  
w którym wykorzystano rzeczywiste dane, wykazano, że możliwe jest podnoszenie 
efektywności funkcjonowania systemu eksploatacji. 

5. Zbudowany ogólny model wyznaczania obsług profilaktycznych dla systemów eks-
ploatacji z obiektami posiadającymi gwarancje producenta nadaje się do wyznacze-
nia optymalnych okresów wymian profilaktycznych. Jest to model bardziej złożony 
w stosunku do tych znanych w literaturze i znacznie dokładniej opisuje system eks-
ploatacji. W przeciwieństwie do przedstawionych w innych pracach przyjmuje się, 
że czasy napraw przed i po gwarancji, czas wymian są zmiennymi losowymi. Moż-
liwe jest także badanie istnienia maksimum funkcji kryterialnych dla przypadku, gdy 
czas do uszkodzenia ma rozkład z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. 

6. W pracy zdefiniowano też klasę rozkładów niezawodnościowych MTFR, która 
zawiera rozkłady z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń. Klasa MTFR  
w sposób naturalny została zdefiniowana podczas formułowania warunków istnienia 
maksimum współczynnika gotowości dla systemu 3-stanowego. 

7. Za pomocą zbudowanych w tej pracy modeli wymian profilaktycznych można uza-
sadnić konieczność szczegółowej identyfikacji rozkładu czasu do uszkodzenia dla 
elementów (obiektów technicznych). Udowodniono, że funkcje kryterialne: zysk 
przypadający na jednostkę czasu i współczynnik gotowości silnie zależą od typu 
rozkładu prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia. 

8. Z przeprowadzonych badań własnych wynika potrzeba dalszej analizy własności 
modelu n-stanowego, zwłaszcza dla budowania kryterium istnienia maksimum 
współczynnika gotowości. 

9. Na podstawie analizy rzeczywistych systemów eksploatacyjnych można wykazać 
konieczność dalszych badań nad budową modeli wymian profilaktycznych, co stwa-
rza w efekcie możliwość racjonalnego sterowania zyskiem przypadającym na jed-
nostkę czasu i współczynnikiem gotowości. 
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METODA WYBORU EFEKTYWNEJ STRATEGII EKSPLOATACJI 
OBIEKTÓW TECHNICZNYCH 

 
Streszczenie 

 
Praca dotyczy zastosowań wymian według wieku obiektów technicznych oraz 

problemów związanych z rozkładem czasu życia obiektu technicznego. Główny nacisk 
położono na optymalizację zysku na jednostkę czasu i współczynnik gotowości systemu 
eksploatacji. 

Cel i zakres pracy przedstawiono we wstępie. 
Po wstępie następuje rozdział 2, w którym wprowadzone zostały niezbędne w dal-

szych rozważaniach oznaczenia i pojęcia. Zdefiniowano rozkłady czasów życia stoso-
wane do wymian według wieku i klasy rozkładów niezawodności. W szczególności 
rozważane są rozkłady z jednomodalną funkcją intensywności uszkodzeń.  

Trzy modele: Harriagi, Grabskiego i Yecha są prezentowane w rozdziale 3. Ten 
rozdział zawiera także przykłady różnych rozkładów czasów życia w modelach wymian 
według wieku.  

Rozdział 4 jest związany z uogólnieniem 3-stanowego modelu wymian według 
wieku obiektów technicznych. Ten model wykorzystuje procesy semi-markowskie. 
Założono, że wymiana i naprawa nie prowadzą do pełnej efektywności obiektu tech-
nicznego.  

W rozdziale 5 wprowadzono uogólnienia wyników 3-stanowego modelu wymian. 
Ten rozdział zawiera także wyniki badań zysku na jednostkę czasu i gotowości wielo-
stanowego systemu eksploatacji. Przykłady numeryczne rzeczywistych systemów eks-
ploatacji pokazują stosowalność tego uogólnienia 3-stanowego modelu wymian.  

W rozdziale 6 badano uogólnienie modelu Yecha wymian według wieku obiektów 
z gwarancją. W tym modelu zakłada się, że niepomijalne są czasy wymiany i naprawy. 

W rozdziale 7 zaprezentowano wyniki z klas rozkładów starzejących, mieszanin 
rozkładów i ograniczeń dla średniego czasu między naprawami. W szczególności wy-
znaczono mieszaninę rozkładów mających jednomodalną funkcję intensywności uszko-
dzeń. Wyniki z mieszanin rozkładów wykorzystane do estymacji funkcji niezawodności 
i funkcji intensywności uszkodzeń zastosowano do systemu elektrycznego autobusu. 

Ponadto dołączono szeroką bibliografię tematu.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

122 

THE METHOD OF CHOICE THE EFFICIENCY STRATEGY 
OF THE MAINTENANCE OF TECHNICAL OBJECTS 

 
Summary 

 
The book deals with application of the age replacement of the technical object and 

problems connected with the distribution of lifetime of the technical object. The main 
emphasis is put on optimization of the profit per unit time and the availability of the 
technical maintenance system. 

The aim and the scope of the work are presented in Introduction. 
In Chapter 2, that follows the Introduction, some basic notions necessary to further 

considerations are introduced. The lifetime distributions applicable to the age replace-
ment investigation and the reliability classes of distributions are defined. The lifetime 
distributions with the unimodal failure rate function are particularly considered. 

Three models: Harriaga, Grabski and Yech are presented in Chapter 3. This chap-
ter also contains the examples of various lifetime distributions in the age replacement 
models.  

Chapter 4 is connected with the generalization of the 3-state model of the age re-
placement of technical object. This model utilizes the semi-Markov process. It has been 
assumed that the replacement and the repair do not lead to full efficiency of the techni-
cal object.  

The generalization of the results 3-state replacement model is introduced in Chapter 5. 
This chapter also contains the results of investigations of the profit per unit time and the 
availability of multi state technical systems. Numerical examples of the real mainte-
nance system show applicability this generalization of the 3-state age replacement 
model. 

In Chapter 6 the generalization of Yech model age replacement technical object 
with warranty are considered. In this model, it has been assumed that the time of re-
placement and the time of repair are not negligible. 

The results on ageing distributions classes, the mixture of distributions and the 
bounds for mean time between repairs are presented in Chapter 7. In particular of the 
mixture of the standard distributions having unimodal failure rate function are deter-
mined. The results on the mixture distributions used for the reliability function and the 
failure rate function estimation are applied to electrical circuit of a bus. 

Moreover, wide bibliography of topic is enclosed. 
 
 
 
 




