KURS STATYSTYKI
DLA STUDENTOW KIERUNKOW PRZYRODNICZYCH

UNIWERSYTETU TECHNOLOGICZNO-PRZYRODNICZEGO
W BYDGOSZCZY

Autorstwa
Anna Wenda-Piesik
Lech Gatezewski

Bydgoszcz 2020



ROZDZIAL 1 RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTA

Spis tresci

1.

2.

Pojecia zdarzenia i przestrzeni zdarzen

Borelowskie ciato zdarzen i relacje pomigdzy zdarzeniami
Wykresy Eulera

Kombinatoryka

Prawdopodobienstwo i jego wtasnosci

Przestrzen probabilistyczna i wlasnosci prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo catkowite i wzor Bayes’a

10
13
18



1.Pojecia zdarzenia i przestrzeni zdarzen

Rachunek prawdopodobienstwa jest dziatem matematyki zajmujgcym si¢ badaniem
prawidtowosci w  zakresie doswiadczen losowych, zwanych takze zjawiskami
przypadkowymi.

Doswiadczenie losowe — to takie do$wiadczenie, ktore moze by¢ powtarzane wiele
razy w tych samych warunkach i ktéorego wynikdw nie mozna jednoznacznie przewidzie¢
(rzut moneta, rzut kostkg szescienng, losowanie toto-lotka, rozdanie kart w brydza, strzelanie
do tarczy), do$wiadczenie losowe naukowe- pomiar okre$lonej wielkosci fizycznej, np.
zawartosci biatka w nasionach zboz.

Zdarzenie elementarne — pojecie pierwotne (nie definiuje si¢ go); jest to wynik (kazdy
z wynikéw) pewnego doswiadczenia, zwykle takiego, w ktorym pewne wilasciwosci tego
wyniku nie s3 znane z gory. Wszystkie mozliwe zdarzenia elementarne e tworza zbior
zdarzen elementarnych E — przestrzen zdarzen elementarnych.

Zdarzeniem losowym (zdarzeniem) nazywamy dowolny podzbidor A zbioru zdarzen
elementarnych. Zdarzenie losowe sktada si¢ zatem z pewnej liczby zdarzen elementarnych. O
zdarzeniach elementarnych skladajacych si¢ na zdarzenie A méwimy, Ze sprzyjaja zdarzeniu
A.
Szczegdlnym zdarzeniem losowym jest

1. zdarzenie niemozliwe, tzn. takie, ktdremu nie sprzyja zadne ze zdarzen elementarnych

(jest zbiorem pustym &)

2. zdarzenie pewne, tzn. takie, ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia ze zbioru zdarzen

elementarnych E.

3. zdarzenia przeciwne. Dla kazdego zdarzenia A zdarzenie E-A, bedace dopetnieniem

zdarzenia A do zdarzenia petnego, nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A

i oznaczamy A.

4. zbiory jednoelementowe, sktadajgce si¢ z jednego zdarzenia elementarnego
Jesli przestrzen zdarzeh elementarnych E ma n elementow, to zdarzen losowych jest 2"

(tacznie ze zdarzeniem pewnym 1 niemozliwym)

2.Borelowskie cialo zdarzen i relacje pomiedzy zdarzeniami
Borelowskim ciatem (o-ciatem) zdarzen nazywamy zbior S, do ktorego nalezg zdarzenia:

> zdarzenie pewne E, zdarzenie niemozliwe & (ZBIORY NIEWLASCIWE)



» oraz w ktérym dla kazdych zdarzen losowych A1, Ao, ... nalezacych do zbioru S nalezg
do niego takze zdarzenia:
» suma zdarzen A1 U A, - zdarzenie skladajace si¢ z tych wszystkich zdarzen
elementarnych, ktore naleza do co najmniej jednego ze zdarzen A1, Az
» iloczyn zdarzeh A1 N Ay, - zdarzenie skladajace si¢ z tych wszystkich zdarzen
elementarnych, ktore naleza do kazdego ze zdarzen Ai, A2
» roznica zdarzen Ai - Ao — zdarzenie skladajace si¢ z tych wszystkich zdarzen
elementarnych, ktore nalezg do A1 1 nie nalezg do A>
Inne relacje miedzy zdarzeniami
Zdarzenia przeciwne do zdarzenia A- zdarzenie sktadajace si¢ z tych wszystkich zdarzen
elementarnych, ktore nie nalezg do A (lecz nalezg do zbioru Q), nazywamy je symbolem A i
zachodzi ono wtedy, gdy nie zachodzi zdarzenie A.
Zdarzenie A: pociagajace za sobag zdarzenie A» (implikujace) — jesli kazde zdarzenie
elementarne nalezace do A1 nalezy takze do A.. zapisujemy je w postaci A1 < Ao.
Wykluczajace si¢ zdarzenia A1, Az- jesli nie maja one wspolnych zdarzen elementarnych, tzn.
iloczyn zdarzen A1 i Az jest zbiorem pustym A1 N Az = & . Zdarzenia te wykluczajg si¢, gdy

nie mogg zajs¢ tacznie.

3.Wykresy Eulera
Graficzna ilustracja dzialan na zdarzeniach przedstawiaja wykresy Eulera, gdzie
przestrzen zdarzen elementarnych E symbolizuje kwadrat a zdarzenia A lub B — kota w tym

kwadracie.

E E

zdarzenie A w przestrzeni E Sumowanie

AUB
lub



E E
A
B
lloczyn Roznica
AnB
i A-B O
E E
B
Zdarzenie przeciwne Implikacja
A Ac B

Zdarzenia wykluczajace si¢
AnB=0O

Jest przestrzen skladajaca si¢ z 2 zdarzen elementarnych: E = { e1 e2 }, moze to by¢

wyrzucenie orta O badz reszki R na monecie. Ze zbioru mozna utworzy¢ 22 = 4 zdarzenia :

Zbior ten
A= nazywamy
As = {er} CIALEM
ZDARZEN ,,S”
Az ={ex}
As={e1, e2}

Dziatania na tych zdarzeniach:



LAINA=DO=A

2. Ao N As=A; = {er}

3. As N As= Az = {es}

4. Ao U Az = Ay ={ey, e2}
5 AU As = As={e1, e}
6. A1u As= As={e1, e2}
7.As- As=Ar = {e1}

8. A2- As= Az {ei}
9.A1=A4

10. A2= Az

11. Ain Ao Az = As = {ey, e2}

Cialem zdarzen nazywamy taki zbior zdarzen, w ktérym mozliwe jest tworzenie sum,
iloczyndw, roznic, zdarzen przeciwnych, pewnych i niemozliwych dla wszystkich zdarzen

nalezacych do tego zbioru.

Przyktad 1.
Dos$wiadczenie — jednokrotny rzut kostkg do gry E { e1,€2,63€4,65,66}

zdarzenie A — liczba oczek nieparzysta A{e1,es,es}

zdarzenie B — liczba oczek mniejsza od 4 B{e1,e2,e3,}

Wynik sumowania jest zbiorem zawierajagcym zdarzenia elementarne zbiorow A lub B wigc

zbidr liczb nieparzystych lub mniejszych od 4

AU B= {eee;.8s}

Wynik mnozZenia jest zbiorem zawierajagcym wspoélne zdarzenia elementarne zbiorow A i B

wigc zbidr liczb nieparzystych 1 (jednoczes$nie) mniejszych od 4



AnB= {ees3}

Przyktad 2.
Do$wiadczenie — jednoczesny rzut dwiema monetami

Cialo zdarzen dla zbioru: E {e1,e2,e3} co odpowiada: OO, RR, OR

Ze zbioru mozna utworzy¢ 2% = 8 zdarzen losowych:
A1 9, Az{e1}= A3{e2)= A4{e3}= As{e1=e2}= Aﬁ{e1,=e3}! A?{e2=e3}= A8{e1=e2=e3}

Przyktady dziatan na tych zdarzeniach:

A6 - A2 = A4
A6 N A7 = A4 A3 - AB = A3
A4 N A5 = A1 7 = A2

A2 UA7 = A8 3 = A

A5 UA6 = A8 1 = A8

A1 UA2 U A3 = AS A1N A2N A3 = Af

Przyklady zadan na okreslanie zdarzen losowych.

1) Student zalicza matematyke, fizyke i statystyke. Interesuje nas, ktore przedmioty zaliczy:
a) Okresl przestrzen zdarzen elementarnych
b) Zapisz, jako podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych nastgpujace zdarzenia
losowe: A — student zaliczyl wszystkie przedmioty, B — student nie zaliczyt tylko
matematyki, C — student zaliczyt tylko statystyke, D- student zaliczyt doktadnie 2
przedmioty, E — student zaliczyt co najmniej 2 przedmioty, F — student zaliczyt fizyke,
G — student zaliczyt co najwyzej 2 przedmioty.
2) Z partii towaru zawierajacej sztuki dobre i wadliwe wylosowano 3 sztuki towaru.

Interesuje nas liczba wylosowanych sztuk dobrych.



a) Okresl przestrzen zdarzen elementarnych

b) Zapisz, jako podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych nastgpujace zdarzenia
losowe: A — wylosowano 3 sztuki dobre, B — wylosowano co najmniej jedng sztuke
dobrag, C- wylosowano co najwyzej jedng sztuke dobra.

c) Co oznaczajg zdarzenia: A’, B>, C’, AUB,BUC,AnB,AnB’ nC’

3) Dwukrotnie strzelamy do celu. Interesuje nas, w ktoérym strzale cel zostanie trafiony.
Okreslamy zdarzenia: A — trafienie w 1 strzale, B — trafienie doktadnie raz, C — trafienie
doktadnie dwa razy.

a) Rozpisz przestrzen zdarzen elementarnych
b) Zapisz, jako podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych nastepujace zdarzenia

losowe: A,B,C,A’, AUB,AnB,AnBNnC,A>uBuUC

4.Kombinatoryka

Zastosowanie wariacji z powtorzeniami

Zadanie: ile 3.nutowych (k) melodii utworzy¢ ze zbioru (n) nut {c,d,e,f,g,a,h}

Jest istotna kolejnos¢ elementow, cde, ced, dce,...itd. sg istotne - wchodza do wyniku

Elementy zbioru mogg si¢ powtarzac, np.{c,c,g}.

Wz6br na wariacje z powtorzeniami:

k k
W" =n

n
W2 =7
! Mozna utworzy¢ 343 r6znych melodii

Zastosowanie wariacji bez powtorzen

Zadanie: ile 3.nutowych (k) melodii utworzy¢ ze zbioru (n) nut {c,d,e,f,g,a,h), ale

nuty nie mogg si¢ powtarzac

Jest istotna kolejno$¢ elementdw, cde, ced, dce,...itd. sg istotne - wchodza do wyniku

np.{cX,
Elementy zbioru nie mogg si¢ powtarzac¢ P {Xg}



Wzor na wariacje bez powtorzen:
V= n!
" (n—k)!
s__ I

(-9
* Mozna utworzy¢ 210 r6znych melodii

Zastosowanie kombinacji

Zadanie: ile 3.nutowych (k) melodii utworzy¢ ze zbioru (n) nut {c,d,e,f,g,a,h), raz

uzyta nuta nie moze si¢ powtarzac i nie jest wazna kolejnos¢ nut

Nie jest istotna kolejno$¢ elementow, cde, ced, dce,...itd. sg nieistotne - wchodza do

wyniku jako 1 kombinacja

Elementy zbioru nie moga si¢ powtarzac
np.{c&a}

Liczba kombinacji CX, wyrazana jest wzorem

k n n!
C”ZQ)ZkKn—kﬂ

, 7!

7

3(7-3)! Mozna utworzy¢ 35 réznych melodii

Zastosowanie permutacji

Zadanie: ile mozna utworzy¢ melodii 7.nutowych ze zbioru 7 nut {c,d,e,f,g,a,h)
Jest istotna kolejnos¢ elementow

Elementy zbioru nie moga si¢ powtarzaé

Liczba kombinacji P wyrazana jest wzorem P = n!

Majac siedem nut utworzymy 7! = 5040 r6znych melodii



1) Ile liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych si¢ cyfrach mozna otrzymaé z cyfr :
0,1,3,5? Wypisa¢ te liczby. (Uzyj wzoru na permutacje i uwzglednij, ze liczby nie moga
si¢ zacza¢ od 0).

2) Dany jest zbior 3 roéznych cyfr {5,6,7}. Ile roznych liczb naturalnych 1 cyfrowych,
dwucyfrowych 1 trzycyfrowych o niepowtarzajacych si¢ cyfrach mozna utworzy¢ z
elementow tego zbioru? Wymien te liczby. (Wzor na wariacje bez powtorzen).

3) Gracz w brydza otrzymuje 13 kart sposrod 52 kart. Ile jest mozliwych rozdan, w ktorych
gracz otrzyma: a) doktadnie 10 kierow, b) 8 blotek? (Wz6r na kombinacje).

4) W Toto-lotku pitkarskim typuje si¢ wyniki 13 meczéw pitkarskich. Jesli w danym meczu
typuje si¢ zwycigstwo gospodarzy, to nalezy do kuponu wpisac¢ cyfre 1, jesli remis to
wpisujemy X, jesli zwyciestwo gosci to cyfre 2. Ile jest sposobdéw typowania?
(wykorzystaj wzor na wariacje z powtorzeniami).

5) W szpitalu zatrudnionych jest 8 lekarzy. Podczas dyzuru nocnego obecnych jest 4 lekarzy.
Ile jest mozliwych wariantow ustawienia dyzuru nocnego w tym szpitalu? (wykorzystaj

wzor na kombinacje).

5.Prawdopodobienstwo i jego wlasnosci

Jezeli na zdarzenie pewne Q) sklada si¢ n jednakowo mozliwych i wzajemnie si¢
wykluczajacych zdarzen elementarnych, sposrod ktdrych m sprzyja zdarzeniu losowemu A, to
prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy liczbe P(A) = n/k.
Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa:
Prawdopodobienstwem zdarzenia losowego A nazywamy liczb¢ P(A) przypisang w sposob
jednoznaczny dowolnemu zdarzeniu A i spetniajaca warunki:
I. 0<P(A)<1,
II. prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego P(Q)=1,
II1. prawdopodobienstwo sumy dowolnych, parami wykluczajacych si¢ zdarzen A1, Ay, ... jest

rowne sumie ich prawdopodobienstw: P(A1 U Az...) = P(A1) + P(A2) + ...

Wiasnos$ci prawdopodobiefistwa:
1. P(9)=0 — prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne zeru
2. jesli zdarzenia Al...An wykluczajg si¢ parami, to prawdopodobienstwo sumy zdarzen
jest rowne sumie ich prawdopodobienstw P(ALUA2UA3... UAN) = P(Al)+
P(A2)+...P(An)
3. Jesli zdarzenie A pocigga zdarzenie B A — B, to: P(A) < P(B), P(B-A) = P(B) — P(A)
10



4. Prawdopodobienstwo sumy dwoch dowolnych zdarzen jest rtowne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen zmniejszonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu :

P(A U B)=P(A) +P(B) -P(ANB)

5. Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rOwne roznicy jednosci i prawdopodobienstwa

zdarzenia przeciwnego do A: P(A) = 1- P(A’)

Prawdopodobienstwo P jest zatem funkcja P: Q—<0,1>.

Przyklady zadan na wykorzystanie klasycznej definicji prawdopodobienstwa.

1. Dwukrotnie rzucamy koscig do gry. Rozwaz zdarzenia losowe: A — suma wyrzuconych
oczek jest rowna 6, B — przynajmniej w jednym rzucie wypadng 2 oczka. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen: A, B,AuUB, AnB,A-B

2. Trzy razy rzucamy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze orzet wypadnie:

a) Dwa razy
b) Co najmniej dwa razy
c) Co najwyzej dwa razy

3. Ztali kart (52) wyciagnigto 1 karte. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze jest ona asem lub

pikiem.

Bardzo czgsto do wyliczania liczby k — zdarzen sprzyjajacych i liczby n — ogodlnej liczby
zdarzen postugujemy si¢ wzorami kombinatorycznymi.

Zadanie: rzucono 5 razy koscig do gry, okresl P(A) ze w kazdym rzucie otrzymamy inng
liczbe oczek. Przestrzen zdarzen elementarnych to E { e1,e2, €3,€4,65,66}

Nalezy rozwazy¢, wedlug jakich wzoréw kombinatorycznych da si¢ wyliczy¢ liczbe k 1 n.
Skoro mamy 6 wariantow 1 rzucamy koscig dwa razy, to liczba wszystkich mozliwych
wynikow (n) bedzie pochodzita od wariacji z powtorzeniami. Natomiast sprzyjajaca liczba
sukcesow k, ze w kazdym rzucie bedzie inna liczba oczek podlega wyliczeniu wedtug
wariacji bez powtorzen. Tabelka ponizej zamieszczona ma nam pomoc w zapamigtaniu

warunkow losowania.

Sposob losowania Kolejnos$¢ wyrazow Wariant liczenia

. istotna wariacja bez powtérzen V
bez zwracania

(bez powtorzen)

nieistotna kombinacja C

11



Ze zwracaniem
(z powtdrzeniami)

istotna wariacja z powtoérzeniami W

p(A) =K
n
k — to liczba zdarzen sprzyjajacych
| |
=720
n —to liczba zdarzen mozliwych
WS = 6°
=7776
P(A) =720/7776 = 0,093 Prawdopodobienstwo tego zdarzenia losowego wynosi niespetna
10% (9,30%).

1)

2)

3)

4)

5)

9.Przyktady na zastosowanie kombinatoryki do obliczania prawdopodobienistwa wedtug

klasycznej definicji.

W urnie znajduje si¢ 5 kul biatych 1 3 czerwone. Wyciaggnieto losowo 2 kule. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze sg to kule roznokolorowe?

Obliczy¢ i poréwna¢ prawdopodobienstwo osiagnigcia gldwnej wygranej w dwoch grach

liczbowych:

a) Duzy- Lotek (trafienie 6 liczb z wylosowanych 6 sposrod 49)

b) Multi-Lotek (trafne skreslenie 10 sposrod 20 premiowanych, wylosowanych z 80
liczb).

20 osobowa grupa studencka, w ktorej jest 12 studentek, otrzymata 5 biletow do kina.

Bilety rozdziela si¢ droga losowsg. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrdd

posiadaczy biletow znajdzie si¢ doktadnie dwdch studentow?

Student potrafi odpowiedzie¢ na 15 sposrod 20 pytan. Oblicz prawdopodobienstwo tego,

ze student odpowie na 2 spo$rod wylosowanych 3 pytan.

Oblicz prawdopodobienstwo, ze gracz w brydza wsrod 13 kart otrzyma doktadnie 1 asa

(w talii sg 52 karty i 4 asy).

12



6.Przestrzen probabilistyczna i wlasnosci prawdopodobienstwa
Trojke (E,S,P) nazywamy przestrzenia probabilistyczng: E - przestrzen zdarzen

elementarnych, S - cialo zdarzen, oraz okreslone na tych zdarzeniach prawdopodobienstwo P.

Zadania na wlasnosci prawdopodobienstwa:

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen wykluczajacych si¢

Zadanie: Oblicz prawdopodobienstwo P(C) wyrzucenia kostka do gry albo A - loczko albo B-
2oczka

Jest to przyktad na sumowanie prawdopodobienstwa (albo 1 albo 2). Sg to zdarzenia niezalezne
wykluczajgce sie, poniewaz jesli wykulam jedynke to nie wykulam dwojki.
Prawdopodobienstwo sumy tych dwoch zdarzen niezaleznych, wykluczajacych sie obliczymy:

P(C)=P(4UB) P(C)=14+1
6 6
Dwa zdarzenia A 1 B nazywa si¢ niezaleznymi, jezeli zajécie jednego z nich nie ma wptywu
na zajscie drugiego zdarzenia, tzn. P(A) = P(A|B) oraz P(B) = P(BJA).
Prawdopodobienstwo iloczynu dwoéch zdarzen: Jezeli zdarzenia A i B sa zdarzeniami
niezaleznymi, to P(A m B) = P(A) x P(B).
Przyklad. Oblicz prawdopodobienstwa wyrzucenia dwoéch jedynek w dwoch kolejnych
rzutach koscig do gry.
P(A) = 1/6, P(B) =1/6
P(A nB) =P(A) x P(B) = 1/6 x 1/6 = 1/36.
Prawdopodobienstwo zdarzenia B w sytuacji, gdy zaszto zdarzenie A nazywamy

prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia B i oznaczamy P(BJA).

13



Zadanie: w urnie jest 10 kul — 7 bialych 1 3 czarne
A — wylosowanie kuli bialej w pierwszym ciagnieciu
B— wylosowanie kuli bialej w drugim ciggnigciu
Jakie jest prawdopodobiefistwo wylosowania kuli biale] w pierwszym ciagnieciu?
7
P(4)=—
(4 T

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej w drugim ciggnieciu jesh
wrzucilismy z powrotem wylosowana wczesnie] kule — losowanie z zwracaniem?

7
P(B)= ﬁ Zdarzenia niezalezne = P (A) =P (B )

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej w drugim ciggnieciu jesli nie
wrzucilismy z powrotem wylosowane] wezesniej kuli — losowanie bez zwracania?

1) w pierwszym ciggnieciu wylosowano kule biala: p(B) = é
9

2) w pierwszym ciggnieciu wylosowano kule czamma p(B) = 1
9

Sa to zdarzenia zaleine (warunkowe, wzgledne) = P(4)= P(B)

Prawdopodobiefistwo zdarzenia A przy zalozeniu zajscia zdarzenia B P (A‘B )
P(ANB)

o6) P(B)>0

P(4B)=

Prawdopodobienistwo zdarzenia B przy zalozeniu zajscia zdarzenia A P (B |A)
P(AN B)

P(B
P(A)

A) = P(A4)>0

Jakie jest prawdopodobienistwo zdarzenia C
P(C) wylosowania w pierwszym 1 drugim rzucie kuli bialej?

P(A N B)=P(4)x P(B|4) = P(B)x P(A|B)

P(C) = % xg — 047

14



Zadanie: wylicz prawdopodobienstwo P(C) wyciggniecia dwoch aséw z 1zedu 7 tali 52 kart

A — as w pierwszym ciagnieciu

B — as w drugim ciggniecm

P(4) = 2 = 0076923
52

P(B) = Sil ~ 0,058824

P(AN B)=P(A4)xP(B|4) = 0,004525

Wzor mozna uogdlnié na wieksza (dowolna, skonczong) liczbe zdarzen zaleznych:

A)XP(Ay|dy A A,) % X P(A, |4~ A, A, )

P(4, A, .. A)=P(4)xP(4,

Wzér dla trzech zdarzen zaleznych:

P(AN BN C)=P(A4)x P(B

A)x P(C

AN B)

Przyklad do wykonania. Produkt przechodzi kolejno przez 3 proby kontrolne i jest
odrzucany po wykryciu wady w dowolnej probie. Prawdopodobienstwo odrzucenia
produktu w 1 probie wynosi 0,1 w drugiej, jesli przeszedt pierwsza 0,3, i w trzeciej, jesli
przeszedl poprzednie 0,2. Oblicz prawdopodobienstwo, ze produkt przejdzie przez trzy

proby.
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Zdarzenia niezaleine zespolowo

Zadanie: Wylosowalem zestaw kopert z pytaniami ze statystyki a na kazde z nich do wyboru 4
odpowiedzi a.b.c.d poprawna jest tylko jedna. Nie mam zielonego pojecia o statystyce wiec bede
strzelal. Jakie jest prawdopodobienstwo D, ze odpowiem poprawnie na trzy pytania z rzedu i P(E). Ze

nie odpowiem na trzy pytania z rz¢du i P(F) co najmniej 1 raz odpowiem dobize.

P(A) — poprawna odpowiedz na pierwsze pytanie P(4) = % P(D) = 1. 1.1 0.016
1 444 =

P(B) — poprawna odpowiedz na drugie pytanie P(B)= 4

P(C) — poprawna odpowiedZ na trzecie pytanie P(C)= j

Prawdopodobienstwo lacznego zajscia n zdarzen niezaleinych zespolowo jest réwne
iloczynowi prawdopodobienstwa tych zdarzen

P(A4) - bledna odpowiedz na pierwsze pytanie P(4)=1-P(4)=0.75
P(B) —bledna odpowiedz na drugie pytanie P(E) ~1-P(B)=0,75
P(C) - bledna odpowiedz na trzecie pytanie P(C)=1-P(C)=0.75

P(E)=0,75x0,75x0,75 = 0,42

Prawdopodobienstwo P(F) zajscia co najmniej 1 z niezaleznych zespolowo zdarzen A.B.C
rowne jest roznicy jednosci 1 illoczynu prawdopodobienistwa zdarzen przeciwnych

P(F)=1-P(4)x P(B)x P(C)
Jsli  P(4)=q, a @=9,-q, t PF)=1-¢q"

P(F)=1-0,75%0,75%x0,75 =1-0,75° =1- 0,422 =0,578

Przyklad do wykonania. Prawdopodobienstwo pomyslnego wykonania ¢wiczen przez
jednego sportowca wynosi 0,6. Dwaj sportowcy wykonuja to ¢wiczenie kolejno, kazdy z
nich po 2 razy. Sportowiec, ktory pierwszy pomyslnie wykona to ¢wiczenia otrzyma
nagrod¢ (zdarzenie A). Znalez¢ prawdopodobienstwo otrzymania nagrody przez

SpOrowcoOw.

Prawdopodobienstwo sumy dwoch dowolnych zdarzen:

P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
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Zadanie: Egzamin z statystyki (A) zdajg 7 na 10 studentéw, natomiast egzamin z biochemii (B)
zaledwie 4 na 10 studentéw. Oblicz prawdopodobienstwo zdania obu egzaminéw (C) oraz zdania
albo jednego albo drugiego (D). Zdarzenia niezalezne ale rozlgczne gdyz nie ma powigzania
miedzy jednym a drugim egzaminem.

P(4)=0,7 P(B)=0,4 P(C)=0,7x04

Zdarzenia sie nie wykluczaja prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen A 1 B
niewykluczajacych sie jest réwnie sumie prawdopodobienstwa tych zdarzefi pomniejszonej o
prawdopodobienistwo ich iloczynu.

P(AU B) = P(4)+ P(B) - P(A B)
P(D)=0,7+0,4—0,7x0,4= 082

Zadanie: oblicz P(C), ze wylosowana z 52 karta jest Asem (A) albo treflem (B) — nie wkluczaja
bo karta moze by¢ asem a moze by¢ trefl ale nie jest rozlaczne bo moze by¢ asem trefl.

4 13 13 4 1
P(4)=— PB)=— PO)=—+———
D=5 B=3 =55 13

1) W pierwszej urnie sg dwa losy wygrywajace i osiem przegrywajacych, w drugiej urnie
— cztery wygrywajace i sze$¢ przegrywajacych. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie
liczba oczek podzielna przez 3 losujemy z 1 urny, w przeciwnym razie losujemy z 2 urny.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wyciagnigty los jest wygrywajacy.

2) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucajac trzykrotnie kostka do gry wyrzucimy za
pierwszym, za drugim 1 za trzecim razem szostke.

3) 40% Polakéw to blondyni. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w sze$cioosobowej
rodzinie wszyscy s3 blondynami?

4) Na osiedlu znajduja si¢ dwa sklepy spozywcze. Prawdopodobienstwo zamknigcia
kazdego z nich wynosi 0,5. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej jeden z
nich bedzie otwarty? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze oba sklepy beda otwarte?

5) W kazdym z trzech pudelek znajduje si¢ po 10 detali W pierwszym pudelku jest 8, w
drugim 7, a w trzecim 9 detali standardowych. Z kazdego pudetka pobieramy losowo po 1
detalu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wszystkie 3 detale beda standardowe.

6) Dwoch strzelcow strzelito do jednego celu. Pierwszy trafia do celu =z
prawdopodobienstwem 0,9, za§ drugi z prawdopodobienstwem 0,8. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze cel zostat trafiony co najmniej raz.

7) Robotnik obstuguje 3 maszyny. Prawdopodobienstwo, ze w czasie T maszyny nie

wymagajg obstugi wynosi: 0,9 dla pierwszej, 0,8 dla drugiej 1 0,85 dla trzeciej. Maszyny

17



te pracuja niezaleznie od siebie. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w czasie T: a) zadna z
maszyn nie wymaga obstugi, b) wszystkie maszyny wymagaja obshugi.
8) Prawdopodobienstwo spotkania w parku psa na smyczy wynosi 0,8 a kota na smyczy

0,1. Jakie jest prawdopodobienstwo spotkania w parku pupila na smyczy?

7.Prawdopodobienstwo calkowite i wzor Bayes’a

Na zaistnienie zdarzenia A ma wplyw
wiele przyczyn zdarzen wzajemnie

N wykluczajacych sie B
B, B,
A - skutek
B, B, skute
A > 1 B,., — przyczyny, inaczej hipotezy
Hipoteza to przyczyna, ktéora moze ale nie
B Bs musi wywola¢ danego skutku — zachodzi z
J pewnym prawdopodobienstwem.

Jesli wystgpil dany skutek (zdarzenie A) to suma prawdopodobiefistw wszystkich hipotez
B,-B,. ktore mogly ja wywotaé =1

Stad wzér na prawdopodobienstwo calkowite P(A) zdarzenia skutkowego A ma postac:

P(4) = P(B))x P(A|B)) +...+ P(B,)x P(4|B,) = iP(B,.)x P(4|B)

Zadanie. Sporzadzamy mieszanke nasion B; - jeczmienia i B, - owsa o rownym udziale
ziarniakéw obu komponentow. Oznaczono zdolnos¢ kietkowania w laboratorium dla (A/B;)
jeczmienia na 90% a dla (A/B,) owsa na 96%.

Prawdopodobienstwo calkowite P(A) wzej$cia nasion

P(A)=0,5%0,9+0,5%0,96 = 0,93
N

Prawdopodobienstwa A/B; 1 A/B, znane sq gory a priori

Prawdopodobienstwa hipotez P(B1) i P(B2) oraz prawdopodobienstwa warunkowe P(A/B1) i
P(A/B>) sa to prawdopodobienstwa z nadania, aprioryczne. Uznajemy, ze sg nam znane przed
doswiadczeniem (przed faktem wykietkowania nasion). Prawdopodobienstwo catkowite P(A)

czyli prawdopodobienstwo kietkowalnosci wynosi 0,93.
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Jesli po fakcie, po doswiadczeniu wykietkowania nasion, patrzymy na siewki i zastanowimy
si¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze obserwowana siewka jest jeczmieniem, a jakie ze jest
owsem? To tak, jakbySmy odwrocili zdarzenie przyczynowe ze skutkowym. Chodzi teraz o

prawdopodobienstwo aposterioryczne, czyli po fakcie, inaczej méwigc po doswiadczeniu.

Wzor Bayes’a

Jezeli zdarzenie A zawiera si¢ w sumie zdarzen By, By, ..., Bn parami wylaczajacych sig, to:

P(B,/ A) = P(B)x P(A|Bl) Prawdopodobienistwa szukane a posteriori
P(4)
prawdopodobienstwo, ze siewka jest prawdopodobienstwo, ze siewka jest
Jjeczmieniem owsem
0,9x0.5 0,96x0,5
P(B|d)=—""=1048 P(B,|4)=—="""7 2052
0,93 : 0,93

2

Przyklady na zastosowanie prawdopodobienstwa calkowitego i wzoru Bayes’a.

1) Zaktady metalowe kooperuja z trzema odlewniami. Z poszczeg6lnych odlewni
pochodzi odpowiednio: 10%, 30% i 60% odlewow. Z zatozenia (a priori) wiadomo, ze
odlewy dostarczane z pierwszej odlewni zawierajg 2% wad, z drugiej — 10%, a z trzeciej -4%.
Stwierdzono, ze pewien odlew posiada wadg¢ ukryta. Z ktorej odlewni najprawdopodobniej on
pochodzi?

2) W magazynie znajdujg si¢ zarowki pochodzace z dwoch fabryk. 60% pochodzi z
fabryki I. Wérdd zarowek z fabryki I jest 1% wadliwych, a z posrod zaréwek z 11 fabryki 2%
wadliwych. Z magazynu pobrano losowo 1 zarowke, ktora okazala si¢ wadliwa. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze ta zaréwka pochodzita z II fabryki?

3) Sposrod 100 mezczyzn 5 nie rozroznia kolordéw, a sposréd 10000 kobiet 25 to
daltonistki. Z grupy o jednakowej liczbie me¢zczyzn 1 kobiet wybrano osobe, ktora okazata si¢
dotknigta ta wada wzroku. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana osoba jest

mezczyzna?
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4) Wysylany jest sygnat binarny O lub 1. Prawdopodobienstwo wystania sygnatu 0
wynosi 0,3, za$§ sygnatu 1 wynosi 0,7. Prawdopodobienstwo znieksztatcenia sygnatu 0 wynosi
0,4 a sygnalu 1 wynosi 0,2. A) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wystany sygnat zostat
znieksztalcony. B). Wiadomo, ze sygnal zostat znieksztatcony oblicz, ze byt to sygnat 1.

5) Fabryka samochodow kooperuje z czterema producentami uszczelek silnikowych. Ich
udziaty w zaopatrzeniu fabryki wynosza: 25%, 25%, 40% 1 10%. Kontrola jakosci uszczelek
wykazala nastgpujace odsetki wybrakowanej produkcji: I producent -5%, Il producent — 3%,
Il producent — 2% i IV producent — 6%. Wtasciciel zakupionego samochodu ztozyt
reklamacje¢ z powodu wady uszczelki. A) Ktéry z kooperantow jest najbardziej
prawdopodobnym producentem wadliwej uszczelki? B) Ktéry z kooperantdw jest najmniej

prawdopodobnym producentem wadliwej uszczelki?
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1.Dokladnos¢ pomiarow i dokladnos¢ liczbowa

Doktadnos¢ inaczej czutos¢, jest wlasnosciag przyrzadu, ktérym postuguje si¢ badacz w
czasie pomiaru. Czynno$¢ ta wigze si¢ z zastosowaniem przyrzadu, ktérym moze by¢ prosty
przymiar (np. linijka o dlugosci 50cm) lub skomplikowana aparatura (np. chromatograf
gazowy). Zadaniem mierzenia jest uzyskiwanie wynikow, tj. wartosci liczbowych
opisujacych ceche ilosciowa badanego przedmiotu. Poniewaz liczby sg swoistymi
komunikatorami dla badacza odno$nie wartosci interesujacej go cechy, nalezy umiejetnie si¢
nimi postugiwaé, juz na etapie zbierania danych. Nazywamy je woOwczas pierwotnym
materialem liczbowym, albo danymi Zrédlowymi.

Wartoéci bezposrednich pomiaréw cech ilosciowych nazywamy liczbami absolutnymi.
Towarzysza im jednostki miar podstawowych, zawarte w Migdzynarodowym Uktadzie
Jednostek Miar (w skrocie Uktad SI) lub jednostki spoza uktadu SI uznawane w biometrii za

jednostki legalne (tabela 1 i 2).

Tabela 1. Podstawowe jednostki SI

Wielkosé¢ Jednostka
nazwa Symbol nazwa Symbol

Dlugosc¢ | — dlugosé¢ Metr m

b — szeroko$é

h — wysokoé¢
Masa M(M) Kilogram kg
Czas t(T) Sekunda S
Objetosé Vv metr sze$cienny | m3

Tabela 2. Legalne jednostki miar, nie nalezace do uktadu SI

. L Jednostka Jednostka
Nazwa wielko$ci
Nazwa symbol podstawowa.
Masa Tona t 1000kg
decytona dt 100Kkg
Czas Minuta min 60s
godzina h 3600s
Powierzchnia Hektar ha 1000m?
ar a 100m?
Objetosé, pojemnosé | Litr L dm?®
Temperatura Stopien °C 273K
Celsjusza

Jednym =z podstawowych przyrzadow w laboratorium biometrycznym jest
elektroniczna waga laboratoryjna. Poslugujemy si¢ nia, jesli na przyktad chcemy dowiedzie¢
si¢, jakg mase ma odliczonych 1000 ziarniakow pszenicy jarej. Na tabliczce znamionowej
wagi znajdziemy kilka informacji o tym przyrzadzie. Najpierw o zakresie mozliwych
pomiarow: Min = 2g, Max = 2000g. Oznacza to, ze masa nasion ci¢zszych od 2kg nie
zostanie wyswietlona (wy$wietlacz pokaze ,,btad”), natomiast masa I1zejszych od 2g bedzie
wynikiem niepewnym (mruganie na wyswietlaczu). Ponadto jest informacja, ktora méwi o
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dopuszczalnym btedzie pomiaru (e = 1g). Oznacza to, ze producent zastrzega, iz odczyty na
tym przyrzadzie mogg si¢ rozni¢ od odczytoOw na innych wagach o £1g.

Nastepnie jest podana dokladnosé, z jaka pomiar zostanie wykonany (wyswietlony) d
= 0,1g. Méwimy, zZe jest to wtasnie czutos¢ tej wagi. Oznacza to, ze jesli masa 1000 nasion
bedzie wynosita 51g, to my ja odczytamy na wadze np. jako 51,2g. Ale, czy taka doktadnos¢
wystarczy, czy moze powinnismy postuzy¢ si¢ waga, ktéra mierzy z doktadnoscig do 0,01g?
UzyskalibySmy wowczas wyniki np. 51,15g lub 51,25g. Jeéli nie mamy pewnosci, co do
tego, z jaka doktadno$cia powinnismy dokonywaé pomiarow, to stosujemy zasade, ze liczba
jednostek pomigdzy warto$cig najwigksza a najmniejsza w naszych pomiarach powinna si¢
miesci¢ w przedziale od 30 do 300.

W naszym przyktadzie masa 1000 nasion pszenicy jarej miesci si¢ w zakresie 45 — 54g, to
znaczy ze jednostek wyrazonych w gramach od warto$ci najwigkszej do najmniejszej jest 9, a
to w mys$l powyzszej zasady zbyt mata doktadnos¢. Jesli wigc postuzymy si¢ owa waga z
doktadnoscig do 0,1g, to otrzymamy zakres np. 45,1 — 54,1g, a to daje nam 90 jednostek
réznicy wyrazonej w 0,1g. Jest to wigc wystarczajaca doktadno$¢é. Mowimy, ze uzyskaliSmy
warto$¢ liczbowa, z dokladno$cia do jednego miejsca po przecinku, z trzema miejscami

znaczacymi. W _biometrii czgsto stosujemy zasad¢ dokonywania pomiaréw w taki sposob, aby

liczba wynikajaca z pomiaru miata w zapisie 3 cyfry znaczace. W rozwazanym tu przykladzie

doktadnos$¢ masy 1000 nasion pszenicy nie musi by¢ wyrazona liczba z dwoma miejscami po
przecinku (0,01g). Z kolei masy 1000 nasion grochu, ktora miesci si¢ w zakresie 120 - 230g,
nie potrzebujemy wazy¢ z doktadnoscig do 0,1g, bowiem liczba jednostek pomiedzy
warto$cig najwigksza i najmniejszg wynosi 110.

Dla przypomnienia, cyfry od 1 do 9 s3 zawsze znaczace, natomiast cyfra 0 jest
znaczaca w zaleznos$ci od pozycji w liczbie; np. w liczbie 50,4 sg 3 cyfry znaczace (5,0,4) i
zero przed przecinkiem jest znaczace, natomiast liczba 0,04 ma 1 cyfr¢ znaczaca (4) na
drugim miejscu po przecinku, a zera przed nig sg nieznaczace. Zatem zer poczatkowych, ani
zer koncowych napisanych w wyniku zaokraglenia lub w celu zapelnienia miejsca nie
zaliczamy do cyfr znaczacych. Zaokraglenie do N cyfr znaczacych polega na takim
zaokragleniu liczby, aby w efekcie miata N cyfr znaczacych.

Dla przyktadu zaokraglenie do 3 cyfr znaczacych liczby 10,08 = 10,1, natomiast do 2
cyfr znaczacych = 10 (otrzymali$my jedna dziesiatke znaczaca, ,,0” nie jest tu znaczace).

Dokladno$¢ pomiaréw zalezy od mozliwosci aparatury, ale takze od celu badan 1 zasad

przestrzeganych w danej dyscyplinie naukowej. Rozpatrzmy te kwestiec na podstawie

wielkosci fizycznej zwanej ,,dtugoscia”.
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W badaniach z fitopatologii, czasami potrzebne sg pomiary dtugosci zarodnikéw w
celu rozpoznania patogena. Pomiaréw tych dokonuje si¢ za pomocg mikroskopu z podziatka,
gdzie jednostka jest um — mikrometr, czyli 0,0010mm (10°m), a doktadno$é skali wynosi
0,1um (tj. 100nm). Jesli wiemy, ze dlugo$¢ zarodnikéw dla rdzy kartowej jeczmienia miesci
si¢ w zakresie 19 — 22um, to wyniki naszych pomiaréw zapisujemy jako np. 20,3um
ewentualnie mozemy zapisa¢ 20,35um, jesli chcemy cyfre 5 uzna¢ za niepewna, bo widzimy
,ha oko”, ze dlugos¢ jest pomiedzy 20,3 a 20,4um. Nie nalezy jednak stosowac jednostek
zbyt matych lub zbyt duzych. W tym przyktadzie bytyby to zapisy 20 350nm lub 0,02035mm.
Pierwszy zapis ma za duzo cyfr znaczacych (5), drugi za$ za duza doktadnos¢ po przecinku (5
cyfr, z czego 4 znaczace). Dlatego tez stosuje si¢ odpowiednie jednostki podwielokrotne lub

wielokrotne dla jednostek podstawowych (tabela 3).

Tabela 3. Przedrostki i symbole do tworzenia jednostek wielokrotnych i podwielokrotnych

Nazwa .. Przedrostek
.. Mnoznik
mnoznika nazwa Symbol

Bilion 10%= 1000 000 000 000 | tera T
Miliard 10° = 1000 000 000 giga G
Milion 10 = 1000 000 mega M
Tysigc 10° = 1000 kilo K
Sto 102 =100 hekto H
Dziesieé 10t =10 deka Da
jednostka - - -
Dziesigta 101=0,1 decy D
Setna 102=0,01 centy C
Tysieczna 10°=0,001 mili M
Milionowa 10 =0,000 001 mikro M
Miliardowa 10°= 0,000 000 001 nano N

Pomiary plonéw ptodow rolnych (nasion zbdz, bulw ziemniaka, korzeni buraka itp.)
dokonujemy tak, aby moc je zapisaé w postaci decyton np. 43,2 [dt x ha™], lub tej samej
wartoéci w tonach 4,32 [t x ha™'] dla ziarna zboz, a w przypadku korzeni marchwi w postaci
np. 851 [dt x ha] lub 85,1 [t x hal]. Wazna jest wiec kwestia doboru przyrzadu do mierzenia
masy plonu z powierzchni mniejszych niz 1 ha. Na przyklad z poletka doswiadczalnego o
powierzchni 25 m? zebrano rzepak ozimy i wymtécono jego nasiona. Ich masa mieséci si¢ W
zakresie 5-9kg. Wiemy, ze odczyt powinien mie¢ 3 cyfry znaczace, wigc siggamy po wagg,
ktéra wazy z doktadnoscig do 0,01kg. Otrzymany wynik np. 7,28kg, ktory przeliczymy na
tony z hektara w nastepujacy sposob:

Plon [t x ha'] = ]z'—gx 7,28= 2,912 . Ten wynik jest jednak dla nas ,,zbyt” doktadny,

wigc zaokraglamy go do setnych wartoéci tony 2,912 ~ 2,91 t x ha™.
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Postugujac si¢ danymi pierwotnymi wykonujemy szereg obliczen, np. liczymy $rednig
arytmetyczng, odchylenie przecigtne lub odchylenie standardowe. Przetworzenie wynikéw
uzyskanych z pomiaréw prowadzi do uzyskania wtérnej informacji liczbowej. Te wartosci
przeliczone podajemy z dokladnoscig o jeden rzad wigkszg niz doktadno$¢ pomiaru —
mowimy tu o dokladnosci prezentacji wynikow.

Dokladnos$¢ prezentacji wynikow wiaze sie z zasadami zaokraglania liczb.

Plony pszenicy jarej pewnej odmiany badano w 2006 i 2007 roku w trzech stacjach
doswiadczalnych. Nalezy wiec zaprezentowac sredni plon tej odmiany pszenicy w badanych

latach:

Tabela 4. Zasady prezentacji $rednich po zaokragleniu

Rok Wyniki pomiarow ) Prezentacja
plonéw Srednia arytmetyczna $rednich plonow
[t x hal] [tx ha?]
2006 |4,31 4,32 4,35 - 4,327
vl 4,31+ 4,§2+4,35 _ 12,98 _ 432(6)
2007 |4,42 4,15 431 - 4, \ , : 4,293
vl 4 42+4:23I.5+4 31 _ 12,88 — 429(3)

Srednie w obydwu latach otrzymalismy jako wartosci w postaci utamka dziesigtnego
nieskonczonego okresowego. Dla danych z 2006 roku $rednig z okresem (6), przedstawimy z
doktadnos$cig do 3 miejsc po przecinku, zaokraglajac liczbe 4,32(6) do 4,327. Zastosowano
tutaj zasade, ktora mowi, ze jesli za cyfra, do ktorej nalezy zaokragli¢ (tutaj cyfra 6) jest cyfra
wigksza od 5 tzn. 6,7,8 lub 9 (tutaj cyfra 6), to zaokraglamy t¢ cyfr¢ o 1 w gore. Dla danych z
2007 roku sredniag wynoszaca 4,29(3) po zaokragleniu do trzech miejsc po przecinku
zapiszemy jako 4,293. Jesli bowiem po cyfrze, do ktorej zaokraglamy (tutaj cyfra 3) jest cyfra
mniejsza od 5, tzn. 0,1,2,3 lub 4 (tutaj 3), to zostawiamy t¢ cyfr¢ bez zmian (tabela 4).

A jak nalezy postapi¢ w zaokraglaniu wartosci liczbowych, jesli po cyfrze do ktorej
zaokraglamy jest cyfra 5? Rozwazmy to na innym przykladzie.

Wykonano 2 serie pomiaréw liczby dni, w ktorych rosliny chryzantem utrzymywaty
si¢ w fazie kwitnienia:

| seria; 15, 16, 18,20 x = % =17,25[dni]

Il seria: 21,17, 18,19 x = ? = 18,75 [dni]

Srednia arytmetyczna I serii wynosi 17,25, a nam potrzebna jest doktadnos¢ o jeden
rzad wigksza od wartos$ci pomiaréw (do jednego miejsca po przecinku), wigc zaokraglamy ja
do 17,2 dni. Srednig II serii, ktéra wyniosta 18,75, zaokraglimy do liczby 18,8 dni.

Przyjmujemy tu zasade, ze jesli po cyfrze, do ktorej zaokraglamy jest 5 a po 5 nie ma zadnej
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innej cyfry znaczacej, to cyfry parzyste (0,2,4,6,8) zostawiamy bez zmian, a cyfry nieparzyste
(1,3,5,7,9) zaokraglamy o 1 w gore. Jesli natomiast po cyfrze, do ktorej zaokraglamy jest
cyfra 5, a po niej na dowolnym jeszcze miejscu bedzie cyfra znaczaca (wigksza od 0), to cyfre
te zaokraglamy o jeden w gore, np. liczbe 124,503 chcemy zaokragli¢ do liczby z 3 cyframi
znaczacymi, to otrzymamy liczbe catkowitg 125.

W pracy badawczej zagadnienia doktadno$ci pomiarow wiaza si¢ takze z pojeciem
precyzji pomiaréw. O ile w mowie potocznej te dwa stowa sg uzywane zamiennie, Nnp.
mowimy, ze praca jubilera jest doktadna lub precyzyjna, przez co wyrazamy w jaki sposob
rzemie$lnik ten wykonuje bardzo drobne detale w zdobieniach, to w pomiarach naukowych
precyzj¢ i doktadno$¢ rozumiemy na zasadzie przeciwstawien. Precyzja bowiem w badaniach
oznacza powtarzalno$¢ otrzymywanych wynikéw z pomiarow. Otrzymywanie niewielkich
réznic w wielokrotnych pomiarach jednej proby tym samym przyrzadem 1 w takich samych
warunkach przy danej doktadnos$ci pomiaru $wiadczy o duzej precyzji. Stad, im wicksza
doktadno$¢ pomiarow, tym mniejsza ich precyzja i odwrotnie. Nie nalezy stosowaé zbyt
czutych przyrzadow (hiperdoktadnych), skoro nie beda dostarczaly nam wynikow
precyzyjnych.

Pozostaje jeszcze odpowiedzie¢ sobie na pytanie: Czy pomiar zawsze musi si¢ wigzac
z zastosowaniem jakiego$ przyrzadu, np. wagi?

Otoz nie koniecznie, w badaniach rolniczych czynno$¢ polegajaca na obserwacji za pomoca
wzroku, bez zastosowania sprzetu, jest takze pomiarem. Moze to by¢ zliczanie, tak jak w
przyktadzie liczby dni, w ktorych kwitly chryzantemy. Otrzymujemy wowczas wartosci ze

zbioru liczb naturalnych, ktére nazywamy realizacjami zmiennej skokowe;.

2.Skale pomiarowe

Przedmiotem badania statystycznego jest zbiorowos$¢ statystyczna, nazywana inaczej
populacja generalng. Wezmy jako przyktad przedmiotu badan gatunek pszenica jara (Triticum
aestivum sp. vulgare). Zbiorowo$¢ sktada si¢ z jednostek statystycznych, ktére w badaniach
rolniczych nazywamy osobnikami lub pojedynkami (np. pojedyncze rosliny pszenicy sg
badane pod wzgledem wydzielania zwigzkow lotnych z zielonego liScia). Specyfika
doswiadczen rolniczych jest stosowanie tzw. jednostki zbiorczej, np. poletka czy wazonu,
na ktorych uprawianych jest kilkadziesigt a nawet kilka tysiecy ro$lin przedmiotu badan, i to
oznacza dla nas jednostke statystyczng badang na przyktad ze wzgledu na wielko$¢ plonu

nasion.
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Badacza interesujg okreslone wiasnosci przedmiotu badan (odmiana, typ uzytkowy, wysokos¢
pedu, zawarto$¢ % biatka w nasionach, plon nasion). W zalezno$ci od zakresu prowadzonych
badan, moéwimy o populacjach jednocechowych (np. badamy tylko plon nasion),
dwucechowych (plon nasion i1 zawarto$§¢ % biatka) oraz wielocechowych, jesli w zakresie
badan jest wig¢cej niz dwie wlasnosci, (syn. cechy, zmienne) przedmiotu.

Warto$ci cech przypisywane sa jednostkom statystycznym w wyniku pomiaru okres§lone;j
wlasnos$ci. Wlasno$¢ mierzong okresla si¢ za pomocg zestawu relacji empirycznych pomiedzy
jednostkami, ktorym ona przystuguje. Sposob wyrazenia cechy zalezy od konstrukcji skali
pomiarowej. Waznym jest zagadnienie jednoznaczno$ci reprezentacji, ktore mowi, ze w
danej skali pomiarowej, w sposéb mniej lub bardziej jednoznacznie okreslony, sa
przyporzadkowane liczby jednostkom statystycznym. W zaleznosci od rozstrzygniecia tego
zagadnienia ustala sie, jakie relacje miedzy liczbami sa w danej skali spelnione oraz jakie
przeksztalcenia liczbowe sg dopuszczalne w danej skali pomiarowej. Im wigcej relacji miedzy
liczbami jest w danej skali spelnionych a mniej przeksztatlcen dopuszcza skala pomiarowa,
tym jest ona mocniejsza. Skale mocne posiadajag wiasnosci skal stabszych, a ponadto
dodatkowe pewne wilasnosci. Przedledzimy najwazniejsze typy skal pomiarowych, od

najstabszej do najmocniejszej na przyktadach stosowanych w rolnictwie.

Skala nominalna
W tej skali mozemy zastosowac tylko stowny opis wiasnosci jednostek przedmiotu

badan, czyli stworzy¢ tzw. kategorie nominalne. Na przyktad obserwujac wybarwienie
migzszu w bulwach ziemniaka (cech¢ jakoSciowa) stworzymy kategorie barwy: biala,
kremowa, jasno-zotta, ciemno-zotta itp. Badania organoleptyczne w zakresie przetworstwa
czesto bazuja na klasyfikacji rodzaju smakow (gorzki, kwasny, stodki itp.). W fitopatologii
skala nominalna jest wykorzystywana do opisu wygladu kultur grzybowych, gdzie grzybnia
jest opisywana pod wzgledem barwy, struktury (luzna, zbita) i obfitosci. Dla pszenicy jarej
przyktadami cech jakosciowych, wyrazanych w skalach nominalnych s3: odmiana, typ
uzytkowy, wypiekowos¢. Kategorie niektoérych cech mozna zapisa¢ za pomocg liczby, jak to
si¢ stosuje np. w oznaczaniu rodow hodowlanych (R112, R012). Specyficzng odmiang tej
skali jest skala nominalna dychotomiczna, ktora wyroznia tylko dwie grupy danej cechy, np.
podzial bakterii na Gram+ i Gram-, pte¢ osobnikow (9, ). Kategorie w skali nominalne;
stuzg tylko do oznaczania oraz identyfikacji i klasyfikowania jednostek statystycznych. Nie
posiadaja jednostki pomiaru oraz nie mozna ich uporzagdkowac, tzn. powiedzie¢, w jakiej

kolejnosci powinny wystgpowac. Mozemy jedynie okresli¢ relacje typu =, = (gorzkie #
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kwasne). Matematycznie jest to najstabsza skala, ktéra nie dopuszcza nawet prostych
obliczen arytmetycznych. Jedyna dopuszczalng operacja na liczbach jest tu zliczanie

osobnikodw w danej kategorii.

Skala porzadkowa
Stosowana jest do wyrazania takich cech, na ktorych nie mozna przeprowadzic¢

bezposrednich pomiarow, lecz jednostki statystyczne mozna uporzadkowac¢ wedlug pewne;j
zasady. Jest to zasada, ktora przydziela liczby ze wzgledu na stopien nasilenia cechy. Bardzo
czesto jest to zasada umowna, majaca zastosowanie w waskim zakresie badan, lub na uzytek
pewnego tematu badan. Na przyklad, po przeczytaniu tego podrecznika chcieliby$Smy
przeprowadzi¢ pomiar wsrod jego czytelnikow, chcac si¢ dowiedzie¢, na ile ksigzka ta
okazala si¢ przydatna do praktycznych zastosowan. MoglibySmy ustali¢ zakres skali
porzadkowej od 5 do 1, gdzie 5 oznacza, ze ksigzka znakomicie przygotowata czytelnika do
praktycznych zastosowan metod statystycznych za$ 1 oznacza kompletny brak przydatnosci
tej ksigzki. Zwroémy uwage, ze stopniom liczbowym mozemy nadaé opis werbalny, czyli
zamieni¢ skale porzadkowg na nominalng, np. 5 -znakomita, 4 -bardzo dobra, 3 -czasami
pomocna, 2 -mato przydatna, 1 -nieprzydatna.

Rangowanie to ustalanie hierarchii jednostek ze wzgledu na nat¢zenie cechy, np. chcemy
ustali¢, ktora cecha podrgcznika jest najwazniejsza dla czytelnika. Pytamy o 5 cech: ceng
ksigzki, objetos¢ ksiazki, jezyk przekazu, przyktady zadan, zakres wiedzy. Czytelnik ma
oceni¢ poszczegdlne jej elementy w skali od 1 do 5, w taki sposob, ze najwazniejsza cecha ma
si¢ znalez¢ na 1 miejscu.

W Polsce do oceny jakosci gleb ornych stosuje si¢ skale bonitacyjng 8. stopniowa
(klasy: I, 11, 1a, IIIb, Iva, Ivb, V 1 VI), w ktorej najlepsze gleby orne sg zaliczane do I klasy,
natomiast najstabsze do VI klasy, czyli wraz ze wzrostem stopni spada jakos¢ gleb ornych.
Poniewaz jakosci gleb ornych nie mozna bezposrednio ,,zmierzy¢” w catej rozciaglosci tej
cechy, musimy postugiwaé si¢ umownymi klasami, ktére w opisie zawieraja okreslone
wlasnosci gleb ornych. Jest to wigc pomiar wskaznikowy. W badaniach z zakresu ochrony
roslin wykorzystuje si¢ tzw. skale porazenia (lub uszkodzenia) przez okreslone gatunki
agrofagdéw, np. skale 3. stopniowa Poncheta (0,1,2) dla oceny stopnia wystepowania chordb
korzeni i podstawy Zdzbta na zbozach. W standardach Europejskiego Towarzystwa Ochrony
Roslin (EPPO) znajdziemy skale oceny wystgpowania np. rdzy na liciach zboz (rys. 1).

Zauwazmy, ze odlegtosci miedzy stopniami w tej skali s3 umowne 1 co wazne niejednakowe.
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Pomiedzy rangami 1 - 2 a 4 - 5 jest zupelnie inne nat¢zenie plam (pokrycie liscia przez
maczniaka).

Wspdlng cecha wszystkich skal porzadkowych jest brak jednostki pomiaru oraz tzw.
punktu zerowego. Natomiast kolejno$¢ rang (stopni, klas) mowi nam, ktore jednostki
statystyczne majg mniejsze, a ktore wieksze natezenie badanej cechy. W poréwnaniu wigc do
skali nominalnej skala ta charakteryzuje si¢ dodatkowymi wlasno§ciami, bowiem, oprocz =,
# wnosi relacje <, >. O te wlasciwosci jest od niej mocniejsza. Nie dopuszcza si¢ do
wykonywania dzialan matematycznych na wartosciach w skali porzadkowej (tym bardziej
statystycznych opartych na wyliczeniu sum kwadratow odchylen). Skale porzadkowe
pozwalaja na uzycie statystyk opartych na centylach, wyznaczanie kwartyli, mediany oraz

metod wnioskowania w oparciu o testy nieparametryczne.

‘
|
WY
0 1

2 3 4 5

Rys.1. Graficzna skala do oceny stopnia porazenia
zbo6z przez Puccinia spp. (EPPO Standards 1997).

Skala przedzialowa

Skale przedziatlowe (interwatowe) stosowane sa do wyrazania mierzalnych cech
jednostek przedmiotu badan takich jak dtugos$¢ pedu, zawarto$¢ azotu w glebie, masa nasion
z 1 rosliny szarlatu, liczba rozgatezien rzepaku.
Cechy te, nazywane takze iloSciowymi, dzielg si¢ zasadniczo na dwie grupy:
Pierwsza grupa to cechy skokowe (dyskretne), ktore przyjmujg okreslone warto$ci ze
skonczonego zbioru liczb, np. liczba rozgatezien 1 stopnia na todydze rzepaku, moze
przyjmowa¢ wartosci np. od 10 do 30, ale nie moze przyja¢ wartosci 2,5. Wartosci dyskretne
(liczby naturalne) pochodza ze zliczania i mowiac o nich stosujemy sformulowanie ,,liczba”,
w odniesieniu do dni, rodzin, kwiatow itp. Jednostka podziatu (interwalem) w tej skali jest 1 a

jednostkg pomiaru moze by¢ np. sztuka.
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Druga grupa cech mierzalnych to cechy w skali przedziatowej ciaglej, ktore przyjmuja
dowolne wartosci liczbowe w okre§lonym przedziale, np. temperatura gleby w maju moze
miescié sie w przedziale od 1,5°C do 10,0°C, moze wiec wynosié¢ 3,0°C lub 3,2°C. Wartosci
liczbowe w skali ciagtej pochodzace z bezposrednich pomiaréw sg liczbami absolutnymi, ale
interwaty (jednostki pomiaru) mogg by¢ dowolnie przyjmowane np. temperatur¢ mozna
mierzy¢ w stopniach Celsjusza lub Fahrenheita (pamigtajac, ze ,,0” w tych skalach nie jest
zerem absolutnym, a jedynie umownym). Jednostka pomiaru w skali przedzialowej jest
ustalana arbitralnie. W przypadku tych cech méwimy o ,,ilo$ci”’- stopni, gramow, milimetréw,
promili, w zaleznoéci w jakich jednostkach dokonujemy pomiaru. Co do interwatu,

pamigtajmy, ze ma on takg warto$¢, jak doktadno$¢ dokonanego pomiaru, np. 0,01 t.

Skala przedziatlowa umozliwia porownywanie réznic pomi¢dzy jednostkami statystycznymi
ze wzgledu na mierzong wihasnos¢, np. mozemy wylicza¢ roznice dla liczby dni wegetacji
dwoch odmian grochu, lub masy 1000 nasion tych odmian. Na wynikach w tej skali mozemy
stosowa¢ wszystkie techniki statystyczne wiasciwe dla skali nominalnej i porzadkowej,
ponadto wylicza¢ $rednig arytmetyczng, wariancj¢ 1 odchylenie standardowe oraz stosowac
metody wnioskowania parametrycznego, pod warunkiem, ze zmienne te reprezentuja rozktad

normalny.

Skala stosunkowa (ilorazowa)
Jest to najmocniejsza skala pomiarowa, ktora ma wszystkie cechy skali przedziatowej

oraz dodatkowg wtasnos$¢ taka, Zze posiada ustalony punkt zerowy (tzw. 0 bezwzgledne, czyli
absolutny brak mierzonej wielko$ci). Skala stosunkowa dotyczy np. temperatury absolutnej
mierzonej w stopniach Kelvina, podczas gdy temperatura w skalach Celsjusza i Fahrenheita
jest wyrazona w skali przedzialowej (zero umowne). Takie cechy przedmiotu badan, jak:
dlugo$¢, masa, liczba dni, plon, sa wyrazone w skali stosunkowej, a to pozwala nam na
stosowanie tych wszystkich obliczen jak dla skali przedzialowej, a ponadto na wyliczanie
stosunkow liczbowych pomigdzy jednostkami (np. stosunek dlugosci todygi grochu do
jeczmienia wynosi 1:0,8). Statystyczne miary opisu, ktore wymagaja skali stosunkowe;j to:
srednia geometryczna i $rednia harmoniczna oraz wspolczynnik zmienno$ci. Pozostate
statystyki sa dozwolone, jak dla w skali przedzialowej, a metody wnioskowania

parametrycznego pod rygorem rozktadu normalnego zmienne;.
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Zastosowanie roznych skal pomiarowych w badaniach.

Na podstawie przyktadu badan obserwacyjnych nt. ,,Wystepowanie grzyboéw patogenicznych

i endofitycznych na trawach w roznych siedliskach” zaklasyfikujemy badane cechy do

odpowiednich skal pomiarowych.

>

Rodzaj siedliska (naturalne, potnaturalne, agrocenozy poét uprawnych) -
NOMINALNA

Oznaczone gatunki traw w siedlisku (np. rajgras, tymotka, kupkéwka) -
NOMINALNA

Liczba oznaczonych gatunkéw traw — PRZEDZIALOWA SKOKOWA

Rozpoznane choroby traw (np. maczniak rzekomy traw, plamisto$§¢ obwodkowa, rdze,
gtownie) - NOMINALNA

Oznaczone gatunki patogendéw grzybowych traw (np. Puccinia graminis, Urocystis
agropyri) - NOMINALNA

Stopien porazenia poszczegdlnych gatunkoéw traw przez grzyby patogeniczne -
PORZADKOWA

Liczba porazonych roslin danego gatunku trawy przez okreslonego patogena —
PRZEDZIALOWA SKOKOWA

Indeks porazenia (%) trawy okreslonego gatunku przez patogena — PRZEDZIALOWA
CIAGLA

Gatunki wyizolowanych endofitéw - NOMINALNA

Liczba gatunkow endofitéw wyizolowanych na 1 gatunku trawy — PRZEDZIALOWA
SKOKOWA

Stosunek liczby patogenow do liczby endofitow na poszczegdlnych trawach —
ILORAZOWA

Wskaznik bior6znorodnosci grzybowej - ?

3.Sposoby przeksztalcen danych liczbowych

Dane liczbowe w badaniach przyrodniczych to przede wszystkim wyniki pomiarow

bezposrednich, tzn. takich, ktore sa dokonywane na badanym osobniku za pomoca r6znych

przyrzadow, lub dotycza zliczania tych osobnikéw pod wzgledem jakiejs$ cechy.

Bardzo czesto jednak musimy postugiwaé si¢ tzw. pomiarami posrednimi. Chcac

dowiedzie¢ sig, jaka jest zawarto$¢ biatka ogdlnego w $wiezej masie roslin grochu musimy
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najpierw w odpowiedniej metodzie bezposredniej oznaczyé zawarto$¢ azotu N (g x kg™?)
ktorg mnozymy przez 6,25 i otrzymamy zawarto$¢ biatka ogolnego (g x kgt), w zielonce.

Sa jednak zagadnienia w badaniach rolniczych takie, gdzie nat¢zenia cechy nie da si¢ okresli¢
za pomocg pomiaru bezposredniego, ani tez posredniego. Klasycznym przyktadem sg walory
rolniczej przestrzeni produkcyjnej. Do oceny rolniczej przestrzeni produkcyjnej
wykorzystujemy tzw. pomiary wskaznikowe. Wskaznik rozumiemy jako liczb¢ wyrazajaca
poziom danego zjawiska (cechy jakosciowej); wskaznik jakosci 1 przydatnosci rolniczej gleb,
agroklimatu, warunkow wodnych, rzezby terenu. Wszystkie elementy tej oceny sktadajg sie
na og6lny wskaznik jakosci rolniczej przestrzeni produkcyjnej, ktérego rozpietos¢ wynosi od

40 do 100 punktow.

Wskaznik Margalefa to inaczej indeks bior6znorodnosci; liczy si¢ go ze wzoru:
S5

D =
log N

gdzie:
S — liczba wszystkich gatunkéw (taksonow),
N — liczebno$¢ wszystkich osobnikéw ze wszystkich gatunkow.

W odniesieniu do wartosci tego indeksu mozna ustali¢ np. klasy czystosci wod (wg.
Rozporzadzenia Ministra Srodowiska z 11 lutego 2004):

| klasa: D > 5,50; bardzo czyste wody

Il klasa: D = 4,0 — 5,49; czyste wody

Il klasa: D = 2,50 — 3,99; wody nieznacznie zanieczyszczone

IV klasa: D = 1,0 — 2,49; wody zanieczyszczone

V klasa: D < 1,0; wody bardzo zanieczyszczone

Do oceny bioréznorodnosci stosuje si¢ wiele réznych miar i wskaznikow na Swiecie.
Ciekawy ich przeglad znajdzie czytelnik w publikacji Jadwigi Sienkiewicz pt. ,,Koncepcje
bioréznorodnosci — ich wymiary i miary w $wietle literatury” (Ochrona Srodowiska i

Zasobow Naturalnych nr 45, 2010 r.)

Dane liczbowe z dwoch pomiaréw bezposrednich mozna poddawaé przeksztatceniom poprzez
dzielenie ich wartosci. Otrzymamy wowczas stosunek liczbowy, np. stosunek liczby dni w
pehi stonecznych do dni z czgsciowym zachmurzeniem w miesigcu wrzesniu moze Wynosic¢
1:3. Rozne informacje mozemy odczytywacé ze stosunkow. Stosunek wegla organicznego w
glebie do azotu (C:N) powinien wynosi¢ 10-17:1, co oznacza, ze wegla w glebie powinno by¢

od 10 do 17 razy wiecej niz azotu, aby nie doszto do tzw. procesu zbialczania gleby. Ustalanie
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dhugosci oswietlenia w badaniach laboratoryjnych, tzw. fotoperiodu rowniez podaje si¢ jako
stosunek liczby godzin dnia do nocy (D:N) np. 16:8 oznacza, ze w laboratorium faza
o$wietlania bedzie 2x dtuzsza od fazy ciemnej. Stosunki liczbowe mozna takze podawaé dla
zmiennych ciggtych, np. plonu. Ze stosunku plonu nasion grochu do plonu ziarna jeczmienia
w uprawie mieszanej tych dwoch gatunkéw wynoszacym 0,81:2,83 t x hal, dowiadujemy sie,
Ze ziarna jgczmienia jest 3,5 razy wiecej (2,83:0,81 = 3,49 = 3,5) niz nasion grochu w plonie
catkowitym mieszanki. Zauwazmy, ze stosunek liczb z bezposrednich pomiarow dobrze jest
zamieni¢ na stosunek do liczby 1. Jesli za 1 przyjmiemy plon grochu, stosunek wynosi
1,0:3,5, a gdy 1 oznaczymy jako plon jeczmienia, to stosunek wyniesie 0,29:1,0.

Proporcje (frakcje) obliczamy jako udziatl czesci jednostek (ni) w stosunku do wszystkich

jednostek (N). Oznaczymy proporcje literg f.

Chcemy si¢ dowiedzie¢, jaka jest proporcja jatowek na poczatku roku w stadzie bydfa. Stado
liczy N=48 sztuk bydta, w tym jalowek ni=12. Dzielgc 12 przez 48 uzyskamy 0,25, co
oznacza, ze Y4 (¢wier€) stada to jatdéwki. Pod koniec roku, w tym samym stadzie liczagcym 48
sztuk, mamy 8 jalowek. Ich proporcja wynosi teraz 8/48 = 0,1(6). Jezeli chcemy
zaprezentowa¢ udziat jatdowek w stadzie w liczbach wzglednych, to zamieniamy proporcje na

procenty, mnozac proporcj¢ x 100. Oznaczymy je literg W.

W =2t <100,
N
w naszym przykladzie uzyskamy 25% jatdéwek na poczatku roku 1 w zaokragleniu 17%
jatowek na koniec roku. Warto$ci tych procentdow powinniSmy jednak zapisywaé z
doktadno$cig odpowiadajaca zapisowi liczb utamkowych, czyli 25,00% 1 16,67% (zgodnie z
zasadg zaokraglania liczb). Przypomnijmy sobie podstawowe dzialania na procentach. Chca
wiedzie¢, o ile procent zmniejszyta si¢ liczba jatdowek pod koniec roku w stosunku do

poczatku roku stosujemy obliczenie:

10-8  100= 2 x100= 20%
10 10

Jesli pytanie sprecyzujemy, o ile procent byla wigksza liczba jaldéwek na poczatku roku od

liczby na koniec roku postgpimy tak:

%xlOOz%xlOOz 25%

Jesli natomiast chcemy powiedzie¢, jaka jest roznica pomigdzy procentem jatowek na
poczatku i1 na koncu roku to musimy uzy¢ jednostki zwanej punkt procentowy (pkt.%).
Roznica ta wynosi 8,33 pkt.% (25,00-16,67).
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Pami¢tajmy jednak, ze udzialy procentowe maja swoj magiczny urok, ktéry moze
wprowadza¢ czytelnika w blad (w sposdb zamierzony lub niezamierzony). Chodzi o
podstawe, czyli liczbe, w stosunku do ktdrej odnosi si¢ wyliczany %. Jezeli N jest niewielkie
(np. badali$my tylko 6 gospodarstw), to méwiac, ze 33,33% gospodarstw (2 z 6) stosuje
prawidtowe dawki nawozéw mineralnych, wyobrazamy sobie ich udzial w ogoéle, ale
pamigtajmy, ze to bardzo mala proba i nie powinniSmy wysuwaé takich wnioskow ogélnych
na jej podstawie. Ponadto, wyliczanie % na podstawie mato liczebnych prob daje nam
przerwy pomigdzy warto§ciami w skali %. Dla N=6, jedynie mozliwe wartosci % to: 0,00;
16,67; 33,33; 50,00; 66,67; 83,33 1 100,00 (brak wartosci w przedzialach np. od 0,00 do
16,67). Dlatego tez, bardzo cze¢sto musimy transformowac¢ dane procentowe, aby uzyskaé ich

rozktad normalny.

W badaniach przyrodniczych postugujemy si¢ takze indeksami. W przypadku obliczania
indeksu porazenia (lub uszkodzenia) rosliny uprawnej przez agrofaga, ktérego natezenie

oceniono w skali porzadkowej (np. 0 — 5) stosujemy wzor Townsenda-Heurbergera:

Z (n; xv;) .
IP(%) = Txloo, gdzie
X

Vi— stopien porazenia

ni — liczba porazonych roslin (lub ich cz¢sci) w stopniu Vi
N - liczba badanych roslin (lub ich czgsci)

V — najwyzszy stopien porazenia

Przyktad dotyczy oceny porazenia 150 roslin pszenicy okreslonej odmiany przez patogena
rdzy zdZbtowej wg skali EPPO:

Stopien Liczba roslin Ni X Vi
porazenia Vi N
0* 45 0
1 23 23
2 35 70
3 22 66
4 15 60
5(V) 10 50
suma N=150 269

*0 w skali porzadkowej z zasady nie wystgpuje, nie ma bowiem zerowego odniesienia do

kolejnosci wystgpowania wariantow.
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Jednak skale quasi-porzadkowe, jak te stosowane w ochronie roslin majg umowne 0, ktére tu
oznacza catkowity brak objawdéw porazania przez patogena. Ponadto, zwr6émy uwage, ze
gdyby skala ta zaczynata si¢ 1 a konczyta na 6 stopniu to wartos¢ IP w % bylaby wyzsza
(46,56% zamiast prawidtowej 35,87%).

Z (n; xv;) 269
IP(%) ==————-x100=——— =35,86(6) ~ 35,87%
N xV 150x5
IP mozemy nazwa¢ $rednig wazong procentowg porazenia wszystkich badanych jednostek

(roslin lub ich czesci).

4. Transformacje danych liczbowych

Transformacje danych to inaczej przeksztatcenia algebraiczne majace stuzy¢ poprawieniu
ich rozktadu do jak najblizej podobnego rozktadowi normalnemu. Odnosimy si¢ tu
wiasciwosci krzywej Gaussa, ktora ma wyglad krzywej dzwonowej symetrycznej z 0sig
symetrii przebiegajaca przez punkt wartosci oczekiwanej w populacji generalnej E(X).
Symetryczny rozktad oznacza, ze w tym punkcie znajduje si¢ rowniez warto$¢ najczesciej
powtarzana w rozktadzie (modalna) oraz warto$§¢ Srodkowa z uporzadkowanego szeregu
danych (mediana). Warto$¢ wspotczynnika asymetrii (AS) wynosi 0 w sytuacji rozktadu
symetrycznego. Drugg wazng wlasnoscig rozktadu normalnego jest odpowiednia koncentracja
wynikow wokot wartosci oczekiwanej. Jej miarg jest kurtoza, ktora bedzie $wiadczyta albo o
normalnej koncentracji (K wynosi 3), o nadmiernej koncentracji (K > 3) lub o zbyt mate;j
koncentracji (K < 3).

Rozwazymy kilka typow rozktadow odbiegajacych od rozktadu normalnego.

4.1. Rozktad symetryczny, normalnie skoncentrowany
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Histogram
Zawartosci ttuszczu w mleku (%)
— Oczekiwany normalny rozktad
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3,17 3,48 3,80 4,12 4,43 4,75 5,07
Srodki klas
M,=M,=x

4,00 ~ 4,14 ~ 4,15

As =0,05K = 2,3
Dane dotyczace zawartosci thuszczu w mleku krowim majg trzy miary centralne bardzo do
siebie zblizone. Widzimy, zZe rdznica pomiedzy $rednig a mediang to 0,01 %, a modalna
odbiega od nich 0 0,1 %. To nie zaburza symetrii rozktadu (As = 0,05). Kurtoza wynosi 2,3,
co $wiadczy o lekkim sptaszczeniu (platykurtycznosci rozkiadu). Nie stanowi to jednak
problemu ze zgodnoscia tego rozkladu z rozkladem normalnym, o czy bedzie mowa w

rozdziale poswigconym testom zgodnosci.

4.2. Rozktad asymetryczny — prawostronnie sko$ny

Rozktad masy liSci eksplantatow chryzantemy prezentuja wyraznie prawostronnie
asymetryczny rozktad, to znaczy, ze wigcej wynikoéw jest ponizej $redniej arytmetycznej (Mo
wynosi 90,5 mg), a $rednia 174,3 mg. Wspotczynnik asymetrii As jest dodatni = 1,14, to na
wykresie objawia si¢ wyciggnigciem prawego skrzydta rozktadu. Koncentracja wokot sredniej

jest nieco powyzej 3, co $wiadczy o lekkiej leptokurtycznosci.
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Histogram
Masy lisci eksplantatéw chryzantemy (mg)
— Oczekiwany rozktad normalny
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4.3. Rozktad asymetryczny — lewostronnie skos$ny

Rozktad ocen w skali bonitacyjnej dla zachwaszczenia plantacji wykazuje natomiast
asymetri¢ lewostronng, poniewaz wigkszo$¢ danych jest powyzej $redniej arytmetycznej,
natomiast nieliczne plantacje nam t¢ Srednig zanizaja. W tej sytuacji zawsze Mo jest
najwigksza, a $rednia najmniejsza. Wspotczynnik asymetrii bedzie wigc ujemny (As = -1,0).
Koncentracja wynikow wokot sredniej nieznacznie odbiega od wartosci 3.

Histogram

Ocena bonitacyjna zachwaszczenia w skali 9 stopniowej

—— Oczekiwany rozktad normalny
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Granice Kas

X < Me < Mo
6,2 < 7,0<8,0
As=—-10K = 2,78
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Jak nalezy transformowa¢ dane w sytuacji asymetrycznych rozktadow?

Transformacje jako przeksztalcenia algebraiczne wynikéw nie zmieniajg relacji miedzy
liczbami ale wptywaja na odlegtosci miedzy nimi. Zmieniaja przez to na ksztalt rozktadu, tak,

aby uzyskac¢ rozktad najbardziej zblizony do rozktadu normalnego.

Rozktad prawostronnie skosny Rozktad normalnie symetryczny
M,< M, < SREDNIA M= M_= SREDNIA

/4

Prawostronnie skosne rozktady transformujemy poprzez: pierwiastek kwadratowy, jesli to nie
pomaga to przez pierwiastek trzeciego stopnia, a przy bardzo duzej sko$nosci poprzez

logarytm naturalny lub dziesigtny

Rozkiad lewostronnie skosny Rozklad normalnie symetryczny
SREDNIA <M, <M, M,= M,= SREDNIA

N
/

Lewostronnie skos$ne rozktady transformujemy poprzez: podnoszenie do kwadratu, do
szedcianu, a przy duzej skosnosci stosujemy funkcje wykladniczg: Y = € gdzie X jest to
pomiarem oryginalnym, Y — wynik po transformacji, e — to podstawa logarytmu naturalnego,
ktéra wynosi w przyblizeniu 2,72.

W niektérych badaniach nalezy stosowac gotowe procedury w celu normalizacji danych.

38



Zasady transformacji danyvch majacych rozklad Poissona.

1. Jesli zmienne dyskretne przyjmuja wartosci w szerokim zakresie 0 - 1000..., np. liczba kolonii

bakterii na plytce Petriego, liczba jaj owada na lisciu, liczba owadow na parcelce.

Stosujemy przeksztalcenie logarytmiczne warto$ci obserwowanej ,,x”. Jesli x < 10 przeksztatcamy

y = log (x+1), przy pozostatych y = log x

2. Jesli zmienne dyskretne wykazuja mate liczebnos$ci, a prawdopodobienstwo ich wystapienia jest
trudne do okre$lenia, np. Liczba kolonii bakterii okre§lonego szczepu na plytce Petriego, liczba
roslin porazonych okre§long choroba, liczba chwastow danego gatunku na poletku, liczba

parazytoidow w mszycy itp.

Stosujemy przeksztalcenie poprzez pierwiastkowanie warto$ci obserwowanej ,,x”. Jesli x < 10

przeksztatcamy Y =~vX+05 przy pozostatych Y = Vx

3. Jesli zmienne dyskretne wykazuja mate liczebnosci, lecz prawdopodobienstwo ich wystapienia
jest catkowicie pewne (bliskie jednosci), np. liczba kwiatow na roslinie, liczba owocow, liczba

rozgatezien rzepaku itp. pomiary biologiczne.

Woystarczajace przyblizenie rozkladu normalnego daje wyliczenie $redniej arytmetycznej z proby

sktadajacej si¢ z 10-30 elementow. Nalezy pamigta¢ o losowym pobieraniu proby!

Zasady transformaciji danych pochodzacych z rozkladu Bernoulliego (0,1) a zamienionych na
proporcje.

1. Jesli warto$ci zmiennych mieszcza sie w granicach od 30 do 70 % - MOZNA NIE
STOSOWAC PRZEKSZTALCEN

2. Jesli warto$ci zmiennych mieszcza si¢ w granicach 0 < X < 30% lub 70 < X < 100 % ( ale

nie w obu naraz) - STOSUJEMY PIERWIASTKOWANIE

3. Jesli wartosci zmiennych mieszczg si¢ w granicach 0 < X < 100% - STOSUJEMY
PRZEKSZTALCENIA TRYGONOMETRYCZNE:

a. nastopnie BLISSA - Jesli proporcja wynika z bardzo wielu obserwacji lub ich doktadna liczba
nie jest zdefiniowana (np.. Przezimowanie ro$lin na polu, stopien wylegania) Y = arcsin\/;

b. nastopnie FREEMANA — TUKEYA Jesli proporcja wynika z obserwacji w probie n < 50
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1 . ¢ [k +1
y =—|arcsin_|—— +arcsin_|—+——
2 n+1 n+1

gdzie k - liczba sukcesoéw, n-licznos¢ proby

5.Skalowanie danych liczbowych
5.1. Skala standaryzowana czyli skala warto$ci unormowanych.

Standaryzacja polega na sprowadzeniu dowolnego rozkladu normalnego o danych
parametrach u i o do rozkladu standaryzowanego (modelowego) o wartosci oczekiwanej u

= 0 i odchyleniu standardowym o = 1. Zmienna losowa X zastepujemy zmienng

standaryzowang Z, ktora ma rozklad N(0,1).

Daje nam ona wyniki mieszczace si¢ W granicach od — 3 do + 3, jednak zakres zalezy od
zmienno$ci danych podlegajacych standaryzacji i moze by¢ wezszy. Ponizej -3 1 powyzej +3
wyniki standaryzowane traktujemy jako patologiczne, ekstremalne, lub watpliwe i po

diagnozie mozemy je wykluczy¢ z populacji.

Przesledzimy dwa przyktady o r6znym wspotczynniku zmiennosci.

Przyktad 1.
Mamy 10 danych z pomiaru zawartos$ci btonnika w wybranych produktach zbozowych
(wyrazonych w g na 100 g produktu)

Ni 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 200 | 205 | 225 | 2,40 | 2,85 | 3,00 | 3,65 | 3,85 | 3,90 | 4,00
Zi -125| -1,19] -094 | -0,75| -0,19| 000] 081 | 106| 113 ] 125

Poniewaz nie znamy parametrow p I o dla zawartosci blonnika w populacji produktow
zbozowych, wyliczamy x= 3,00 i s = 0,80 dla badanej proby i standaryzujemy kazda

warto$¢ xj wedtug wzoru:
X, —x

z; =
5

Stad, warto$ci pomiaré6w mniejsze od $redniej bedg miaty ujemny znak po unormowaniu, np.

X, — X _ 2,00 — 3,00

s 0,80

z, = = —1,25

za$§ warto$ci powyzej sredniej bedg miaty znak dodatni, np.
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x5 —% 3,90-3,00
s 080

zy = 1,13

W tym przyktadzie zmienno$¢ zawartosci btonnika byta stosunkowo duza, 0 czym

przekonamy si¢ wyliczajac wspotczynnik zmienno$ci v-Pearsona:

0,80
3,00

s
v=—X100= X 100 = 26,67%
x

natomiast rozpietos¢ wynikow po standaryzacji jest stosunkowo mata, bo 2,5 jednostki

standaryzowanej (od -1,25 do + 1,25).

Przesledzimy nastepny przyktad danych o znacznie mniejszej zmiennosci.

Przyktad 2.
Zawartos$ci % ttuszczu w mleku krowim ze $rednig 3,21 % i odchyleniem standaryzowanym
0,026 %.
ni 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 3,16 | 319 | 3,20 | 320 | 3,21 | 3,21 | 3,21 | 3,22 | 3,23 | 3,26
Zi -192| -0,77| -0,38 | -0,38| 0,00 000) 000| 038] 0,77 | 1,92

Postuzymy sie wspotczynnikiem zmiennosci v-Pearsona do wyliczenia zmiennosci
wzgledne;j:
x=3,21 is=0,026 stad

¥

5 G
r=—=—x100= ¥ 100 = 0,81%

X 3,

Jak wigc widzimy zakres danych standaryzowanych wynosi 3,84 jednostki, od -1,92 do +
1,92.

Jest to wlasciwos$¢ skali standaryzowanej, o ktorej warto pamigtaé, jezeli chcemy
wykorzystywa¢ ja w wielocechowych analizach, a mamy do czynienia z cechami o rdznej
zmiennoS$ci. Decyduje o tym warto$¢ odchylenia standardowego.

Zasada ogolna, ktérg musimy pamigta¢ moéwi, ze tym wigksza rozpieto$¢ skali

standaryzowanej, im mniejsza zmienno$¢ wynikow, czyli mniejsze odchylenie standardowe.

5.2. Skala centylowa

Centyle sg to wartosci cechy dzielace szereg na 100 réwnolicznych czgsci. Pierwszy centyl Cy

jest wartoscig xi, od ktérej mniejszych jest 1% obserwacji. Ogoélnie p-centyl (centyl rzedu p)
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Cp jest takg wartosScig xi, od ktorej mniejszych jest p%, a wigkszych (100 — p)% obserwacji.
Warto$¢ p nazywamy ranga centylowa (np. centyl 80 (Cgo) jest to warto$¢ xi, ponizej ktorej
znajduje si¢ 80% pomiaréw. Teoretyczng warto§¢ poszczegélnych centyli dla rozktadu

normalnego obliczamy ze wzoru:
X, =X+Z,"5

Gdzie: xp — warto$¢ cechy na poziomie p-tego centyla, Zp — warto§¢ zmiennej
standaryzowanej Z dla prawdopodobienstwa (%) odpowiadajacemu danemu centylowi.

5.3. Skala zunitaryzowana

Unitaryzacja prowadzi do statego, jednostkowego zakresu zmiennos$ci cech
znormalizowanych. Polega ona na dzieleniu przez rozstep odleglosci danej wartosci od
zaobserwowanej wartos$ci ,,najgorszej”.

Cechy typu stymulanty — duze wartosci cechy maja korzystne znaczenie dla procesow (im
wieksze natezenie wartosci tej cechy tym lepiej),

Cechy typu de stymulanty — mate nat¢zenie cechy sprzyjaja procesowi (im mniejsze wartosci
liczbowe, tym lepiej). Kryterium doboru, co jest lepsze, czyli co ma znaczenie dla procesu,
zalezy od badacza (np. kryterium jakosci ptodéw rolnych).

Ai—

, . . Ami . ‘s . .
Dla stymulant wzér na unitaryzacje x, = % gdzie: Xy — warto$§¢ zmiennej po

unitaryzacji, x; — warto$¢ zmiennej, R — rozstep, tj. roznica pomigdzy Xmax i Xmin.

Przyktad dotyczy zawartosci ttuszczu w mleku (%): X min = 3,16, R =0,1

ni 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 3,16 | 3,19 3,2 3,2 321 | 321 | 321 | 3,22 | 3,23 | 3,26
Xu 0,0 0,3 0,4 0,4 0,5 0,5 0,5 0,6 0,7 1,0

Tmax ¥

Dla de stymulant unitaryzacja: x,, = R_

Przyktad dotyczy zawartosci zanieczyszczen w partii nasion gryki: X max = 8,5, R = 7,4

ni 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 11 2,4 2,5 2,8 3 4 5,6 6,2 7,1 8,5

Xu 1,0 0,8 0,8 0,8 0,7 0,6 0,4 0,3 0,2 0,0
Zakres wartosci zunitaryzowanych zawsze wynosi 1.

42



6.Sposoby prezentacji danych liczbowych
6.1. Szeregi statystyczne

Szereg statystyczny to uporzadkowany lub uporzadkowany i pogrupowany wedtug
wariantow cechy pierwotny material statystyczny.
Ze wzgledu na forme i objetos¢ materiatu wyrdzniamy szeregi:
- proste
- jednopunktowe
- przedziatowe
Z uwagi na kryterium tresci wyr6zniamy szeregi:
o strukturalne
o Czasowe
o przestrzenne

a. Szereg prosty

To, w jaki sposdb zaprezentujemy materiat pierwotny z pomiardéw, zalezy od objetosci
tegoz materiatu. Dla kilku Iub kilkunastu wynikéw mozemy zastosowa¢ uporzadkowanie ich
w szereg prosty. Percepcja jednej lub dwoch linijek danych liczbowych jest do§¢ dobra, czego
nie mozna juz powiedzie¢ o kilkudziesigciu wynikach zajmujacych na przyktad potowg strony
formatu A4.

Jezeli prezentowana zmienna jest wedlug badacza cecha pozytywna (na przyktad rolnicze
kryterium rozpatrywania), to nazywamy ja stymulantg, a jej nat¢zenie mozemy
zaprezentowaé w szeregu malejgcym.

Przyktad dotyczy wynikow 15 pomiaréw zawartosci biatka (%) w nasionach grochu:
20,922,522,020,821,421,921,821,021,522,621,319,822,520,8 21,7.

Z rolniczego punktu widzenia, im wigcej biatka w nasionach grochu tym ,,lepiej”, stad ceche
te uznajemy za stymulante 1 wyniki prezentujemy od najwigkszej do najmniejszej wartosci:
Szereg prosty malejacy dla zawartosci biatka w nasionach grochu (%):

22,622,522,522,021,921,821,721,521,421,321,020,9 20,8 20,8 19,8.

Jezeli zmienna jest cecha negatywna, oznacza to dla nas, Ze im mniejsze jej natgzenie
tym ,,lepiej” w merytorycznym rozpatrywaniu (rolniczym). Nazywamy ja destymulantg, a

wyniki prezentujemy w szeregu prostym rosngcym. Zanieczyszczenia w materiale siewnym to

cecha negatywna, poniewaz im wigksza ich zawarto$¢, tym gorsza jako§¢ materialu, az do

dyskwalifikacji tegoz materialu. Przyktad dotyczy pomiaréw udziatu (%) zanieczyszczen w
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materiale siewnym, w 10 probach nasion gryki: 2,4 2,8 3,0 5,6 7,1 1,1 8,5 2,5 6,2 4,0. Po

uszeregowaniu w szereg prosty rosnacy otrzymamy.

Szereg prosty rosnacy dla zanieczyszczen materialu siewnego gryki (%):

1,12425283,04,0566,27,185

Jest jeszcze trzecia kategoria cech, tzw. nominanty, odnoszaca si¢ do zmiennych,
ktorych ,,najlepsze” natezenie jest w sSrodkowych zakresach, i ani zbyt duze ani zbyt male
warto$ci, nie sg korzystne. Przyktadem takiej cechy w rolnictwie jest suma opadéw w
okreslonym miesigcu wegetacji.

Wyniki dotycza sumy opadow w lipcu (mm) notowanych w latach 1996-2001 w
Stacji Do$wiadczalnej Oceny Odmian w Chrzastowie, woj. kujawsko-pomorskie: 138,5 110,7
100,6 36,8 93,0 114,3.

Dla roslin wcze$nie schodzacych z pola, na przyktad groch, najbardziej optymalna
sumg opadow w lipcu sg wartosci w przedziale 90-100 mm (dwa lata w tej stacji), natomiast
bardzo niska oraz zbyt duza suma opadow w lipcu jest dla grochu niekorzystna. Wyniki
takich rozktadow mozna prezentowa¢ w postaci szeregu rosngcego lub malejagcego z

zaznaczeniem warto$ci najkorzystniejszych.

Szereg prosty rosnacy dla sumy opadow w lipcu (mm):

36,8 93,0 100,6 110,7 114,3 138,5.

b. Szereg jednopunktowy

Majac do czynienia ze zmienng typu skokowego, przy duzej liczbie obserwacji
(powyzej 30 wynikow), stosujemy prezentacje w postaci szeregu jednopunktowego. Szereg
taki sktada si¢ z dwoch rubryk, tj. z kolumn 1 wierszy. W pierwszej kolumnie zamieszczamy
warto$ci zmiennej skokowej (tzw. skoki - Xi), a w drugiej kolumnie liczbe obserwacji skokow
- ni. Z kolei w pierwszym wierszu zawarta jest tre$¢ kolejnych pozycji, wedlug cechy
porzadkujacej materiat z badan. W nastgpnych wierszach (ze wzgledu na edycj¢ mozna ich
nie eksponowac¢ siatkg podziatu) zamieszcza si¢ wartosci liczbowe przypadajace na warianty
cechy. Na samym dole, w oddzielnym wierszu, mozna zamies$ci¢ podsumowanie liczb

wszystkich wariantéw cechy.
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Przyktad dotyczy danych odnos$nie liczby uprawianych odmian ziemniaka w gospodarstwach
rolnych na terenie powiatu ptockiego. W gospodarstwach tych uprawiano od 1 do 5 odmian
ziemniaka, a czestotliwos$¢ tej cechy zaprezentowano w tabeli 5.

Tabela 5. Zestawienie gospodarstw wedtug liczby uprawianych odmian ziemniaka w roku 2006, w powiecie
ptockim, woj. mazowieckie.

Liczba uprawianych Liczba
odmian ziemniaka w gospodarstw (n;)
gospodarstwie (x;)

1 42

2 36

3 14

4 8

5 5

Ogotem 105

*- zrodto — badania wiasne
C. Szereg przedzialowy (klasowy) i strukturalny

Zmienne typu cigglego, w przypadku duzej zbiorowosci statystycznej, prezentujemy w
postaci szeregu rozdzielczego, ktoérego nazywamy takze szeregiem klasowym. Klasa, to
inaczej przedzial wartosci cechy, ktora chcemy zaprezentowa¢ w catej jej rozciaglosci.
Szereg sktada sie z ,.k” liczby przedziatoéw o szerokosci klasy ,,c”. Najbardziej uzytecznym do
celéw analizy statystycznej jest szereg klasowy o rownych przedziatach, zamkniety dotem i
gora, co oznacza, ze zaroOwno dolng granice pierwszego przedzialu jak i1 gorng granice

ostatniego przedziatu w nim podajemy.

Zasady tworzenia szeregu przedzialowego zamknigtego gora i dolem, o jednakowej
rozpietosci klas zostang omowione na przyktadzie 90 wynikow pomiaréw dlugosci todygi
narcyza odmiany Ice Flower. Pomiarow tych dokonano za pomocg linijki z doktadnoscig do

Imm i otrzymano w kolejnos$ci nastgpujace wyniki.

Przyklad 1. Dlugo$¢ todygi narcyza (cm) odmiany Ice Flower.

18,017,116,8 18,9 18,2 15,2 16,4 16,6 14,517,9 17,3 21,4 22,5 19,2 20,2 17,2 15,4 16,7 18,8
22,019,7 20,0 20,7 21,1 17,0 16,2 15,5 18,6 18,1 18,4 19,9 16,9 15,5 14,3 18,8 19,0 20,4 19,6
19,121,017,9 15,9 15,3 18,4 16,9 18,1 18,8 16,7 14,1 22,4 19,8 21,3 15,6 18,0 17,1 18,5 21,6
19,4 14,6 14,6 18,7 18,0 20,1 20,0 19,2 20,6 16,6 18,4 22,8 20,9 18,3 18,1 17,9 15,4 15,7 16,0
16,8 16,3 17,6 16,5 17,2 20,5 19,0 19,8 19,3 20,3 19,6 19,1 19,119,5

Wsrod 90 wynikow zaznaczono najmniejszg oraz najwigksza warto$¢ z pomiaru, co jednak

przy tak duzej liczbie wynikéw, wcale nam nie utatwia ich percepcji.
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Uporzadkujmy wyniki w szereg prosty malejgcy, mozna bowiem uzna¢, ze im dtuzsza todyga

narcyza, tym wigksza jego warto$¢ (na przyktad estetyczna).

22,822,522,422,021,621,421,321,121,020,9 20,7 20,6 20,5 20,4 20,3 20,2 20,1 20,0 20,0
19,919,8 19,8 19,7 19,6 19,6 19,5 19,4 19,3 19,2 19,2 19,1 19,1 19,1 19,0 19,0 18,9 18,8 18,8
18,8 18,7 18,6 18,5 18,4 18,4 18,4 18,3 18,2 18,1 18,1 18,1 18,0 18,0 18,017,917,917,9 17,6
17317,217,217,117,117,0 16,9 16,9 16,8 16,8 16,7 16,7 16,6 16,6 16,5 16,4 16,3 16,2 16,0
15,9 15,7 15,6 15,5 15,5 15,4 15,4 15,3 15,2 14,8 14,6 145143 14,1

Dalej jednak niewicle mozemy powiedzie¢ o diugosci todygi, chociazby tego, w jakim

przedziale jest najwigcej roslin. Dlatego wyniki te musimy pogrupowac w klasy.
Obliczenia potrzebne do utworzenia szeregu klasowego:

Liczebnos¢ zbiorowos$ci: N = 90

Rozstep: R = Xmax — Xmin = 22,8cm — 14,1cm = 8,7cm

Aby ustali¢ liczbe klas ,,k” w naszym szeregu mozemy skorzysta¢ z zasady, ze liczba ta

powinna si¢ miesci¢ w przedziale od E\/W do /N, W tym przypadku liczba ,,k” miesci si¢

J90 95

pomigdzy > "7 47~5 a /N =95~10. Tutaj wybieramy dowolng warto$¢ z

przedziatu 5 - 10, mozemy wigc wybra¢ warto$¢ srodkowa 7 klas.

Majac rozstgp 1 liczbe klas do szeregu obliczmy teraz, jaka szerokos$¢ ,.c” bedzie miat
przedzial. Szeroko$¢ przedzialu bedzie taka sama dla wszystkich klas i1 obliczymy ja dzielac
rozstep ,,R” przez liczbe klas ,.k”:

C= R = 8’77 =1,2428571cm

Wynik ilorazu jest utamkiem nieskonczonym i chcac go zaokragli¢ do dwoch miejsc po
przecinku otrzymamy liczbe 1,24, co jednak daje pewna niewielka stratg. Szereg okazalby si¢
zbyt ,,ciasny”, gdyby$Smy przyjeli c=1,24 (1,24 x 7 = §8,68). Ponadto, 1,24cm jest wartoscia
,hiewygodng” do konstruowania szeregu, bowiem tatwiej jest dodawaé wartos¢ zakonczong
na 0 lub 5, na przyktad 1,25 (1,25 x 7 = 8,75). W tym przypadku jest uzasadnione
zaokraglanie w gorg, bowiem, przy tej rozpigtosci szeregu nie ma ryzyka, ze warto$ci

najwigksze si¢ w nim nie zmieszcza.
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Kazda klasa ma granice dolng Gq i granic¢ gorng Gg. Kolejnym etapem jest ustalenie, z jaka
doktadnos$cig liczbowa bedziemy prezentowaé granice klas w szeregu. Skoro szerokos¢ klas
ma doktadno$¢ o jeden rzad wigksza niz wartosci pomiaréw, konsekwentnie konstruujemy
szereg o granicach tez o jeden rzad doktadniejszych niz wyniki pomiaréw. Postuzymy sie
tutaj zasada, ze doktadno$¢ granic przedziatow ,,d” wynosi 0,5 razy dokltadno$¢ wynikow
pomiaréw (d = 0,5 x 0,1cm = 0,05 cm).

Mozemy teraz przystapi¢ do wyliczania Ggi - dolnej granicy pierwszej klasy.

G, =Xy, —d =141-0,05=14,05

Teraz wyliczamy Gg)— gérng granicg pierwszej klasy

G, =G, +€=14,05+125=1530

Przyjmujemy, ze gorna granica pierwszej klasy jest dolng granica drugiej klasy Ggi = Gan .
Natomiast gorng granice klasy drugiej Ggu utworzymy dodajac do dolnej granicy szerokos¢
przedziatu ,,¢” (15,30 + 1,25 = 16,55). Tak postepujemy do ostatniej, u nas do 7 klasy.

Najprostszy szereg przedziatlowy sktada si¢ z dwoch kolumn (tabela 6), w pierwszej
prezentujemy granice klas (xi), w drugiej kolumnie wpisujemy liczebnos¢ osobnikéw w danej
klasie (ni). Pamigtamy przy tym, ze wyniki rowne granicy klas sg zaliczane do klasy nizsze;j.
U nas sg to przypadki trzech wynikow 15,3 20,3 1 22,8. Liczbe 15,3 zaliczamy do pierwszej
klasy, bowiem klasa ta zawiera wyniki wieksze od 14,05 < xi i xi < 15,30. Znak< oznacza
mniejsze 1 rowne 15,30. Wynik 20,3 nalezy do klasy piatej, poniewaz klasa ta zawiera wyniki

19,50 < x; < 20,3.

Tabela 6. Zestawienie narcyzoéw odmiany Ice Flower wedtug dlugosci todygi

Dtugos¢ todygi narcyza Liczba
odmiany Ice Flower (x;) — ro$lin
cm (i)
14,05 - 15,30 7
15,30 - 16,55 12
16,55-17,80 15
17,80 — 19,05 23
19,05 - 20,30 19
20,30 - 21,50 9
21,50 - 22,80 5
Ogotem 90

*- zrodlo - Katedra Ogrodnictwa, Zaktad Roslin Ozdobnych, UT-P Bydgoszcz
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Szeregi moga by¢ w rozny sposob konstruowane. Pewng modyfikacja szeregu
przedzialowego jest szereg otwarty dotem lub gora, albo jednocze$nie dolem i gora.
Zaprezentowany w kolejnej tablicy szereg dotyczy struktury gospodarstw pod wzgledem
powierzchni uzytkow rolnych. W pierwszej kategorii, ponizej i rowne Sha, znajduja si¢
wszystkie gospodarstwa, ktoérych udzial w zbiorowos$ci nie przekracza 5% 1 dlatego
zwyczajowo klas¢ t¢ zostawiamy otwartg dolem. Natomiast w ostatniej kategorii zawarto
gospodarstwa, w ktorych powierzchnia uzytkow rolnych byta wigksza lub réwna 40,1ha, tzn.,
ze znalazty si¢ tam gospodarstwa z powierzchnig UR 50ha oraz 100ha. Poniewaz ich udziat
wynosi 5% mozna by te klas¢ zamknac¢, ale nie jest to wymog konieczny.

Jest to takze przyklad szeregu z niejednakowsa szerokoscig klas. Otéz 1 i 2 klasa maja
mniejszg szerokos¢ (c=5ha), zas klasy 3,4 1 5 szerokos¢ c=10ha.

Taki sposéb prezentacji wynikow daje dobrg ich wizualizacjg, natomiast w opisie
statystycznym ma o wiele mniejsze zastosowanie niz szereg zamknigty dotem i gorg o

jednakowej szerokosci klas.

Tabela 7. Struktura powierzchni uzytkow rolnych w gospodarstwach produkujacych ziemniaki przemystowe

Powierzchnia uzytkow Liczebnos¢ Udziat n;
(ha) ni ni/ N cum

<50 4 0,04 4
5,1-10,0 20 0,20 24
10,1-20,0 33 0,33 57
20,1-30,0 19 0,19 76
30,1-40,0 15 0,15 91
>40,1 5 0,05 100

Ogotem 100 X X

*- zrddto — badania wlasne

Omawiane powyzej szeregi sa przyktadem szeregu strukturalnego, ze wzgledu na kryterium
tresci (struktura dlugosci pedow, struktura powierzchni uzytkéw rolnych). Drugi szereg jest
bardziej rozbudowany od poprzedniego szeregu o 2 kolejne kolumny (tabela 7).

W 3 kolumnie zawarto informacj¢ o udziale gospodarstw w kategorii wielkosci, co mozemy

prezentowa¢ w liczbach bezwzglednych, wyliczajac frakcje dla poszczegdlnych klas wedtug
n. n.
poznanego juz wzoru: f = WI , albo w liczbach wzglednych, tj. w procencie W = WI x100.

W 4 kolumnie zaprezentowano liczebno§¢ skumulowana, ktérg uzyskujemy poprzez

dodawanie liczebnosci klas poprzednich do klasy biezacej. Na przyktad, liczebnos¢
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skumulowana (cum) do 3 klasy wynosi 4 + 20 + 33 = 57. Warto$¢ ta informuje nas, ile jest
gospodarstw o powierzchni UR mniejszej od 20ha. W naszym przyktadzie skumulowane
liczebnosci roéwnaja si¢ wartosciom skumulowanych udzialéw procentowych. Jest to zaleta
szeregdw dla zbiorowosci o liczebnosci réwnej 100. Wartosci skumulowane bgda nam

potrzebne do obliczania statystyk centralnych, ktérymi zajmiemy si¢ w kolejnym rozdziale.

d. Szereg przestrzenny i czasowy

W opracowaniu wielu zagadnien przyrodniczych przydatne okazuja si¢ szeregi
przestrzenne, w ktérych tre$¢, jaka zamierzamy zaprezentowaé jest rozpatrywana wraz z
rozmieszczeniem na okres§lonym obszarze, na przyktad w wojewddztwach, powiatach, albo w
krajach jakiego$ regionu Swiata. Ludno$¢ rolnicza w danym kraju, zostata przedstawiona w
Polsce, na tle krajow sasiadujacych oraz na tle Swiata (tabela 8). Taka prezentacja pozwala
nam na szybka interpretacje zjawiska. Mianowicie, na tle innych krajow sasiadujacych z
Polska, w roku 2002, zajmowaliSmy trzecie miejsce (po Rosji i Ukrainie) pod wzgledem
liczby ludnos$ci rolniczej i drugie (po Rosji) ze wzgledu na ludno$¢ aktywnag zawodowo w
rolnictwie. Prezentowany tutaj szereg przestrzenny zawiera dwie cechy, jest wiec przyktadem

szeregu zlozonego.

Tabela 8. Ludno$¢ rolnicza i ludno$¢ aktywna zawodowo w rolnictwie w Polsce i w krajach sasiadujacych w

roku 2002.
Kraj Ludno$¢ rolnicza Ludnos¢ aktywna zawodowo w
(w tys.) rolnictwie (w tys.)
Polska 14 409 4159
Biatorus 3032 651
Litwa 1086 200
Ukraina 15 636 3411
Niemcy 9 957 923
Republika Czeska 2 606 442
Rosja 39 090 7773
Stowacja 2 286 255
Swiat 3233565 1333329

*- zrodto — GUS

Z kolei szereg czasowy stuzy do zaprezentowania zmiennosci cechy w czasie (w latach,

kwartatach, miesigcach itp.).

49



Na przyktadzie rozktadu cen skupu ziarna dwoch podstawowych zbdz w Polsce (tabela 9),

mozemy porownaé ich zmienno$¢ w 10 latach. Jest to takze szereg ztozony, bo dotyczy

dwoch cech (dwa gatunki zb6z).

Tabela 9. Wykaz $rednich cen skupu ziarna pszenicy i zyta w Polsce w latach 1995-2004.

Lata Cena skupu ziarna Cena skupu ziarna
pszenicy (zV/1 dt) zyta (zl/1 dt)
1995 35,36 22,54
1996 57,19 35,93
1997 50,85 37,12
1998 46,83 32,08
1999 42,98 30,13
2000 50,82 36,15
2001 50,45 36,46
2002 43,61 33,19
2003 45,51 35,35
2004 48,15 36,34
*- zrodto — badania wlasne
6.2.Tabela
Tabela statystyczna jest formg prezentacji dla wtornej

informacji liczbowej

(przetworzonego materialu empirycznego), umozliwiajaca czytelnikowi latwe poznanie

zbiorowosci statystycznej pod wzgledem jednej lub kilku cech.

Tabela w sposob syntetyczny podaje liczby wzgledne albo bezwzgledne potrzebne do analizy

badanego zjawiska. Najbardziej dopracowang tabelg jest tabela wynikowa, ktora w

odroznieniu od tabeli roboczej jest prezentacja gotowa do zamieszczenia w pracy naukowej i

powinna by¢ jak najbardziej przejrzysta dla czytelnika.

Ze wzgledu na liczbe cech zawartych w tabeli wyr6zniamy tabele proste 1 zlozone. W tabeli

prostej prezentujemy jedng ceche, np. relacje ceny skupu zyta do ceny skupu ziarna pszenicy

w latach (tabela 10). Podczas gdy w tabeli ztozonej mozemy zaprezentowaé naraz dwie lub

wigcej cech, na przyktad relacje cen skupu kilku produktéw rolniczych zmieniajace si¢ w

czasie dekady lat (tabela 11).
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Tabela 10. Relacja $rednich cen skupu ziarna zyta do ceny skupu ziarna pszenicy w latach 1995-2004 w Polsce.

Lata zl/1 dt zyta /
zY/1 dt pszenicy
1995 0,64
1996 0,63
1997 0,73
1998 0,69
1999 0,70
2000 0,71
2001 0,72
2002 0,76
2003 0,78
2004 0,78

*- zrédlo — badania wlasne

Tabela 11. Relacje $rednich cen skupu niektorych produktow rolniczych wzgledem ceny skupu ziarna pszenicy
na przetomie lat 1995 — 2004 w Polsce.

Produkt
Lata
ziarno zyta mleko krowie ziemniak jadalny
1995 — 1999 0,64 -0,70 1,26 -1,42 0,68 -0,52
2000 - 2004 0,71-0,78 1,53-1,58 0,46 — 0,54

*- zrédlo — badania wlasne

Tabele tzw. kombinowane zawieraja co najmniej dwa szeregi statystyczne opisywane ze
wzgledu na kilka cech. Przyktadem takiej tabeli jest tabela 12, w ktorej rozne jednostki
statystyczne (panstwa, m. in. Polska oraz Swiat) zostaly scharakteryzowane pod wzgledem
dwoch cech ilosciowych (% ludnosci rolniczej w ogolnej liczbie ludnosci oraz % ludnosci
aktywnej zawodowo w rolnictwie). Natezenie tych cech w warto$ciach wzglednych jest
ponadto rozpatrywane w ujeciu czasowym (dwa lata: 1995 i 2002). Jest to kombinacja
CZasOWO-przestrzennego szeregu, sposob zaprezentowania zmian na przestrzeni § lat w
udziale ludno$ci rolniczej w Polsce 1 w krajach sasiednich, w odniesieniu do danych dla
catego Swiata. Wzgledne wartosci tych cech pozwalaja nam poréwnaé kraje migdzy soba,

czego nie mogliSmy zrobi¢ na danych rzeczywistych w szeregu przestrzennym (tabela 12).
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Tabela 12. Zmiany w ludnosci rolniczej w Polsce i w poszczegdlnych krajach sgsiadujgcych w latach 1995 i
2002 w odniesieniu do ludno$ci rolniczej na Swiecie.

Ludno$¢ rolnicza
Kraj Rok w % ogotu aktywna zawodowo
ludnosci w rolnictwie w % ogoétu ludnosci
Polska 1995 384 12,3
2002 37,3 10,8
Biatoru$ 1995 31,2 8,5
2002 30,5 6,5
Litwa 1995 31,9 1,7
2002 31,3 58
Ukraina 1995 32,6 8,6
2002 32,0 7,0
Niemcy 1995 13,5 1,6
2002 12,1 11
Republika 1995 25,4 5,2
Czeska 2002 254 43
Rosja 1995 27,1 6,3
2002 27,1 54
Stowacja 1995 43,0 55
2002 42,3 4.7
Swiat 1995 54,7 22,5
2002 51,9 21,4

*- zrodlo — GUS

Forma tabeli powinna by¢ zgodna z zasadami ogdlnymi dla naukowych tabel. Jest to kilka
zasad, ktore po kolei zostang omowione.
1. Kazda tabela powinna mie¢ numer kolejny 1 tytut zawarty nad tabela.
2. Tytul powinien by¢ zwarty, sformulowany jasno i zwig¢zle a zarazem zawierac
wyczerpujace informacje o przedmiocie badan, ktory nalezy opisa¢ w sensie

rzeczowym, czasowym i przestrzennym.

6.3.Wykres

Wykres to graficzna forma prezentacji wynikow, w mysl powiedzenia ,,lepszy jeden
obrazek niz tysigc stow” moze da¢ natychmiastowe wyobrazenie o zakresie danych
liczbowych, ich rozktadzie i1 frekwencji oraz wielu innych informacji statystycznych. Przed

rozpoczeciem wizualizacji danych nalezy dobra¢ uktad wspotrzednych, osi X (odcigtych) i 0si
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Y (rzednych. Na ogot wykres wykonuje sie¢ w I ¢wiartce uktadu osi X,Y, w zakresie wartos$ci
dodatnich. Odpowiednio trzeba wyskalowaé¢ obydwie osie w jednostkach pomiaru zmiennej
zaleznej (cechy), ktora chcemy zobrazowac graficznie. W tym celu stosuje si¢ skale liniowe
(metryczne) o podzialce rownomiernej z uzyciem jednego z 5 moduldw. Najczesciej
stosujemy modut ,,1” (0,1,2,3,...,10), modut ,,2” (0,2,4,6,...10), modut ,,4” (0,4,8,12..20),
modut ,,5” (0,5,,10,20...100) Iub ,,10” (0,10,20,40 50..100). Podziatki skali wykresu nalezy
tak dobra¢, aby odczytanie dowolnego punktu nie sprawito trudnosci. Wykres 1 przedstawia
zawarto$¢ glukozy we krwi ludzkiej w jednostkach mg%, na podstawie wyliczen danych z
proby statystycznej 10 osob. Jest to wykres typu WAS — PUDELKO (BOX PLOT), ktory
shuzy do zobrazowania potozenia $redniej, jej btedu (blad standardowy $redniej) oraz
przedzialu $rednia +/- 2 x odchylenie standardowe, ktory jest przedzialem normy
statystycznej (tzn. ze pokrywa 95% populacji). Na tym wykresie podano réwniez warto$é
referencyjna = 100 mg%, w odniesieniu do ktdérej wykonano porownanie $redniej dla badanej
grupy. Powyzej wykresu zamieszczono informacje o te$cie t-Studenta (tonr = 0,99), przy
liczbie stopni swobody df (degree of freedom) = n-1 = 9, poziom btedu pierwszego rodzaju
(p-value) = 0,35. Wykres 2 i 3, to histogram, ktory stuzy do zobrazowania czestotliwosci
(frekwencji) zmiennej losowej typu skokowego lub ciggtego w duzej probie (N co najmnie;j
100). Ten rodzaj wizualizacji ma na celu przedstawienie rozktadu, najczeSciej w celu
diagnozy zgodnosci rozktadu empirycznego (z proby) z zaktadanym rozktadem teoretycznym
oznaczamy jako n; (frekwencja). Stosunek licznosci klasy do liczno$ci calej proby, czyli
udziat f (f = ni/N i udzial w wartosci wzglgdnej Wi = ni/N x 100) nazywamy czestoscia
wzgledna. Na podstawie tabeli 7, rozbudowanej o informacje odnosnie udziatu gospodarstw
w strukturze powierzchni uzytkow rolnych (kolumna fi i Wi) a takze o skumulowang warto$¢
udziatu przedstawione zostaly dwa rodzaje histograméw. Na obydwu histogramach o$ X jest
wyskalowana w warto$ciach ha, tak jak dla szeregu klasowego. Z kolei 0§ Y jest
wyskalowana w liczbach odnoszacych si¢ do frekwencji ni (wykres 2) 1 do wartosci %
(wykres 3).

Pamigtajmy, ze kazdy wykres powinien mie¢ numer kolejny i zwarty tytul méwiacy o tym,

czego on dotyczy, pod obrazkiem.
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t=0,99,df=9,p=0,35

130
125 —_—
120 } o $rednia = 103,38
x [ Srednia+Btad std = (99,9, 106,8)
g’ T Sredniax2*Odch.std = (81,9, 124,9)
— 115 | © Odstajgce
9
E
I wartos¢ referencyjna = 100 mg%
2 110}
=
X
2 105}
> m]
N
g
S 100 r warto$¢ referencyjna ———>
(@)}
O
38
£ 957
®©
=
N
90
85
80

Wykres 1. Zawarto$¢ glukozy we krwi ludzkiej na podstawie proby n=10 os6b w odniesieniu do wartosci
referencyjnej = 100 mg%.

Tabela 7. Struktura powierzchni uzytkéw rolnych w gospodarstwach produkujacych ziemniaki przemystowe

Powierzchnia uzytkow | Liczebno$¢ | Udziat f = W; (%) = cum n; cum W;
(ha) n; ni/N ni/ N x 100
<50 4 0,04 4 4 4
51-10,0 20 0,20 20 24 24
10,1 - 20,0 33 0,33 33 57 57
20,1-30,0 19 0,19 19 76 76
30,1-40,0 15 0,15 15 91 91
>40,1 5 0,05 5 100 100
Ogolem 100 X 100 X X
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HISTOGRAM CZESTOTLIWOSCI

ni
35

30

25

20
15
10 I
: =

5,1-10,0 10,1-20,0 20,1-30,0 30,1-40,0 > 40,1
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Wykres 2. Histogram czgstotliwo$ci (ni) gospodarstw produkujacych ziemniaki przemystowe wzgledem
powierzchni uzytkéw rolnych (ha).
HISTOGRAM SKUMULOWANYCH CZESTOTLIWOSCI WZGLEDNYCH

cumw;
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Wykres 3. Histogram skumulowanych czestotliwosci wzglednych (%) liczby gospodarstw produkujacych
ziemniaki przemystowe wzgledem powierzchni uzytkoéw rolnych (ha).
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7.Miary statystycznego opisu (statystyki opisowe)

Wszystkie statystyki bedg omowione na przyktadzie proby malej zaprezentowanej w
szeregu prostym (wzory w podpunkcie a) oraz dla proby duzej zaprezentowanej w szeregu

przedzialowym (wzory w podpunkcie b).

7.1.Miary centralne polozenia, pozycji

Do podstawowych miar centralnych zaliczamy $rednie klasyczne.

W statystyce nazywamy je Momentem 1-rzedu (M1).

Srednia ARYTMETYCZNA
N
DR
a. X = A=
N

Dla przyktadu z 15 danymi pomiaréw zawartosci biatka (%) w nasionach grochu: 20,9 22,5
22,0 20,8 21,4 21,9 21,8 21,0 21,5 22,6 21,3 19,8 22,5 20,8 21,7 utwdrzmy szereg prosty do
obliczen statystyk.

Ni Xi
1 22,6
2 22,5
3 22,5
4 22,0
5 21,9
6 21,8
7 21,7
8 21,5
9 21,4
10 21,3
11 21,0
12 20,9
13 20,8
14 20,8
15 19,8

suma 322,5

N

_ 2% 35
Xx="1 =" _2150%
N 15

Do wyliczenia $redniej arytmetycznej dla proby niematej (N powyzej 30) wykorzystamy dane

dotyczace powierzchni gospodarstw w klasach zestawione w szereg przedziatowy:
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Powierzchnia Liczba Srodek klasy
gospodarstw : ,
(ha) X X' X i
(ni)
13,35 -15,95 4 14,65 58,60
15,95 -18,55 8 17,25 138,00
1855 -21,15 4 19,85 79,40
21,15 -23,75 11 22,45 246,95
23,75 -26,35 17 25,05 425,85
26,35 -28,95 8 27,65 221,20
2895 -31,55 5 30,25 151,25
3155 -34,15 3 32,85 98,55
Ogotem 60 X 1419,8
R _ N e qa
b. X === T = Zmion - B8 9366 ha

Inne $rednie klasyczne:
Srednia WAZONA

Jesli mamy do czynienia z danymi o roznej czestotliwosci, to powinniSmy
zastosowac §rednig wazona zamiast Sredniej arytmetycznej, wedlug wzoru:

- oy () X wy)

W - . . . y e
Lw; gdzie, X - §rednia pierwotna o Wj czgstotliwosci (wadze).

Przyklad dotyczy 5 grup obszarowych solectw o rdznej liczebnosci 1 wielko$ci powierzchni
gospodarstw:

Srednia powierzchnia Liczba
Grupa gospodarstwa (ha) sotectw x{ X w;
x: Wi
1 10 20 200
2 15 16 240
3 20 10 200
4 35 2 70
5 50 2 50
suma X 50 760

¥ (xlXw,) 760
L =— = =152 h
w Zw, 50 “
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Gdyby$my omylkowo policzyli tutaj Srednig arytmetyczng dla powierzchni gospodarstwa
otrzymaliby§my 26,0 ha. Oby nikt nie prébowal w ten sposob ,,zawyzac” S$redniej

powierzchni gospodarstwa.

Srednia HARMONICZNA

Jesli mamy do czynienia z danymi dotyczacymi cech (badz zjawisk), ktore
wyrazamy w warto$ciach wzglednych, np. zageszczenie populacji jako liczba osobnikow na
powierzchni 1 km?. Wyniki podane w przeliczeniu na stala jednostke innej zmiennej, czyli w

postaci wskaznikdw natezenia, np. predkos¢ pojazdu w km/h.

Srednia harmoniczna (Moment harmonii) jest odwrotnoscia sredniej arytmetycznej obliczonej

z odwrotno$ci wartosci cechy:

_ n
- 1 1 1

H ?:1_+_+...+_
i R o) In

Przyktad dotyczy zageszczenia populacji gasienic motyla Mamestra dissimilis w 3 miejscach
na uzytkach zielonych, liczonych kazdorazowo na powierzchni 100 m? gdzie otrzymano: w
miejscu A — 10 osobnikéw, B — 200, C - 120. Obliczymy srednie zaggszczenie populacji

gasienic na 100 m?

— 3

A —— 26,5 osobnikéw / 100 m?

Srednia GEOMETRYCZNA

Srednia geometryczng nalezy stosowaé jesli mamy do czynienia z cechami o
charakterze dynamicznych zjawisk, np. w badaniach $redniego tempa zmian w populacjach.
Wyliczamy ja jako pierwiastek n-tego stopnia z iloczynu wartosci, ktore sa pod

pierwiastkiem:

b
—_ —?éll _
.x(;— Xl-xg-...-.?fx—?é 1_[.7(!
||'.i-\1

Przyktad bedzie dotyczyt zmian w liczbie biedronek na jednej roslinie jaSminu w ciggu 4
miesi¢gcy. Dodajmy, ze na jasminie nie stosowano zadnych $rodkéw chemicznych do

zwalczania mszyc, a mszyce wybitnie lubig zasiedla¢ si¢ i Zzerowa¢ na jasminie, stad tez ich
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wrogowie naturalni — drapiezne biedronki tym liczniej si¢ na jaSminie pojawiaja. Najpierw
podamy wyniki ze zliczania biedronek w 4 terminach: na poczatku miesigca maja byto 10
osobnikow na roslinie, na koniec miesigca maja byto ich 12, na koniec czerwca 15, na koniec
lipca 20 a na koniec sierpnia 28. To oznacza, ze wzgledne miesieczne przyrosty liczby
biedronek wyniosty: V - 20%, VI - 25%, VII - 33% i w VIII - 40%. Aby obliczy¢ $redni
przyrost z 4 miesi¢cy nalezy zastosowac pierwiastek 4-stopnia z iloczynu wskaznikéw tego
przyrostu: 1,2 1,25 1,33 1,4.

%o =31,2x1,25x 1,33 x 1,4 = 3/2,793 = 1,29

Sredni przyrost liczby biedronek z miesiaca na miesigc wyniost 29 %.

Moda (DOMINANTA)

W szeregu prostym M, inaczej zwana D wyznaczana jest bezposrednio z szeregu
uporzadkowanego rosngco lub malejaco. W przyktadzie z 15 danymi pomiarow zawartosci
biatka (%) w nasionach grochu: 22,6 22,5 22,5 22,0 21,9 21,8 21,7 21,5 21,4 21,3 21,0 20,9
20,8 20,8 19,8 sg dwie mody, tj. Mo = 22,5 i Mo = 20,8. Te dwie dane powtarzajg si¢
dwukrotnie, a zadna inna warto$¢ nie powtarza si¢ wiecej razy.

Moga by¢ szeregi jednomodalne, wielomodalne 1 bez mody.

a. W szeregu klasowym warto$¢ najczeSciej wystepujaca wyznaczamy na podstawie
nastgpujacego wzoru:

Ng —Ngy

M, =X, +C, ,
(ng —Ng)+(ng —ng.;)

gdzie Xo — dolna granica przedziahu najliczniejszego, w ktorym znajduje si¢ moda
Co — rozpigtos¢ przedziatu klasowego — H
Ng — liczebnos$¢ przedziatu najliczniejszego, w ktorym znajduje si¢ moda
Ng-1 — liczebno$¢ przedzialu poprzedzajacego przedzial mody
ng+1— liczebno$¢ przedziatu nast¢pujacego po przedziale mody
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Wyznaczymy modg¢ na podstawie danych dotyczacych powierzchni gospodarstw

Powierzchnia Liczba
(ha) gospodarstw
()
13,35 -15,95 4
15,95 -18,55 8
18,55 -21,15 4

21,15 -23,75 @ I
X — @'26,35 @4—— N

26,35 - 28,95 @ | Ngw

28,95 -3155 5
31,55 -34,15 3
Ogotem 60

Rozpigtos$¢ przedziatu wynosi tutaj Co=2,6, Xo =23,75, Nng-1 =11, ng=17 i ng+1 = 8.

Podstawiajac do wzoru wszystkie potrzebne dane otrzymamy:

17-11
(17-11)+({17-8)

Mg —MNg_y

M, =x,+c¢

= 23,75+ (26 X )= 2479

Clng—ng_ Hing—ng,,)

Najczesciej powtarzana powierzchnia gospodarstwa wynosi 24,79 ha.

Mediana

a. Wyznaczenie wartosci $rodkowej tj. mediany (symbol Me), ktora dzieli uporzadkowany
szereg liczbowy doktadnie na dwie rowne czg$ci zalezy od tego, czy mamy Szereg parzysty,
czy nieparzysty. Dla szeregu parzystego mediang wyznaczymy za pomocg WZOru:

Xk + xk+l

M, = , gdzie k = N/, podczas gdy dla szeregu nieparzystego zastosujemy wzor:

Me = xn+1

=
&

Szereg prosty rosngcy dla zanieczyszczen materiatu siewnego gryki (%) ma parzysta liczbe N
= 10:
Me

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xs X9 X10

11 2,4 2,5 2,8 3,0 4,0 5,6 6,2 7,1 8,5
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Wedlug wzoru mediang wyliczymy jako $rednig warto$¢ z 5 1 6 pomiaru, tj. z 3,01 4,0, a to

oznacza, ze Me = 3,5.

Dla przyktadu z 15 pomiarami zawartos$ci biatka:
Me

Xt | X2 | X3 | X4 | X5 | Xg | X7 | X8 | X9 | X10 | X11 | X12 | X13 | X14 | X15

198 | 20,8 | 20,8 | 209 | 21,0 | 21,3 | 21,4 | 215 | 21,7 | 21,8 | 21,9 | 220 | 22,5 | 225 | 22,6

Me wyznaczymy nastepujaco:

Me = xn+1 = x15+1 = x5 = 21,5

- =
= &

b. Warto$¢ srodkowa Me dla szeregu klasowego wyznaczamy na podstawie wzoru:
N & ¢
M, =X, +(—- E n)—=
e (o] ( 2 = I) no

gdzie Xo—dolna granica przedziatu klasowego mediany
N/, — potowa sumy liczebnosci, ktora wskazuje na numer mediany
Co — rozpieto$¢ przedziatu mediany
No — liczebnos¢ przedzialu klasowego, w ktorym znajduje si¢ mediana

k1
Z N, - skumulowana liczebno$¢ poprzedzajaca przedzial klasowy mediany
i1
Dla szeregu klasowego z powierzchnia gospodarstw mamy nastepujace dane: N/, =60/ 2 = 30
Pytanie, w ktorym przedziale miesci si¢ x30 ? Do tego potrzebna jest nam kolumna z
liczebnosciami skumulowanymi Cum ni. Jak widzimy w wierszu 5 mieszcza si¢ wartosci od

27 do 44, a wige x o kolejnosci 30 jest w przedziale (klasie) 5.

Lp . . Liczba
Powierzchnia .
gospodarstw Cumni
(ha)
(ni)
1| 13,35 -15,95 4 4
2| 1595 -18,55 8 12
3] 1855 -21,15 4 16 .
4

21,15 -23,75 11 @_ n,
i=1

Xo 5 @-26,35 (17/\< 44 No
6| 2635 -2895 8 52
7| 2895 -31,55 5 57
8| 3155 -34,15 3 60
Ogotem 60 X
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k-1
N c, 2,6
ME=xﬂ+EE—EERJ;—=EiﬂL+GD—E?]XT;=2£21

i=1 e

Wartos$¢, ktora dzieli catg populacje powierzchni gospodarstw na dwie rowne czesci to 24,21

ha. Oznacza to, ze ponizej 24,21 ha jest 50% 1 powyzej 24,21 ha tez 50% gospodarstw.

W szeregach tagodnie asymetrycznych zachodzi relacja pomi¢dzy modalng a mediana:

M, =x-3(x-M,)

Kwartyle (¢wiartki)

Kwartyle pierwszy i trzeci (symbol Qi i Qz), dziela uporzadkowany szereg liczbowy
doktadnie w Y4 1 % jego dhugosci, co oznacza, ze 25% wynikéw znajduje si¢ ponizej Q1, a
75% danych jest powyzej Q1, z kolei ponizej Qs jest 75% danych, a powyzej Q3 jest 25%
danych.

_ N1

¢, = xkgdziak -

3(N+ 1)
QE = Xy, gdzie :T

Dla przyktadu z 15 pomiarami zawartosci bialka:

Q1 Qs

Xt | X2 | X3 X4 | X5 | X6 | X7 | X8 | X9 | X10 | X112 | X12 | X13 | X14 | X15

198 | 20,8 | 20,8 | 20,9 | 21,0 | 21,3 | 21,4 | 21,5 | 21,7 | 21,8 | 21,9 | 22,0 | 225 | 225 | 22,6

250 50% _ 25%

<«

A
N
v
A
N

N+1 15+1
Q1 = Xy gazie B = 4 = 4 =

co oznacza, ze kwartyl 1 to 20,9% zawartosci biatka

3(N+1) 3(16)
Q3 = Xy gazie © = 1 = 1 =12

co oznacza, ze kwartyl 3 to 22,0% zawartosci biatka

Interpretujac obydwie ¢wiartki powiemy, ze ponizej zawarto$ci 20,9% biatka mamy Y4

badanych nasion, a powyzej 22,0% zawartos$ci biatka réwniez % nasion grochu.
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Dla szeregu klasowego wyznaczamy kwartyle wedtug nastepujacych wzorow

1-1 1
b. Q1:X0+(ﬂ—zni)c—o Q3:Xo+(3_N_Zni)C_°’gdzie
4 i=1 no 4 i=1 no

Xo — dolna granica przedzialu klasowego kwartylu
N/4 — V4 sumy liczebnosci, ktéra wskazuje na numer 1 kwartylu
3N/, — % sumy liczebnosci, ktora wskazuje na numer 3 kwartylu
Co — rozpigtos¢ przedziatu
No— liczebnos$¢ przedziatu klasowego, w ktorym znajduje si¢ kwartyl
k-1
Z n; - skumulowana liczebno$¢ poprzedzajaca przedziat klasowy kwartylu
i1

Powierzchnia Liczba .
(ha) gospodarstw Cumni
()
13,35 -15,95 4 k-1

4
15,95 -1855 8 (12>4__ Zni
16

Q1 Xo (18,59 -21,15 ( 4, No
21,15 -2375 11 27 =
2375 -2635 17 4z 2N,
' ' — iq
Qs xo |(26,35) -2895 @ < 52 No
28,95 -3155 5 57
3155 -34,15 3 60
Ogotem 60 X

-1
]

= +ﬂ'r Z c"—1855+(15 12)><2
Q, = x, (4 ”’z’)n_ . 7

i=1 “

= 20,50

-1

3N E Co 2,
Qs =:r:ﬂ+[—4 — n,)— = 26,35+ (45 —44) x 5
n

o

= 26,68
i=1
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7.2.Miary zmiennosci (rozproszenia, rozrzutu)

Rozstep i rozstep ¢wiartkowy

R=x_ —X . =226-198=28

A
A

Xmin Q1 Q3 Xmax

Xt I X2 | X3 | X4 ]} X5 | X6 | X7 | X8 | X9 | X10 | X11 | X12 | X13 | X14 | X15

19,8 | 20,8 | 20,8 | 209 § 21,0 | 21,3 | 21,4 | 215 | 21,7 | 21,8 | 219 | 220 | 22,5 | 225 ] 22,6

A
v

=Q,-Q=220-209=11

Wariancja

Wariancja nalezy do Momentu 2-rzedu, poniewaz do jej wyliczenia potrzebna jest suma

kwadratéw odchylen kazdego pomiaru od wartosci $redniej (i - )_()2 Z tego tez wzgledu
wariancja nie posiada jednostki fizycznej.

N _ n _ X:
B S O e
a. s :T,dla proby matej S :T prostszy wzor: S° = n—l

Dla przyktadu z 15 danymi pomiarow zawarto$ci biatka (%) w nasionach grochu utworzymy
szereg prosty do obliczen odchylen prostych, kwadratéw odchylen ora kwadratow wartosci x.

i Xi - X) | (- x)? Xi*
1 22,6 1,10 1,21 510,76
2 22,5 1,00 1,00 506,25
3 22,5 1,00 1,00 506,25
4 22,0 0,50 0,25 484,00
5 21,9 0,40 0,16 479,61
6 21,8 0,30 0,09 475,24
7 21,7 0,20 0,04 470,89
8 21,5 0,00 0,00 462,25
9 21,4 -0,10 0,01 457,96
10 21,3 -0,20 0,04 453,69
11 21,0 -0,50 0,25 441,00
12 20,9 -0,60 0,36 436,81
13 20,8 -0,70 0,49 432,64
14 20,8 -0,70 0,49 432,64
15 19,8 -1,70 2,89 392,04
suma 322,5 0,00 8,28 6942,03
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o D% ETJB = 0,59

g = =
n—1 14
5 > 322,5°
nox - BX) goup03 (322 oo
s? = n_ - 1> = =059
n—1 14 14

Wariancje dla danych w szeregu klasowym wyliczymy na analizowanym przyktadzie z
powierzchnig gospodarstw, w tabeli beda nam potrzebne odchylenia srodkow klas od $redniej

oraz kwadraty odchylen §rodkow klas od $redniej pomnozone przez licznosci w klasach.

Powi hni Liczba Srodek
OWIerzehnia | gospodarstw klas Xi X i - X - X)? - XX,

(ha) g p )y 1 1 (X| X ) (X| X ) (X| X ) X n|

(nj) Xi
13,35  -15,95 4 14,65 58,60 -9,01 81,18 324,72
1595 -18,55 8 17,25 138,00 -6,41 41,09 328,70
1855 -21,15 4 19,85 79,40 -3,81 14,52 58,06
21,15 -23,75 11 22,45 246,95 -1,21 1,46 16,1051
23,75 -26,35 17 25,05 425,85 1,39 1,93 32,8457
26,35 -28,95 8 27,65 221,20 3,99 15,92 127,3608
2895 -31)55 5 30,25 151,25 6,59 43,43 217,1405
3155 -34,15 3 32,85 98,55 9,19 84,46 253,3683
Ogoétem 60 X 1419,8 X X 1358,31
koo
Z(Xi -x)? xn,

b SZ — i=1

N

o ¥k (x.—%)%xmn 135831
52 = i J.( i j P — 22,64
N 60

Jesli jest niewielka liczba klas (K < 12) to stosujemy poprawke Shepparda

Poprawka Shepparda: % H?, gdzie — H to szerokosé klas Soopr =S° —% H?

-

e 3

1 2,
Spopr — 5 ——H"=2264———=22,64—-0,56=22,08
12 12

Do dalszych obliczen nalezy wykorzystywaé wariancj¢ poprawiong.
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Odchylenie standardowe
Dla danych w szeregu prostym i w szeregu klasowym warto§¢ odchylenia standardowego
liczy si¢ tak samo. Jest to pierwiastek drugiego stopnia z wariancji. Tym samym, warto$¢

odchylenia standardowego jest wyrazona w jednostkach fizycznych, w ktorych dokonano
pomiaru badanej cechy.

a, b. s:\/s_2

s=4s2=,059=077 %

Warto$¢ odchylenia standardowego dla zawarto$ci biatka w nasionach grochu wynosi
s=0,77%

Warto$¢ odchylenia standardowego dla powierzchni gospodarstw wynosi 4,70 ha.
TYPOWY OBSZAR ZMIENNOSCI

Majac wyliczong $rednig oraz odchylenie standardowe mozemy policzy¢ obszar zmiennosci
typowej dla analizowanej cechy.
X-S< Xivp < X+S-w tym obszarze miesci si¢ okoto 2/3 wszystkich jednostek badane;j

zbiorowosci, tj. 68% danych reprezentujacych ceche.

Dla zawarto$ci biatka w nasionach grochu przy X=21,50%is=0,77% otrzymamy zakres
typowej zawarto$ci:
21,50 -0,77 < X 1vp < 21,50 + 0,77

20,73 < X 1vp < 22,27 (%)

Dla powierzchni gospodarstw przy x = 23,66 ha i s = 4,70 ha otrzymamy zakres typowej

powierzchni:

23,66 — 4,70 < X 1vp < 23,66 + 4,70
18,96 < X 1vp < 28,36 (ha)
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OBSZAR NORMY STATYSTYCZNEJ

Norma statystyczna pokrywa 95% warto$ci analizowanej cechy. Obszar dla danych normy
tworzy si¢ za pomocg formuty: X —(2X5) <X normy < X +(2X5)

Jest to przedziat dwa razy dluzy od przedziatu wartosci typowych.

Dla zawartos$ci biatka w nasionach grochu przy X=21,50%is=0,77% otrzymamy zakres

normatywnej zawartosci:

21,50 — (2 x 0,77) < X normy < 21,50 + (2 x 0,77)
19,96 < X normy < 23,04 (%)

Dla powierzchni gospodarstw przy X=23,66 hais=4,70ha otrzymamy zakres normatywnej

powierzchni:

23,66 — (2 x 4,70) < X 1vyp < 23,66 + (2 x 4,70)
14,27 < X 1vp < 33,06 (ha)

Wspélczynnik zmiennosci wzglednej

Na podstawie sredniej 1 odchylenia standardowego mozna wyliczy¢ wspotczynnik zmiennos$ci
wzglednej, wyrazony w %. Interpretuje on udziat $redniej w odchyleniu standardowym i daje
obraz jak duza jest zmienno$¢ badanej populacji. Zakresy zmienno$ci zostaty opisane w

ponizszej tabeli.

a,b. v= S x100
X
Vv (%) Opis zmienno$ci
Do5 Mata

5,1-10,0 Umiarkowana

10,1-20,0 Srednia
20,1-50 Duza
>50,1 Bardzo duza

Dla zawarto$ci biatka w nasionach grochu przy x=21,50% is=0,77% otrzymamy

wspotczynnik zmiennosci:

67



_ = _ 077 _
v ==z ® 100 _ﬂi,suxj'nﬂ 3,58 0y

Powiemy, ze badana préba nasion grochu cechuje si¢ malg zmiennoscia pod wzgledem

zawartos$ci biatka (ponizej 5%).

Dla powierzchni gospodarstw przy X=23,66 hais=4,70 ha otrzymamy wspotczynnik
zmiennosci:
5 4,70

r==xX100= x100 =19,86 U
x 23,66

Wspotezynnik zmiennos$ci dla powierzchni gospodarstw miesci si¢ w zakresie zmiennosci

sredniej (od 10,1 do 20,0%).

Odchylenie standardowe $redniej - blad Sredniej

Kazda $rednia ma swoje odchylenie standardowe, ktore nazywamy jej bledem. Zalezy ono od
wielkosci proby, z ktorej pochodzi. Im wigksza proba tym mniejszy btad $redniej. Dla prob o
matej liczebnosci przy tej samej $rednie btad bedzie zawsze wigkszy. Wynika to ze wzoru,
bowiem licznos¢ proby pod pierwiastkiem jest w mianowniku wzoru na btad $rednie;j:

S
ab. s.=—
X

Jn

Dla zawartos$ci biatka w nasionach grochu przy s = 0,77% i n = 15 otrzymamy blad Sredniej:

5 0,77
e — D,Eﬂ G4
Wy W15

Dla powierzchni gospodarstw przy s = 4,70ha i n = 60 otrzymamy btad $redniej:

= 0,61 ha
V60

B
I
=
o Ly
:1|
I
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7.3.Miary asymetrii

Dla proby duzej mozna wykona¢ diagnoze rozktadu cechy pod katem ksztattu histogramu i
diagramu (te zagadnienia byly szczegélowo omoéwione w Rozdziale 4).

Do diagnozy rozktadu pod wzgledem odstgp od symetryczno$ci rozktadu stuza miary
asymetrii, ktére pochodzg od Momentu 3-rzadu.

Momentem 3-tego rzedu nazywamy S$rednig arytmetyczng z odchylen poszczegolnych

warto$ci zmiennej od $redniej arytmetycznej podniesionych do 3-potegi.

Moment trzeci :

M — i=1
? N
Wspolezynnik asymetrii:
M
As=—2
SS

W rozktadzie symetrycznym zachodzi relacja:

x=M,=M,

As = 0 — rozklad jest symetryczny
As > 0 — rozklad jest asymetryczny, prawostronnie sko$ny
As < 0 —rozklad jest asymetryczny, lewostronnie skosny

As od 0 do 2 - asymetria nie jest zbyt silna

Wskaznik skosnosci:
W, =x-M,

Ws = 0 — rozktad jest symetryczny
Ws > 0 — prawostronnie skos$ny

Ws < 0 — lewostronnie sko$ny

Klasyczno-pozycyjny wspélczynnik asymetrii:

— 3()_(_Me)
- S

A
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Powierzchnia Liczba Srodek - " °
(ha) gospodarstw klasy Xi X i (Xi- X) (xi- X)* | (- X)*xn
(D) Xi
13,35 -1595 4 14,65 58,60 -9,01 -731,43 -2925,73
1595 -18,55 8 17,25 138,00 -6,41 -263,37 -2107,00
18,55 -21,15 4 19,85 79,40 -3,81 -55,31 -221,23
21,15 -23,75 11 22,45 246,95 -1,21 -1,77 -19,49
23,75 -26,35 17 25,05 425,85 1,39 2,69 45,66
26,35 -28,95 8 27,65 221,20 3,99 63,52 508,17
28,95 -3155 5 30,25 151,25 6,59 286,19 1430,96
31,55 -34,15 3 32,85 98,55 9,19 776,15 2328,45
Ogotem 60 X 1419.8 X X -960,21

YN (x,—%)¥xn, —96021
M, == 1 X)X = —16,00
N 60

Moment 3-rzg¢du jest warto$cig ujemna, co wskazuje juz na ewentualng sko$nos¢ lewostronng

(patrz podrozdziat 4.3.)

M, —16,00
As=—2=—"_=_0,15
s? 4,708

Klasyczny parametr asymetrii As jest mniejszy od 0 co moéwi nam, ze rozklad jest
asymetryczny, lewostronnie sko$ny. Jest to jednak bardzo niewielka asymetria, ze wzgledu na
wartos¢ bezwzgledng ponizej 1.
Klasyczno — pozycyjny parametry asymetrii jest rOwniez ujemny i jego wartos¢ -0,3 wskazuje

podobnie na niewielka asymetri¢ lewostronna.

,_ 3x(X—M,) 3x(23,66—2421)
s 5 B 4,70 N

—-0,3

Ws = x- Mo = 23,66 - 24,79 = - 1,13

Wskaznik skos$nosci, ktory bierze pod uwage roznice pomiedzy Srednia a warto$cig modalng

jest w tym przyktadzie rowniez wartoscig ujemna.

7.4.Miara koncentracji wokét sredniej - kurtoza

Momentem 4-tego stopnia nazywamy $rednig arytmetyczng z odchylen poszczegdlnych

warto$ci zmiennej od $redniej arytmetycznej podniesionych do 4-potegi.
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Moment czwarty wyliczamy:

N

Z(X'i - )_<)4 x N,

M4: i=1 N

Moment 4 stuzy do wyliczenia Kurtozy, ktora jest miarg koncentracji wynikéw wokot

warto$ci $redniej

Opis koncentracji rozktadu zalezy od wartos$ci i znaku K
K = 3 —rozktad jest normalny, o koncentracji wokot sredniej normalne;j
K < 3 —rozktad jest sptaszczony (platykurtyczny) o skupieniu stabszym od normalnego

K > 3 — rozktad jest wysmukty (leptokurtyczny) o skupieniu silniejszym od normalnego

Warto$¢ K odbiegajaca o +/- jedng jednostke nie stanowi powaznego zagrozenia dla rozktadu.

Powierzchnia Liczba Srodek = = =
(ha) gospodarstw klasy Xi X Nj (Xi- X) (xi- X)* | (xi- X)*xn
(D) Xi
13,35 -15,95 4 14,65 58,60 -9,01 6590,21 26360,83
1595 -18,55 8 17,25 138,00 -6,41 1688,23 13505,86
18,55 -21,15 4 19,85 79,40 -3,81 210,72 842,87
21,15 -23,75 11 22,45 246,95 -1,21 2,14 23,58
23,75 -26,35 17 25,05 425,85 1,39 3,73 63,46
26,35 -28,95 8 27,65 221,20 3,99 253,45 2027,60
28,95 -31,55 5 30,25 151,25 6,59 1886,00 9430,00
31,55 -34,15 3 32,85 98,55 9,19 7132,83 21398,50
Ogotem 60 X 14198 X X 73652,69

CEN (x—%)*xn, 736527

M, 12275
N 60
M, 12275
st 470 7

Na podstawie wyliczonej kurtozy = 2,52 stwierdzimy, ze mamy do czynienia z rozktadem
lekko platykurtycznym, to znaczy, ze rozproszenie powierzchni gospodarstw wokot §redniej

arytmetycznej jest o 0,5 stopnia za duze w odniesieniu do rozktadu normalnego.
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8.Kompleksowa analiza danych do opisu statystycznego

Przyktad, ktéry zostal juz zaprezentowany wczesniej (str. 26-28) wykorzystamy do
kompleksowej analizy opisu statystycznego wraz z wizualizacja danych. Przypomnijmy, ze

dotyczy pomiaréw 90 roslin dtugosci todygi narcyza odmiany Ice Flower w cm.

Pierwszym krokiem w opisie statystycznym badanej populacji jest przygotowanie danych w

szeregu przedzialowym do zobrazowania rozktadu. Korzystamy z kolumn 2,3,5i 6.

Dhugo$¢ todygi narcyza odmiany Liczba W
Ice Flower [cm] roslin Cum n; ni/ N ' Cum Wi
ni/ N x 100
xi w zakresach (ny)
1 2 3 4 5 6
14,05 - 15,30 7 0,078 7.8 7,8
15,30 — 16,55 12 19 0,133 13,3 21,1
16,55 - 17,80 15 34 0,167 16,7 37,8
17,80 — 19,05 23 57 0,256 25,6 63,4
19,05 - 20,30 19 76 0,211 21,1 84,5
20,30-21,50 9 85 0,100 10,0 94,5
21,50-22,80 5 90 0,055 5,5 100,0
Ogotem 90 X X 100,0 X
n Cumny

14
12
10
8
6
4
2
0

30
25
20
15

v

0

14,05-1530 15,30-16,55 16,55-17,80 17,80~19,05 19,05-20,30 20,30~21,50 21,50~22,80
Wykres 4. Histogram licznosci todyg narcyza w klasach
dtugosci (cm).

16
14
12
10
8
6
4
2
0

14,05-15,30 15,30 16,55 16,55-17,80 17,80~19,05 19,05-20,30 20,30~21,50 21,50-22,80

Wykres 6. Histogram udziatu % todyg narcyza w klasach
dtugosci (cm).

14,05-15,30 15,30-16,55 16,55-17,80 17,80-19,05 19,05-20,30 20,30-21,50 21,50-22,80

Wykres 5. Histogram skumulowanej liczno$ci todyg narcyza w
klasach dtugosci (cm).

Cum W,

80
75
70
65
60
55
50
45
40
35
30
25
20
15
E
o

14,05-15,30 15,30—16,55 16,55 17,80 17,80~19,05 19,05-20,30 20,30-21,50 21,50 22,80

Wykres 7. Histogram skumulowanych udziatéw % todyg
narcyza w klasach dtugosci (cm).
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Moment statystyczny 1 to miary centralnego polozenia

Moda
Dlugos¢ todygi narcyza Liczba
odmiany Ice Flower [cm] ro$lin
Xi W zakresach (ny)
14,05 -15,30 7
15,30 — 16,55 12

16,55 — 17,80 (159— nos
Xo ——> CL?,@ 19,05 CZ@—— Ng
19,05 — 20,30 (199—F noa

20,30 — 21,50 9
21,50 — 22,80 5
Ogotem 90

Rozpigtos¢ przedziatu wynosi tutaj Co = 1,25.
Podstawiajac do wzoru wszystkie potrzebne dane otrzymamy:

Mg —MNg_y 23—15

=1780 + (125 %
(g —mng_y)+(ng —ngyy) ( (23— 15)+ (23 —19)
= 18,63

M, =x,+c

Najczesciej powtarzana warto$¢, czyli Moda wynosi 18,63 cm.

Mediana

Dla szeregu klasowego z dtugoscia todygi narcyza mamy nast¢pujace dane:

Nl=90/2 =45
Pytanie, w ktorym przedziale miesci si¢ x45? Do tego potrzebna jest nam kolumna z
liczebnosciami skumulowanymi Cum ni. Jak widzimy w wierszu 4 mieszcza si¢ wartosci od
34 do 57, a wigc Xss jest w tym wierszu.

Dhugosc¢ todygi narcyza Liczba
odmiany Ice Flower [cm] ro$lin Cum ni

X; W zakresach (ni)

14,05 - 15,30 7 7

15,30 - 16,55 12 19 o

_ 2N

16,55 17,80 15 (34— 2
xo ——> (17,80 19,05 23¢9 57 no

19,05 — 20,30 19 76

20,30 — 21,50 9 85

21,50 — 22,80 5 90

Ogotem 90 -
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M, = +N Z r:"—1:«'sn+(45 34)><125
=%t (G ) =17, 23

Kwartyle Q1 i Q3

k=1

i=1 ¢

N & \¢C
=X, +(—-) n)—=
Q=%+ -2

Co — rozpie¢tos¢ przedziatu
No — liczebnos¢ przedzialu klasowego, w ktorym znajduje si¢ kwartyl

k-1

z N, - skumulowana liczebnos¢ poprzedzajaca przedziat klasowy kwartylu

i
i=1

przedziat Q1

Przedziat Q3

16,55)- 17,80 34
17,80 - 19,05 €D
19,05)- 20,30 @ 76
20,30 — 21,50 9 85
21,50 — 22,80 5 90
Ogotem 90 -
-1
N c, 1,25
Ql=xﬂ+[——z:ﬂ,ij—= 16,55 + (22,5 — 19) x = 16,84
4 n, 15
i=1
-1
=19,75

+ N E ‘o 19,05 4 (67,5 — 57 1,25
=x —_— = n;)— =19, 2 *
QE o (4 zjn ( :] 19

3N & ¢ )
=X +(—— ) n)—2, gdzie
QS 0 (4 ; |)no g

Xo — dolna granica przedzialu klasowego kwartylu
NJ4 — V4 sumy liczebnosci, ktéra wskazuje na numer 1 kwartylu, tj. 90/4 = X225
3N/, — % sumy liczebnosci, ktora wskazuje na numer 3 kwartylu, tj. 3 x 90/4 = Xe75

=18,40

Dlugos¢ todygi narcyza Liczba
odmiany Ice Flower [cm] ro$lin Cum ni
Xi W zakresach (ni)
14,05 -15,30 7 7
15,30 — 16,55

12
)
23

i=1 °
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Dhugo$¢ todygi narcyza Liczba Srodek ~ ~ ~
odmiany Ice Flower [cm] ro$lin klasy Xi X N - X) | G- X)2 | (xi- X)2X i
Xi W zakresach (ni) Xi
1 2 7 8 9 10 11

14,05 — 15,30 7 14,675 | 102,725 | -3,635 13,213 92,493
15,30 — 16,55 12 15,925 | 191,100 | -2,385 5,688 68,259
16,55 — 17,80 15 17,175 | 257,625 | -1,135 1,288 19,323
17,80 - 19,05 23 18,425 | 423,775 | 0,115 0,013 0,304
19,05 — 20,30 19 19,675 | 373,825 1,365 1,863 35,401
20,30 — 21,50 9 20,925 | 188,325 | 2,615 6,838 61,544
21,50 - 22,80 5 22,175 | 110,875 | 3,865 14,938 74,691

Suma 90 X 1648,25 X X 352,015

Srednia arytmetyczna:

Do wyliczenia $redniej arytmetycznej potrzebne sg kolumny 2,7,8.

N

DX xn,

- 164825
N 90

X = =18,31cm

W szeregach tagodnie asymetrycznych zachodzi relacja pomiedzy modalng a mediana:
M, =x—-3(x-M,)

17,97 = 18,31 - 3 x (18,31 — 17,93)
17,97 =17,17
Moment statystyczny 2 to miary zmiennosci

Wariancja:
Do wyliczenia Momentu-2 rzedu potrzebna jest kolumna 11.

[

(% —x)? xn,
§2 = 1
N
2 T (x —X)® X, _ 352,015 _ 301
N 90
" e 1 o ¥ -
Spopr — 5 _EH_:EJQI_ =391-0,13=3,78

Odchylenie standardowe:

=./s2=./3.78=194 cm

75




Wspolczynnik zmiennoS$ci wzglednej:

5 1,94
r==x100=
x 18,31
Blad Sredniej:
5 1,94
s =—=—=0,20cm
Vi 90

x100 =10,60 %

Dla x=18,31cmis = 1,94cm otrzymamy zakres typowej dlugosci pedow narcyza:

18,31 -1,94 <X 1vp < 18,31 + 1,94

16,37 < X 1vyp < 20,25 (cm)

Obszar dla danych normy tworzy si¢ za pomocg formuty: X — (2 xs) <X Normy < X + (2x59)
18,31 — (2 x1,94) < X normy < 18,31 + (2 X 1,94)
14,43 < X normy < 22,19 (cm)

Moment statystyczny 3 — to miary asymetrii

Do wyliczenia Momentu 3-rzgdu oraz miar asymetrii sg potrzebne kolumny nr 12 i 13.

Dlugosc¢ todygi narcyza Liczba Srodek
odmiany Ice Flower [cm] roslin klasy Xi X N (Xi- X) (Xi- X )3 (Xi- X )3 X Ni
Xi W zakresach () Xi
1 2 7 8 9 12 13
14,05 - 15,30 7 14,675 102,725 -3,635 -48,03 -336,21
15,30 - 16,55 12 15,925 191,100 -2,385 -13,57 -162,80
16,55 - 17,80 15 17,175 257,625 -1,135 -1,46 -21,93
17,80 - 19,05 23 18,425 423,775 0,115 0,00 0,03
19,05 - 20,30 19 19,675 373,825 1,365 2,54 48,32
20,30 - 21,50 9 20,925 188,325 2,615 17,88 160,94
21,50 - 22,80 5 22,175 110,875 3,865 57,74 288,68
Suma 90 - 1648,250 - -22,96
¥ (x,—x)Pxn —2296
Ma — =i 1 i i _ — —0,25
N 90
M, —0,26
As=—=——=-0,035
53 1,943
Ix(x—M 3% (18,31 — 18,40
_3xGE-M) _3x( ) _ _ons

# 5

1,94
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Moment statystyczny 4 — to miara koncentracji

Do wyliczenia Momentu 4-rzgdu i kurtozy potrzebne sg kolumny nr 14 i 15.

Dtugo$¢ todygi narcyza Liczba Srodek 3 3 3
odmiany Ice Flower [cm] ro$lin klasy Xi X N (Xi- X) (Xi- X )4 (Xi- X )4 X i
Xi W zakresach () Xi
1 2 7 8 9 14 15
14,05 - 15,30 7 14,675 102,725 -3,635 174,59 1222,13
15,30 - 16,55 12 15,925 191,100 -2,385 32,36 388,27
16,55 - 17,80 15 17,175 257,625 -1,135 1,66 24,89
17,80 — 19,05 23 18,425 423,775 0,115 0,00 0,00
19,05 - 20,30 19 19,675 373,825 1,365 3,47 65,96
20,30 - 21,50 9 20,925 188,325 2,615 46,76 420,85
21,50 - 22,80 5 22,175 110,875 3,865 223,15 1115,75
Suma 90 - 1648,250 - 3237,86
¥V (x,—X)*xn, 323786
M, =" L = = 35,98
N 90
M, 3598
st 194 7

Wizualizacja opisu statystycznego

24,0

23,0

22,0

21,0

20,0

19,0

18,0

17,0

Dtugosc¢ peddw narcyza Ice Flower (cm)

16,0

15,0

14,0

O Mediana = 18,40
[1Q1-Q3

X min = X max

= (16,84, 19,75)
= (14,1, 22,8)

13,0

Wykres 8. Rozstep catkowity, rozstep ¢wiartkowy oraz mediana dla dtugo$ci pedow narcyza (cm).
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20,5

20,0 |

1951 m] Srednia =18,31
O Srednia+Btad std = (18,11, 18,51)
190 T SredniatOdch.std = (16,37, 20,25)

18,5

18,0

175

Dtugos$¢ peddw narcyza Ice Flower (cm)

17,0 ¢

16,5

16,0
Wykres 9. Zakresy zmiennosci $redniej oraz typowej zmiennosci dla dtugosci pedéw narcyza (cm).

225+

o Srednia = 18,31

21,5  [JSredniazOdch.std = (16,37, 20,25)
T Sredniax2*Odch.std = (14,43, 22,19)
+ Mediana = 18,40

20,5 +

195

18,5

175}

16,5

Diugos¢ pedoéw narcyza Ice Flower (cm)

155}

145

13,5
Wykres 10. Zakresy zmiennosci typowej zmiennosci oraz normy dla dtugosci pedow narcyza (cm).



Rozktad: Normalny

30

25 ¢

20

15}

Liczba obserwacji

10 ¢

As =-0,035
K=2,54

104

7

\

14,1

15,4 16,7 18,0 19,3 20,6 21,9 23,1
Dtugos¢ peddéw narcyza (cm)

Wykres 11. Histogram liczebnoéci oraz diagram rozktadu normalnego dla dlugosci pedéw narcyza (cm).
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ROZDZIAL 1II STATYSTYKA MATEMATYCZNA

Spis tresci

1. Badanie czg$ciowe i zagadnienia proby statystycznej

2. Estymacja przedzialowa

2.1.

2.2.

2.3.

Przedzialy ufnosci dla $redniej p
Model 1

Model 11

Model 111

Przedzialy ufnos$ci dla wariancji
Model 1

Model 11

Przedzialy ufnos$ci dla wskaznika struktury (%)

3. Testowanie statystyczne

3.1.

3.2.

Testy istotnosci dla warto$ci oczekiwanej (§redniej) - jednoprobkowe
Model |

Model 11

Testy istotnosci dla dwdch $rednich

Model |

Model 11

81
84
87
87
89
92
94
95
96
98
100
103
103
107
108
109
110

80



1.Badanie czeSciowe i zagadnienia proby statystycznej

Na poczatku nalezy wyjasni¢ pojecia, ktorymi postugujemy si¢ w statystyce. Poza
samymi definicjami przytoczonymi ponizej uwzglgdnione zostaly objasnienia pomocne dla
ich zrozumienia.

Populacja przedmiotowa (zbiorowos¢ statystyczna, masa statystyczna) - Zbiorowos¢
stanowigca przedmiot badan, do ktorej odnosza si¢ wnioski.

Zbiorowos¢ ta obejmuje dowolne elementy podobne pod wzgledem okreslonych cech.
Populacje przedmiotowa okresla cel badan - nalezy zatem jednoznacznie sprecyzowaé jakie
elementy beda wchodzity w sktad tej populacji. Dla przykladu jesli celem badan bedzie
rozpoznanie reakcji roslin pszenicy ozimej na nawozenie, to populacja przedmiotowa beda
wszystkie rosliny pszenicy ozimej uprawiane aktualnie na calym $wiecie. Realizacja takiego
celu wymagataby bardzo szeroko zakrojonych badan. Zwazajac na mozliwosci i potrzebe, cel
badan odnosi si¢ zwykle do mniejszych populacji przedmiotowych np. poznanie reakcji
pszenicy ozimej odmiany Pilgrim na nawozenie azotowe W warunkach gleb bardzo stabych —
wowczas populacja przedmiotowa beda wszystkie rosliny tej odmiany pszenicy uprawiane na
glebach bardzo stabych. Mozemy oczywiscie jeszcze zawezac ta populacje do okreslonych
warunkow klimatycznych itd. W ramach wyjasnienia pszenice uprawia si¢ generalnie na
glebach dobrych i bardzo dobrych, ale niektére odmiany dedykowane sa do uprawy

w stanowiskach gorszych.

Populacja generalna - Og6t wszystkich mozliwych wartosci opisywanej jednorodnej cechy
w populacji przedmiotowe;.

Poszczegblne elementy populacji przedmiotowe] mozna scharakteryzowaé na
podstawie réznych, dajacych si¢ okresli¢ cech — nazywanych w statystyce ,,zmiennymi”.
Przyktadowa pszenice mozna opisa¢ za pomocg cech morfologicznych takich jak: wysokos¢
zdzbta, liczba miedzywezli, cech produkcyjnych takich jak plon ziarna, plon stomy, czy cech
technologicznych jak zawarto$¢ biatka, skrobi itd. Populacje generalng stanowig wartosci
konkretnej, jednej wybranej zmiennej wszystkich elementéw wchodzacych w sktad populacji
przedmiotowej. W omawianym przypadku populacja generalng jest np. liczba migdzywezli
kazdego zdZbla pszenicy ozimej odmiany Pilgrim uprawianej w warunkach gleb stabych —

czyli bardzo duzy zbior wartosci liczbowych nazywanych w statystyce ,,przypadkami”.
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Badania calosciowe - badanie obejmujace wszystkie przypadki populacji generalne;.

Badanie catosciowe ma bardzo duza warto$¢ dowodowa — wynikiem badan sa
twierdzenia — twierdzenie to pewnik rowny randze aksjomatowi. Takie twierdzenie bardzo
trudno poddac pod watpliwos¢. Jedyna mozliwoscig podwazenia twierdzen ptynagcych z badan
calosciowych jest wykazanie nierzetelnosci pomiarow, niewtasciwej metody ich wykonania,
lub bledow obliczeniowych. Niestety populacje generalne to zazwyczaj bardzo wielkie
zbiory, ktérych nie sposob jest uzyskaé. Dla przyktadu nie mozliwym jest okreslenie liczby
miedzywezli wszystkich zdzbel pszenicy poniewaz od poczatku kloszenia do zbioru jest zbyt
mato czasu aby takie badania wykona¢, pomijajac problemy techniczne i koszty ich realizacji.
Ponadto niektore badania maja charakter destrukcyjny — jesli chcemy sprawdzi¢ odsetek
zapalajacych sie¢ zapatek produkowanych przez dang fabryke, to po badaniach calosciowych
ta fabryka nie bedzie miala czego sprzeda¢. Rozwigzaniem tego problemu sa badania

reprezentatywne.

Badania reprezentatywne - badanie obejmujace tyko pewna, reprezentatywng cze$¢
populacji generalnej.

Takie badania pozwalaja nam na wycigganie wnioskow o interesujacych nas
parametrach populacji generalnej. Wnioski maja mniejsza warto$¢ dowodowa niz
twierdzenia. Podstawg poddania pod watpliwos¢ wnioskow moze by¢ zarzut
niereprezentatywnosci populacji proébnej. Reprezentatywno$¢ populacji probnej jest
bezwzglednym warunkiem wiarygodnej estymacji (oszacowania) parametréw populacji
generalnej na podstawie statystyk proby. W terminologii statystycznej nie postugujemy si¢

terminem ,,szacowanie” tylko ,,estymacja”.

Parametr vs statystyka
Parametr to prawdziwa (rzeczywista) wartos¢ miary opisujacej ceche populacji generalnej.
Takg miarg jest np. $rednia i odchylenie standardowe wyliczone z wartosci wszystkich
przypadkéw catej populacji generalnej. Parametr $redni w statystyce nazywany jest rowniez
warto$cig oczekiwang i oznaczany symbolem p (mi), (w niektorych opracowaniach spotyka
si¢ oznaczenie ,,m”). Odchylenie standardowe populacji generalnej, oznaczane symbolem
o (sigma). Jesli z populacji generalnej wytonimy pewng cze$¢ przypadkoéw (probe) i z nich
wyliczymy $rednig to ta $rednia jest nazywana statystyka, podobnie jak odchylenie

standardowe i inne miary opisowe wyliczone z proby nazywac bedziemy roéwniez
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statystykami. Srednig wyliczona z proby oznaczmy symbolem: ¥, a odchylenie standardowe

proby oznaczamy symbolem: S

Populacja prébna - Okreslony zbior przypadkow (pomiardéw), stanowigcy czes¢ populacji
generalnej (lub populacji przedmiotowej - jesli badamy jednocze$nie wigcej niz jedng ceche
populacji przedmiotowej).

Wigkszo$¢ badan przeprowadza si¢ na populacjach prébnych — w skrocie — probach.
Wynika to z oczywistych wzgledéw praktycznych. Jednak tak naprawde nie interesujg nas
statystyki uzyskane z proby tylko estymowane na ich podstawie parametry populacji
generalnej — wszak po to wlasnie przeprowadzamy badanie reprezentatywne. Aby estymacja

byta wiarygodna proba musi spetnia¢ warunek reprezentatywnosci.

Reprezentatywnos¢ - Wtlasno$¢ populacji probnej $wiadczaca o tym, ze metoda doboru
proby zachowata charakterystyke catej populacji przedmiotowej pod wzgledem wybranych
cech (lub populacji generalnej jesli odnosimy sie tylko do jednej cechy populacji
przedmiotowej).

Oznacza to, ze struktura proby odpowiada strukturze populacji generalnej. Proba,
ktéra nie spetnia tego warunku nazywana jest niereprezentatywna lub obcigzong. Jednymi
Z podstawowych kryteriow formalnych decydujacych o reprezentatywnos$ci proby jest jej
losowos¢ 1 liczebnos¢. Losowos¢ oznacza, ze prawdopodobienstwo wybrania do proby
kazdego przypadku populacji generalne;j jest takie samo i jest rozne od zera. Przy dostatecznie
duzej probie, prawdopodobienstwo, ze rozklad empiryczny (proby) nie rézni si¢ od
rozkladu teoretycznego (populacji generalnej) jest bliski jednosci (twierdzenie Gliwienki -
Cantellego). Zatem x,5 = u,o . Dostgpne sg rozne procedury stuzace okresleniu liczebnosci
populacji probne;j, mozna roéwniez znalez¢ gotowe kalkulatory np.
http://www.statystyka.az.pl/dobor/kalkulator-wielkosci-proby.php. Jedng z takich metod jest
dwustopniowa metoda Steina:

Stopien pierwszy - losujemy najpierw niewielkg (rzedu kilku, kilkunastu przypadkéw)

prébe wstepng no i wyznaczamy z niej wariancje S
Stopien drugi - okreslamy liczebnos$¢ wtasciwej proby n, korzystajac ze wzoru:

Comn

d;;r gdzie: t — wartos¢ tablicowa, d — dopuszczalny blad szacunku
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W praktyce badawczej nauk przyrodniczych postugujemy sie jednak probami
klasyfikowanymi pod wzgledem liczebnosci jako: préoba mata do 30 przypadkéw, proba
srednia 31-120 przypadkow i proba duza powyzej120 przypadkow.

2.Estymacja przedzialowa

Zatozmy ze w pewnej rodzinie rolnikow dwaj bracia i ojciec sg bardzo ciekawi jaki
uzyskajg plon ziarna uprawianej przez nich kukurydzy. Poniewaz areat tej uprawy wynosi
100ha to rzetelno$¢ szacowania ma bardzo duze znaczenie przy podejmowaniu decyzji
zwigzanych z ekonomicznym aspektem zagospodarowania plonu.

Aby oszacowa¢ taki plon przed jego zebraniem za pomoca kombajnu trzeba
dysponowaé nastgpujagcymi danymi: obsadg roslin kukurydzy na jednostce powierzchni,
liczba kolb kukurydzy na jednej roslinie i masg ziarna w jednej kolbie. Oczywiscie trzeba tez
przyjac zatozenie, ze warto$ci oznaczonych cech nie ulegng zmianie od momentu wykonania
pomiaréw do momentu zbioru. Populacja przedmiotowa sa rosliny kukurydzy uprawianej w
tym gospodarstwie. Mamy w tym przykladzie trzy cechy do oznaczenia, a wigc bedziemy
mieli trzy populacje generalne. Dla wyjasnienia tematu estymacji przedziatowej skupimy si¢
tylko na jednej z nich, a mianowicie na masie ziarna w kolbie — czyli populacjg generalng sg
masy ziarna we wszystkich kolbach kukurydzy osobno na catym polu. Zwazywszy, ze na
jednym hektarze w przyblizeniu znajduje si¢ ok 80 000 roslin kukurydzy to populacja
generalna jest bardzo liczna 1 nalezy przeprowadzi¢ badanie reprezentatywne.

Zatem jeden z braci poszedt na pole pobrat 30 kolb kukurydzy, zwazyt ziarno z kazdej
z nich osobno 1 wyliczyt §rednig 208,7g. W praktyce badan statystycznych jest tak, ze pobiera
si¢ tylko jedng populacje probng i na jej podstawie wykonuje si¢ estymacje parametru. Ale
w naszym przyktadzie drugi brat i ojciec dokonali bez konsultacji ze sobg whasnych badan,
wg. analogicznej metody. W trakcie rozmowy zainteresowanych plonem kukurydzy okazato
si¢ ze drugi z braci uzyskal wynik 199,4¢g a ojciec 202,2g... Rozbiezno$¢ tych wynikoéw
wydaje si¢ niewielka, ale przeliczajac to juz plon z catego arealu to okazuje si¢, ze te roznice
przektadaja si¢ na dziesigtki ton z calego areatu... Widomym jest, Ze proby o stosunkowo
niewielkiej liczebnosci pobrane z tej samej populacji generalnej najprawdopodobniej beda si¢
r6znity pod wzgledem warto$ci wyliczonych z nich statystyk. Oczywiscie zwigkszanie
liczebnosci prob zmniejsza prawdopodobienstwo duzych rozbieznosci, ale trzeba gdzie$

postawi¢ granice, poniewaz zwiekszanie liczebnosci proéb wigze si¢ z wzrostem
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pracochtonnosci badan. Tu wiasnie potrzebna jest statystyka i pojety temat przedziatowej
estymacji parametréw populacji generalne;.

Na podstawie statystyk z proby nie da si¢ oszacowac parametru jako jednej liczby.
Odnoszac si¢ do przytoczonego powyzej przyktadu nie da si¢ na podstawie §redniej z proby

rownej Xg oszacowac, ze srednia masa ziarna dla

.ip. wszystkich kolb kukurydzy z calej plantacji wynosi
L YQ. Zastosowanie ma tu estymacja przedzialowa.

.—I—.
—t—e Przedzialowa estymacja parametryczna polega na

o—e
s tym, ze na podstawie statystyk z proby obliczamy

ofl—e . , . . :

o—die przedziat (a<$rednia< b), w ktoérym rzeczywisty
—a | parametr populacji  generalnej powinien  si¢

ol—0e
O—LOH »Zzmiesci¢” — w terminologii statystycznej uzywamy
'—I—°I zwrotu  przedzial ufno$ci pokrywa  warto$¢
o J parametru. Oczywiscie 1stnieje pewne
| prawdopodobienstwo (o), ze rzeczywista $rednia i

o——e Przedzial ufnosci . . . . bye
oszacowany przez nas przedziat si¢ nie pokryja. Jesli

Rys. 1. Losowe przedzialy ufnoéci dla wartosci
oczekiwanej w badaniach przyjmiemy «=0,05 to w duzym
uproszczeniu na 100 wylosowanych prob i przedzialow z nich estymowanych 5 nie bedzie si¢
pokrywalo z rzeczywista $rednig populacji generalnej. Przedstawiono to w sposéb graficzny
na rysunku, przedzial zaznaczony kolorem czerwonym nie pokryl si¢ z estymowanym
parametrem (rys. 1). Jak zaznaczono jest to tylko bardzo uproszczone wyjasnienie,
przedstawiajace ide¢ zagadnienia, poniewaz w badaniach reprezentatywnych pobieramy tylko

jedng prébe i szacujemy jeden przedziat ufnosci. To wprowadzenie w tematyke pozwala na

tatwiejsze zrozumienie rozpatrywanych ponizej definicji.

Przedzial ufnosci — losowy przedziat wyznaczony za pomocg rozktadu estymatora, a majacy
te wilasno$¢, ze z duzym, z gory ustalonym prawdopodobienstwem, pokrywa wartos$¢
szacowanego parametru. Przedzial ufnosci zapisujemy:

P(a<®<b)=1-a (L)

O — estymowany parametr np. srednia (u) lub odchylenie standardowe (o)

a i b —dolna i gorna granica przedziatu ufnosci
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1- a - wspolczynnik ufnosci - prawdopodobienstwo, z jakim parametr ® jest pokryty

przedziatem ufnosci.
Najczesciej przyjmowanym wspoOtczynnikiem ufnosci jest 0,90; 0,95; 0,99 (tab. 1).

Tab. 1. Wspotczynniki ufnosci a i warto$¢ Za»

1-a o o/2 Zaf2
0,90 (90%) 0,1 0,05 1,64
0,95 (95%) 0,05 0,025 1,96
0,99 (99%) 0,01 0,005 2,58

Wartosci Za odczytujemy z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego N(0,1). Tablice takie
dostepne sa w wigkszosci podrecznikdw ze statystyki, mozna znalez¢ je rdéwniez na stronach
internetowych. Najprosciej jednak skorzysta¢ z formuty =ROZKELAD.NORMALNY>S>0ODW(...)
w programie Excel. W miejsce trzech kropek w nawiasie przedstawionej formuty wstawiamy
wartos$¢ szukanego o lub 1-a. Jesli w programie Excel tg formute przywotamy z paska formut

klikajac symbol fx to wartos$¢ a (lub 1-a) wpisujemy w przywotanym oknie (rys. 2).

Autozapis (@) g Zeszytladlsy = P Wyszukg

Pl Narzedzia gtowne ~ Wstawianie  Uklad strony  Formuly  Dane  Recenza  Widok  Pomoc  Power Pivot 7 Komenta

ROZKKAD.... ™ X« J | =ROZKLAD.NORMALNY.S.0DW(0,05)

A B C D E F G H 1 K L M N 0 p Q R 5 T
1 [-ROZKEAD.NORMALNY.S.0DW(0,05)
2
3
4
5 Argumenty funkgji X
b ROZKEAD NORMALNY.5.0DW
7
g Prawdopodobiefistwo | 0,03 +| =005
9 = 1,544853627
10 Ta funka jest w celu 1g0dnosci 2 prog Excel 2007 i jego wezetnigjszymi
wersjami,
1 Twrata i g o rozktadu (o éredniej zero | odchyleniu
2 standardowym jeden).
13 - prawdop i dotyczate danego rozkladu normalnego, liczba
2 przedziatu od 0 do 1 wiacznie,
14
1 Wynikformuly = -1,644853627
16
" Pomoc dotysctei e sl

Arkusz1 | Arkusz2 ® .
Edycja
13:25

&)
2001201

Rys. 2. Okno programu Excel z formutg wyszukania wartosci Za
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2.1.Przedzial ufnosci dla Sredniej u

Budowa przedziatow ufnosci dla sredniej (warto$ci oczekiwanej) jest uzalezniona od 3

zalozen: 1. typ rozkladu 2. znajomos$¢ wariancji 3. wielko$¢ proby.

MODEL |

Zalozenia:
1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(u,o)

2. Odchylenie standardowe o (wariancja ¢ 2) jest znane
3. Z populacji wylosowano n elementowg probe

Zatem przyjete zatozenia wskazujg, ze ten model ma zastosowanie tyko dla
zmiennych cechujacych si¢ rozkladem normalnym. Wymagana jest w tym modelu znajomos¢
odchylenia standardowego (lub wariancji) dla populacji generalnej. Liczebno$¢ populacji
probnej jest dowolna. Ten model jest stosowany rzadko ze wzgledu na to, ze tylko nieliczne
populacje generalne sg sparametryzowane, tzn. ze rzadko kiedy znamy odchylenie
standardowe populacji generalnej. Odchylenie standardowe ¢ moze by¢ jednak z gory
zatozone np. jesli producent konserw okre§la mas¢ netto ich zawartoSci to przepisy prawa
okreslaja rowniez dopuszczalne odchylenie (art. 8 ust. 1 ustawy o towarach paczkowanych).
Whprawdzie ustawowo okresla si¢ tylko dopuszczalng niedowage, ale zaktadajac, ze rozktad
normalny jest dwustronny to odchylenie od deklarowanej masy mozna dla potrzeb testowania
zastosowac dla nadwagi. Trzeba zaznaczy¢, ze dopuszczalne odchylenie okresla tylko warto$é
minimalng, a wi¢c warto$¢ rowng -3 o, stad aby otrzymac warto$¢ parametru odchylenia

standardowego trzeba dopuszczalne odchylenie podzieli¢ przez trzy.

Przedzial ufnosci dla tego modelu budujemy wg wzoru:

/1

Pli-z,Z<u<i+z,Z}=1-a (2)
W W

Estymatorem parametru u jest tutaj $rednia z proby X. Estymator ten ma rozktad
N(nE) @)
Gdzie:
X — $rednia z proby
Z — b warto$¢ zmiennej losowej Z majacej rozktad normalny standaryzowany. Jest to warto$¢
odczytywana z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego N(0,1).
a — odchylenie standardowe populacji generalnej

N — liczebnos$¢ proby
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Przedziat ten buduje si¢ najczesciej dla @ = 0,1 wowczas Zo=1,64 lub a« = 0,05 wowczas

Z0=1,96 lub dla @ = 0,01 wowczas Z0=2,58

Z oczywistych wzgledow zalezy nam aby zbudowany przedziat ufnosci byl jak
najwezszy. Dla przyktadu, jesli chcemy estymowac $srednig wysoko$¢ Polakow w wieku 18lat
i zbudujemy przedzial o rozpietosci dwoch metréw to tak naprawde niczego si¢ nie dowiemy,
im przedzial jest wezszy tym bardziej warto§ciowa informacj¢ otrzymujemy. Z wzoru (2.)
wynika, ze o szerokoS$ci przedziatu decyduje $rednia z proby &, zmienna losowa Z, odchylenie
standardowe o i liczebnos$¢ populacji probnej n. ¢ jest wartoscig na ktorg nie mamy wptywu
bo jest parametrem rzeczywistym populacji generalnej. x jest wartoscig otrzymang z proby
wylonionej przez losowanie wigc réwniez nie mamy wplywu na jej warto$¢. Zo wynika
z zatozen okreslonych w danej dyscyplinie naukowej. Zatem tak naprawd¢ wplyw mamy na
liczebnos$¢ populacji probnej n. Ze wzoru (2.) wynika ze im wigksza liczebnos¢ proby tym
przedzial jest wezszy, zatem tworzac metodyke badan nalezy unika¢ minimalizacji

liczebnosci proby.
Przyktad 1.

Masa netto chipsow w paczce wg. deklaracji producenta wynosi 100g, dopuszczalne
przepisami prawa odchylenie to 4,5g, zatem o = 1,5g. Wiadomo, ze rozktad tej cechy jest
normalny. Pobrano probe 30 pacek 1 po przeprowadzeni badania obliczono $rednig mase
chipsow w paczce ¥ = 96,0g. Przyjmujac wspdtczynnik ufnosci 1-o = 0,95 zbudowac
przedzial ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej masy chipsOw w paczce.

1.5
P {96,0 —196—< n<<96,0+196 ,_} =1-—0,05
V30 V30

Uzyskujemy wynik
P{95,5 < u < 96,5} = 0,95

Z obliczen wynika, Ze rzeczywista $rednia masa chipsOw w paczkach od tego producenta z

95% prawdopodobienstwem miesci si¢ w przedziale 95,5-96,5¢.
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Przyktad 2.

W pewnym bardzo duzym =zaktadzie produkcyjnym postanowiono zbadaé staz
pracownikow fizycznych. W tym celu z populacji tych pracownikow wylosowano probe
0 liczebnosci n=196 pracownikow, z ktorej obliczono, ze $redni staz = 6,9 lat. Wiadomo, ze
rozktad stazu jest normalny z odchyleniem standardowym o = 2,8 lat. Przyjmujac
wspotczynnik ufnoséci 1-a = 0,95, zbudowaé przedzial ufnosci dla nieznanej wartoSci

oczekiwanej stazu.

Ll

2,8
P {6,9 —19% —< p <69 +196 ,_} =1-—0,05
V196 V196

Uzyskujemy wynik
P{6,51 < u < 7,29} = 0,95

Whiosek: $redni staz pracownikow fizycznych w objetym badaniami zaktadzie pracy miesi

si¢ w przedziale 6,51-7,29 lat, przy & = 0,05,

MODEL I

Zalozenia:
1. Populacja generalna ma rozktad normalny N{u, o)

2. Odchylenie standardowe o (wariancja ¢ 2) jest nieznane

3. Z populacji wylosowano n elementowg probe mata (do 30 elementow)

Ten model jest najczesciej stosowany w naukach przyrodniczych, poniewaz wiekszo$¢
cech przyrodniczych ma rozklad normalny o nieznanych parametrach. Zazwyczaj rdwniez
pobierane s3g proby mate, czyli o liczebnosci nie przekraczajacej 30 przypadkow.
Ograniczenie liczebnos$ci proby wiaze si¢ z tym, ze badania naukowe, zwlaszcza te
czynnikowe (z specjalnie wprowadzonym i kontrolowanym czynnikiem) obejmuja wiele
obiektow doswiadczalnych 1 jednoczesnie okresla si¢ wiele cech. Powoduje to, ze pobieranie
prob o wigkszej liczebnosci jest zbyt pracochtonne 1 kosztowne. Trzeba réwniez wzig¢ pod
uwage to, ze wiele badan ma destrukcyjny lub inwazyjny charakter dla przypadkéw objetych

testami; nabiera to szczegdlnego znaczenia przy pracy na organizmach zywych.
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Przedziat ufno$ci dla tego modelu budujemy wg wzoru:

_ s _ s
P{x—tm,ﬁ{ p:‘:x+tmvﬁ} =1—a (4)

Gdzie:

X — $§rednia z proby

t..— warto$¢ t-Studenta odczytywana z tablic dla ustalonego o i liczby stopni swobody
v=n—1

S — odchylenie standardowe populacji probne;j

n — liczebnos$¢ proby

Przedzial ten buduje si¢ najczesciej dla a = 0,1 lub 0,05 lub 0,01. Warto$ci
t odczytujemy z tablic rozktadu t-studenta. Sg to powszechnie dostgpne tablice statystyczne.
Mozna rowniez uzyska¢ warto§¢ t 2z programu Excel za pomocg formuly
=ROZKLAD.T.ODWC(...; ...), wmiejsce kropek wpisujac odpowiednio poziom ufnosci
a i liczbe stopni swobody n-1 (rys.3)

o wiyszuka)

Plik Narzedzia giéwne Wstawianie Ukdad strony Formuty Dane Recenzja Widok Pomoc Power Pivot 2 Komentarze
F12 - X v K =ROZKL.T.ODWR(0,05;29)

A B T D E F G H ] K L M N (o] P Q R 3 T U
1
2
3
4
5 Argumenty funkji ? X
g ROZKET.ODWR
7
: Prawdopodobieristwo | 0,05 2| = 005
9 Stopnie_swobody |29 * =
10 = -1699127027
1 Zwraca lewostronna odwrotnodé rozkladu t-Studenta.
12 05;2 Stopnie_swobody - dodatnia liczba catcowita wskazujaca liczbe stopni swobady
13 charakteryzujacych rozktad,
14
iE] Wynik formuly = -1,699127027
16
B Pomoc dotycaca tei funkdi Anuluj
18
19
20
21
22
23
24
25

Arkusz1 1 »

Rys. 3. Okno programu Excel z formuta wyszukania wartosci t- studenta
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045 Trzeba mie¢ $wiadomosé, ze dla
04 F —k=1 . . , .

1 i takiego samego poziomu ufnosci o
warto$¢ t- studenta jest wigksza niz
wartos¢ Z. Stad estymowany za
pomocg modelu II przedziat jest

szerszy niz za pomocg modelu 1. Im

mniejsza proba tym rozktad t bardziej

——=== e odbiega od rozkladu normalnego tj.
5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5

Rys. 4. Poréwnanie rozktadu normalnego z rozktadem t-studenta
przy roznej liczbie stopni swobody

prawdopodobne sg wartosci mocno odbiegajace od S$redniej niz w przypadku rozktadu

ma szerszg podstawe - tzn. bardziej

normalnego, w miar¢ wzrostu liczebnosci rozktad t - Studenta jest zbiezny

do rozktadu normalnego standaryzowanego (rys. 4).

Przyktad 3.
Wyznaczy¢ przedziat ufnosci (1-o =0,95 i 1-a =0,90) dla wartosci oczekiwanej

glukozy we krwi ludzkiej [mg%] na podstawie 6 przebadanych oséb: 115; 110; 120; 118;
103; 125.
Wyleczona z proby $rednia = 115,17 mg%, a odchylenie standardowe 7,78 mg%

7.78 7.7
P4115,17 — 2,015 — < p = 115,17 + 2,015—— = 0,95
VB VB
PI108.77 < p= 121,57} = 0,95
7.78 7.7
P{L1517 — 1476 —— < p < 115,17 + 1476~ = 0,90

W W

P{110,48 < p < 119,86} = 0,30

Dla poziomu ufnosci 0,95 warto§¢ oczekiwania glukozy we krwi miesci si¢ w
przedziale 107,77 — 121,57 mg%, a dla poziomu ufnosci 0,90 przedziat ten jest wezszy tj.
110,48-119,86. Wydawac¢ si¢ moze, ze skoro uzyskujemy wezszy przedziat przy mniejszym
poziomie ufnosci to zasadnym jest jego zmniejszanie. Niestety wigze si¢ to z wickszym
prawdopodobienstwem tego, ze oszacowany przez nas przedziat nie pokryje szacownego

parametru.

Przyktad 4.

Sprawdzano zawarto$¢ (%) biatka w nasionach tubinu zéttego odmiany Teo. W tym
celu z pigtnastu losowo wybranych plantacji pobrano po jednej probie do oznaczenia tej
cechy. Po wykonaniu oznaczen uzyskano nast¢pujace wyniki: 45,1; 46,1; 43,6; 44,4; 45,8;
44,4, 444, 43,4, 44,2; 44.8; 44.9; 48,7, 44,6; 46,3; 44,5. Wyznacz przedziat ufnosci (1-a
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=0,99) dla sredniej populacji generalnej. Wyliczona z proby srednia = 45,0%, a odchylenie

standardowe = 1,31%

1,31 1,31
P {45,13 — 2977 — < u< 450+ 2,977 ,_} =099
Y15 V15

P{43,99 < p < 46,01} = 0,99
Zawarto$¢ biatka w nasionach tubinu zoéttego odmiany Teo miesci si¢ w przedziale 43,99-

46,01% przy a=0,01

MODEL 111

Zalozenia:
1. Populacja generalna ma rozktad dowolny (normalny lub inny)

2. Odchylenie standardowe (wariancja) jest nieznane.

3. Z populacji wylosowano n elementowg probe niemata (powyzej 30 elementow)

W badaniach gdzie parametryzacji podlega niewielka liczba obiektow zasadnym jest
wykonywania oznaczen na probach $rednich lub duzych. Niektére populacje generalne
charakteryzuja si¢ innym rozktadem niz rozktada normalny, wtedy powinno si¢ pobierad

proby duze. Dla takich wtasnie badan zastosowanie ma model I11.

Przedziat ufnosci dla tego modelu budujemy wg wzoru:

Pli-z,Z<pu<i+z,Z}=1-a (5)

W

Przedzial budujemy podobnie, jak w modelu I, ale poniewaz wariancji 1 odchylenia
standardowego nie znamy, musimy je obliczy¢ jak dla proéb niematych (Srednich i duzych):
R

52 =20 gy up sz =25 (7)

n n

Réznica we wzorach na wariancje dla prob matych 1 niematych polega na tym, ze
w mianowniku dla prob matych mamy (n-1), a dla prob niematych (n). Poslugujac sie
arkuszem kalkulacyjnym Excel wariancj¢ dla préb matych obliczamy formuta
=WARIANCJA, a dla prob niematych =WARIANCJA.POP (w zaleznosci od wersji Excel
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moze tez by¢ WARIANCJA.POPUL). Czasami dla prob duzych dane zbierane sag w postaci
szeregow rozdzielczych, woéwczas wariancje wylicza si¢ ze wzoru:
5= E"f—‘r—ljx”l (8.

n

Wzory 6-7 to wzory na wariancj¢ a we wzorze 5 potrzebujemy odchylenie standardowe.
Oczywiscie wystarczy z wariancji wyciaggna¢ pierwiastek kwadratowy aby otrzymac

potrzebne odchylenie standardowe.

Przyktad 5.

Badano $rednice pnia samosiewOw sosny zwyczajnej na nieuzytku rolnym po
czterdziestu latach ugorowania. Ze wzgledu na duzg przewage drzew w pewnej grupie
wiekowej rozklad tej cechy byl asymetryczny (inny niz rozktad normalny). Pomierzono wigc
120 pni losowo wybranych sosen w roznym wieku. Dla tej proby uzyskano statystyki: srednia
= 22,7cm odchylenie standardowe = 4,23cm. Przyjmujac wspotczynnik ufnosci 1-a = 0,95,
zbudowaé przedzial ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej $rednicy pni samosiewow

sosen na badanym nieuzytku rolnym.

4,23 4,23
{22,?’ — 196 —< p< 22,7+ 196 ,_}= 0,95
V120 V120

P{21,94 < p < 23,46} = 0,95

Z prawdopodobienstwem P=0,95 $rednica pni samosiewdw sosen na badanym uzytku rolnym

miesci si¢ w przedziale 21,94-23,46¢cm.

Przyktad 6.
Przeprowadzono badania na populacji probnej myszy o liczebnosci n=42, ktorym podawano
pewien farmaceutyk. Oszacowaé $rednig (warto$¢ oczekiwang) dtugo$¢ rozpadu komorek

macierzystych u myszy dla P = 0,95 na podstawie uzyskanych wynikow:
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Dtugo$é rozpadu Liczba
(dni) przypadkow
1-3 9
3-5 13
5-7 12
7-9 5
9-11 3

Dla rozwigzania tego przyktadu beda miaty zastosowanie wzory dla szeregdw rozdzielczych.

X (dni) N Xi Xi N (i _;)2 i _)_()2 N,
1-3 9 2 18 9,29 83,61
3-5 13 4 52 1,10 14,3
5-7 12 6 72 0,91 10,92
7-9 5 8 40 8,72 43,6
9-11 3 10 30 24,53 73,59
suma 42 - 212 226,02
212
¥ =——=15,047dni
42
. 226,02
5= = 5,38
42

—

5=4538=232dni

L

2,32 2,32
{5,04? —196—<p < 5047 + 1,96 ,_} =095
W42 V42

P{4,34 <y < 5,75} =0,95

Srednia dtugo$é rozpadu komérek u badanej populacji myszy traktowanych testowanym
farmaceutykiem miesci si¢ w przedziale 4,34-5,75 dni (przy a=0,05).

2.2.Przedzial ufno$ci dla wariancji 6°

Bardzo waznym parametrem populacji generalnej jest rowniez odchylenie
standardowe czyli podstawowa miara rozproszenia przypadkow wokot sredniej. Réwniez ten
parametr mozemy szacowac¢ na podstawie populacji probnej. Dobor metody estymacji zalezy
od typu rozktadu i wielkosci proby. Przedstawione zostang dwa modele model 1 dla prob
malych i model II dla préb $rednich 1 duzych. W obu przypadkach przyjmujemy zalozenie
normalnosci rozktadu populacji. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze w modelu pierwszym nie

szacujemy bezposrednio odchylenia standardowego tylko wariancj¢, z ktorej mozemy
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wyliczy¢ odchylenie standardowe. W modelu drugim estymujemy bezposrednio odchylenie

standardowe.

MODEL |
1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(m, &)

2. Nieznane sg parametry m i o
3. Z populacji wylosowano prébe mata (do 30 elementow)

Przedziat ufnosci dla tego modelu budujemy wg wzoru:

P .1:;:5‘ *{GE{XZFL =1—a (9.)
B, .G

n-1

Zasada konstruowania przedzialu ufnosci nie odbiega od wczesniej przedstawionych
modeli estymacji warto$ci oczekiwanej. W tym modelu pojawit si¢ jednak nie omawiana

jeszcze warto$é a mianowicie ¥~ (chi kwadrat) - odczytujemy z tablic rozkladu x*dla n-1
stopni swobody i %z0,0S oraz 1—%=0,95dla wspotczynnika ufnosci 0,90. Mozemy

oczywiscie przyja¢ inne poziomy wspotczynnika ufnosci. Dla wigkszosci wydrukowanych
tablic statystycznych ktopotliwe bywa odczytanie wartosci chi kwadrat dla innych pozioméw
niz 0,90 1 trzeba positkowa¢ si¢ interpolacja migdzy podanymi w tablicy warto$ciami.
Zazwyczaj stosuje si¢ interpolacje prosta, ale w przypadku akurat rozktadu chi kwadrat nie
jest ona wilasciwa. Mozna jednak uzyska¢ dowolng szukang warto$¢ tablicowa rozktadu chi
kwadrat korzystajac z formuty Excel: =ROZKL.CHIL.ODWR(...;...) w miejsce kropek

wpisujac  odpowiednio szukane prawdopodobienstwo (poziom ufnosci) i liczbe stopni

ROZKLCH... ~ X« Jfc | =ROZKLCHI.ODWR(0,95;24)

oss2a) |

Argumenty funkji ? X

ROZKL.CHI.ODWR
Prawdopodobieristwo | 0,95 2] - oss
12 Stopnie_swobody | 24| T =4
13 _
T N ) - 364150285
Zwraca rozkladu chi-kwadrat.

16 Stopnie_swobody. - liczba stopni swobody (lizba 2 zakresu od 1 do 10710, 2 wyfaczeniem
wartokci 10710),

Wynik formuty = 36,4150285

2 moc dotyeracs tel tunkci Anuty

LS

= > o =
Rys. 5. Okno programu Excel z formutg wyszukania wartosci chi kwadrat
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Przyktad 7.
W pewnym obwodzie towieckim w sezonie 2019/2020 pozyskano w drodze polowania 25 tan
danieli (dama dama), i okreslono mase tuszy kazdej sztuki. Wariancja masy tuszy wyliczona
Z tych 25 przypadkow wynosita 2,8kg. Przyjeto, Ze masa tuszy danieli cechuje si¢ rozkladem
normalnym. Na podstawie tych danych zbudowac przedziat ufnosci (1-a=0,90) dla odchylenia

standardowego masy tusz populacji danieli w tym towisku

{25 x 2,8 ., 23X Z,S}
—— =g —
36,415 13,848

=090

P{1,92 < ¢® < 5,05} = 0,90

P{1,39 <o < 2,25} = 0,90

Odchylenie standardowe masy tuszy populacji danieli w badanym towisku miesci si¢
w przedziale 1,39-2,25kg dla P=0,90

Przyktad 8.

Oceni¢ zroznicowanie $rednicy drzew sosnowych w catym lesie, jesli w 30 elementowej

probie drzew z tego lasu otrzymano X=37,3cmis?= 13,5. Przyjmujemy, ze badana cecha

posiada rozktad normalny.

30 % 13,5 ., 30xX13,5
{— < g” = —}= 0,95
45,722 16,047

P{8,858 < o* < 25,238} = 0,95

P{2,976 < o < 5,024} = 0,95

MODEL 11
1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(m, &) lub zblizony do normalnego

2. Nieznane s parametry m i 6
3. Z populacji wylosowano probe $rednig lub duza (powyzej 30 elementdéw),

Przedziat ufnosci dla tego modelu budujemy wg wzoru:
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5 5
P{;z_;‘iﬁ‘il—_z_a—}=l—ﬂ (10.)

I VI

Ten przedziat jak juz wspomniano wyzej wyznaczamy bezposrednio dla estymowanej
wartosci parametru odchylenia standardowego. Estymacje przeprowadzamy w oparciu o

wyliczone z proby odchylenie standardowe i warto$¢ tablicowg Z.

Przyktad 9.

Prognozowano plon rzepaku ozimego na pewnej plantacji. Problem polega na tym, ze
pole cechuje si¢ duza zmienno$cig glebowa i na kazdym fragmencie pola plon jest inny. Ze
wzgledu na duzg warto$¢ potencjalnego zbioru zachodzi konieczno$¢ rzetelnej oceny -
szacowano wiec nie tylko warto$¢ oczekiwang, ale réwniez odchylenie standardowe
plonowania na podstawie 60 prob. Pojedyncza probe stanowil plon roslin z powierzchni 1m?2.
Odchylenie standardowe dla tej proby wyniosto 21,7g-m™2. Dokonaj estymacji przedziatowe;

odchylenia standardowego plonowania rzepaku dla tej plantacji przyjmujac P=0,99.

21,7 e 21,7 L — o001
—_— e —_— —_ — R
R

Vel Vel

P{16,28 < o < 32,54} = 0,99

Zmienno$¢ plonowania rzepaku ozimego na przedmiotowej plantacji mierzona odchyleniem
standardowym miesci si¢ w przedziale 16,28-32,54g-m™
Przyktad 10.

W badaniach nad wydatkami rodzinnymi, ponoszonymi na zywno$¢ w naszym kraju,
postuzono si¢ proba wielka 632 gospodarstw domowych, na podstawie ktorej ustalono, ze
srednia wydatkéw wynosi 1570 zi, a odchylenie standardowe tych wydatkow 224 zi.
Wyznaczy¢ przedzial ufnosci (dla wspotczynnika 0,90) dla odchylenia standardowego

wydatkéw na zywnos¢.

pl 22t . 22 1—0,10
e e S QU Y
| 164 | 164

V632 V632

P{210,3 < ¢ < 239,6} = 0,90
Odchylenie standardowe wydatkow ponoszonych przez rodzing na zywnos¢ w naszym kraju
miesci si¢ w przedziale 210,3-239,6zt (przy P=0,90)
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2.3.Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury (%0)

Jesli w badaniach statystycznych opracowujemy cechy jako$ciowe, niemierzalne, czasem zachodzi potrzeba szacowania frakcji

elementow posiadajacych dang ceche. Wskaznikiem struktury (FRAKCJA) nazywamy wielko$¢ W rowna:

k . . . o
W = o (11.), gdzie k — liczba jednostek statystycznych posiadajacych dang ceche,

n —liczba wszystkich jednostek statystycznych.

Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury p, czyli dla frakcji elementoéw
wyréznionych w populacji generalnej na podstawie proby duzej (n>100, w ktorej liczba k-

posiada dang cechg).

”f "f
pli_z_ [ 2oy <= +z =1—a(12)
B B

mn

Przyktad 11.

W celu wyznaczenia przedzialu ufnosci dla frakcji nasion fasoli zdolnych do
kietkowania wykonano probe wysiania 800 nasion. Wykietkowato z nich 728 fasoli. Dokonaj

oszacowania dla wspotczynnika ufnosci = 0,95.

I?zs( ?28) I?zs( ?28)

728 | 1—=50 728 | 00
_z. 800 800 <p< +7, lsnu 800/ _,_
800 \ 800 800 % 800

P{0,89 <o < 0,93} = 0,95

Zdolnos$¢ kietkowania nasion fasoli miesi si¢ w przedziale 8§9-93%.
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Przyklady do opracowania wlasnego.

1.

Aby oceni¢ ilo$¢ siana na obszarze Igk pokrywajacych 20 ha pobrano losowo 150 préob
o powierzchni 1 m? kazda. Plony siana zwazono i otrzymano $rednig = 2182 g, z
odchyleniem standardowym 38,0 g. W jakich granicach plon siana z tgk si¢ waha, jesli
przyjmiemy wspotczynnik ufnosci 0,957

Odtowiono 10 tysiecy motyli, w tym 5433 samic. Oblicz frakcje samic w probie oraz
95% przedziat ufnosci dla tej frakc;ji.

Wiadomo, ze odchylenie standardowe populacji generalnej dlugosci czaszki kozic
alpejskich wynosi 15 mm. W zbiorach pewnego mysliwego znajduje si¢ 40 czaszek
kozic o $redniej dtugosci 202,5 mm. Podaj przedzial ufnosci dla $redniej dlugosci
czaszki w populacji generalnej kozic alpejskich przyjmujac wspdtczynnik ufnosci 0,90
i 0,95.

Dokonaj estymacji przedzialowej $redniej zawartosci biatka w nasionach grochu
odmiany Ramrod, na podstawie proby n=18, jesli srednia dla proby wynosi 21,2 % a
odchylenie standardowe 0,5 %.

W celu oceny zrdznicowania masy jaj pochodzacych od pewnej rasy kur zwazono 15
jaj otrzymujac nastgpujace wartosci: 62, 70, 57, 58, 59, 67,65, 69, 55, 57, 60, 54, 72,
66, 74. Przy wspotczynniku 0,96 zbuduj przedziat ufnosci dla wariancji masy jaj.

W celu ustalenia przecietnej zawartosci witaminy C w owocach dzikiej r6zy pobrano
45 prébek 100 gramowych, i ustalono, ze zawartos¢ witaminy C (w mg na 100 g
migzszu) miesci si¢ w granicach:

Xi 430-455 455-480 480-505 505-530
ni 10 12 13 10
Przyjmujac wspotczynnik ufnosci 0,95 zbuduj przedziat ufnosci dla odchylenia
standardowego zawartosci witaminy C oraz dla $redniej zawartosci witaminy C.
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3. TESTOWANIE STATYSTYCZNE

Omowiona w poprzednim rozdziale estymacja przedzialowa odnosi si¢ do Szacowania
parametrow populacji generalnej. Wnioskowanie statystyczne polega na weryfikacji
(testowaniu) postawionych hipotez.

Podstawowe pojecia:
Hipoteza — przypuszczenie, teza, osad

Hipoteza statystyczna — dowolne przypuszczenie o jakiej$ wtasciwosci populacji generalnej
wydane bez jej badania catkowitego. Oczywiscie to przypuszczenie odnosi si¢ miar

statystycznych opisujacych ta populacje.

Hipoteza parametryczna — hipoteza statystyczna precyzujgca warto$¢ parametru w
rozktadzie populacji generalnej znanego typu. Zatem jest to hipoteza odnoszaca si¢ do

konkretnego parametru populacji generalnej.

Hipoteza zerowa — podstawowa hipoteza statystyczna sprawdzana danym testem. Oznacza
si¢ ja symbolem Ho. W hipotezie zerowej zaklada si¢ brak réznic pomiedzy estymatorami
I parametrami lub pomig¢dzy rozktadami empirycznymi (z prob) i rozktadami teoretycznymi
(rozkladem populacji generalnej). To znaczy, ze hipoteza ta zaklada barak dajacej sie¢
udowodni¢ réznicy migdzy np. Srednig z proby x , a Srednig populacji generalnej p. Mozna to
zapisa¢ matematycznie ¥ = U, czasami réwniez mozna spotkac si¢ z zapisem: ¥ # p. Ten
drugi zapis ma uzasadnienie, w tym ze nie tak wlasciwie Sredniej z proby nie porownujemy
do parametru S$redniego jako jednej liczby a estymowanego przedziatu tego parametru.
W wiekszosci podrecznikéw Ho matematycznie zapisywana jest inaczej: m = mo gdzie: mo -
warto$ci oczekiwana populacji generalnej p, m - $rednia z préby x. Dla zachowania
zgodno$ci innymi opracowaniami dydaktycznymi bedziemy postugiwaé si¢ tym wilasnie

zapisem.

Hipoteza alternatywna (robocza, merytoryczna) — hipoteza statystyczna przeciwna do
zerowej hipotezy. Oznacza si¢ ja jako Hi. Jesli na podstawie testu uzyskuje si¢ podstawe do
odrzucenia hipotezy zerowej, to oznacza, ze jednoczesnie przyjmuje si¢ jako shuszng hipoteze
alternatywng. W hipotezie alternatywnej zaktada si¢ istnienie istotnych (udowodnionych)
réznic pomigdzy estymatorami i1 parametrami lub pomig¢dzy rozktadami z préob i1 rozktadami

teoretycznymi. Matematyczny zapis jest podobny: m # m,
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Test statystyczny — narzedzie statystyczne (metoda obliczeniowa), stuzace do weryfikacji

hipotez statystycznych na podstawie wynikow z préby.

Whnioskowanie statystyczne ma okreSlone granice niepewnos$ci, a wiec okre§lone
prawdopodobienstwo uzyskania rzetelnego wyniku. Wynika to =z okreslonego
prawdopodobienstwa przyjecia prawdziwej lub odrzucenia falszywej hipotezy czyli

popehnienia bledu. Wyrézniamy dwie kategorie btedow weryfikacji hipotez:

Blad I rodzaju (o) — mozliwy do popelnienia btad przy weryfikacji hipotezy statystycznej

polegajacy na odrzuceniu prawdziwej hipotezy.

Blad II rodzaju () — mozliwy do popelnienia przy weryfikacji hipotez btad polegajacy na
przyjeciu fatszywej hipotezy.

Test istotnosci — najczgsciej uzywany w praktyce statystycznej typ testu statystycznego,
pozwalajacy na odrzuceniu hipotezy Ho z matym ryzykiem popetnienia bledu I rodzaju
(zwyklex =0,05) — jest to prawdopodobienstwo popenienia pomytki — odrzucenia
hipotezy zerowej gdy rzeczywiscie byla ona wilasciwa. Prawdopodobienstwo to nazywamy

poziomem istotnosci.

Parametryczny test istotnosci — test istotnosci weryfikujacy hipoteze Ho mowigca o wartosci
parametru w ustalonym typie rozktadu populacji generalnej. Innymi slowy jest to procedura
obliczeniowa sprawdzajaca zasadno$¢ hipotezy zerowej, wlasciwa dla przyjetego modelu,

odnoszaca si¢ do warto$ci konkretnego parametru populacji generalne;.

Obszar krytyczny testu — podzbidr przestrzeni proby o tej wlasnosci, ze jezeli otrzymamy
W probie punkt przestrzeni nalezacy do podzbioru, to podejmuje si¢ decyzje¢ o odrzuceniu
hipotezy zerowej. Podzbiory te na rysunkach 6,7 i 8 oznaczono zakreskowanym polem

I nazywane sg obszarem krytycznym.

Dwustronny obszar krytyczny testu — obszar krytyczny zlozony z dwu rozlacznych
podzbiorow przestrzeni proby, w rozkladzie odpowiedniej statystyki. Uzywa si¢ go wowczas,
gdy hipoteza alternatywna Hi jest w postaci nierdéwnosci #. Czyli obszary krytyczne znajduja
si¢ po obu stronach rozktadu (rys. 6). Z tablic rozktadu Z odczytuje si¢ wartosci stanowiace
granice tych obszaréw. Na rysunku 6 graficznie przedstawiono wartosci Z dla réznych

poziomdw istotnosci
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Wspéiczynnik ufnodci Wspéiczynnik ufnosci Wspélczynnik ufnosci

1-a=09 1-a=095 1-a=099
=01 =005 a=001
[l i s —

Obszar knytyczny Obszar knytyezny
«/2=0,05 / ,’/ «/2=0,05 «/2=0,025

Obszar knytyczny
«l2=0,025 «/2=0,005

a/2=0,006

wartesci warteci [ wartosci
164 0 +1,64 mienng] 2 -196 0 +1,96 amienng) 2 -2.58 0 +2.58 Zmienngj 2

Rys. 6. Warto$ci zmiennej Z na tle rozktadu zmiennej standaryzowanej dla a=0, 1, a=0,05,
a=0,01 dla testéw dwustronnych - obszar krytyczny dwustronny: Hi: m = mg

Jednostronny obszar Kkrytyczny testu — jest to obszar krytyczny ztozony z jednego
podzbioru przestrzeni proby, wybranego z jednej strony w rozktadzie odpowiedniej statystyki.
Uzywa si¢ go wowczas, gdy hipoteza H1 wystepuje w postaci nierdownosci typu <, > (rys. 7 i

8).

Wspotczynnik ufnosci  1- « = 0,95 Wspolczynnik ufnosci  1- @ = 0,99
Poziom istotnosci o = 0,05 Poziom istotnosci o = 0,01
Obszar krytyczny Obszar krylyczny
o = O,K o = O,M\
-1,64 -1 0 12 z =233 -1 0 +1 12 z
Obszar odrzucenia H, | Obszar przyjecia Hy Obszar odrzucenia Hy Obszar przyjecia H,

I
Rys. 7. Warto$ci zmiennej Z na tle rozktadu zmiennej standaryzowanej dla a=0,05, a=0,01
dla testow jednostronnych - obszar krytyczny lewostronny: Hi: m < mo

Wspélczynnik ufnosci  1-a=0,95 Wspdtezynnik ufnodel  1- = 0,99
Poziom istotnosci o = 0,05 Poziom istotnosci o = 0,01

Obszar krytyczny
o =0,01

4

2 -1 0 +1 +2,33 z
Obszar przyjecia Hy | Obszar odrzucenia Hy

Obszar krytyczny
a =0,05

2 -1 0 +1 +1.64 z

Obszar przyjecia H, I Obszar odrzucenia H,
|

Rys. 8. Warto$ci zmiennej Z na tle rozktadu zmiennej standaryzowanej dla a=0,05, a=0,01
dla testow jednostronnych - obszar krytyczny prawostronny: Hi: m > mq
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3.1.Testy istotnosci dla wartosci oczekiwanej (Sredniej) - jednoprobkowy.

Testy te majg zastosowanie dla porodwnania $redniej empirycznej, czyli Sredniej
uzyskanej z proby x z wartoscia oczekiwang p czyli parametrem populacji generalne;.
W przypadku tych testow parametr nie jest okreslony jako przedzial, tak jako bylo pokazane
W wczesniejszych rozdziatach traktujacych o estymacji przedziatlowej, tylko jako konkretna
wartos¢ liczbowa. Zatem testy te majg zastosowanie do pordwnania S$redniej z proby

z konkretng ustalong warto$cig parametru.

W tym rozdziale przedstawiono dwa modele, ale w kazdym modelu rozpatrywane sa testy

dwustronne i jednostronne (lewostronny i prawostronny).

MODEL |
Zalozenia:

1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(m, o)
2. Znamy odchylenie standardowe o

Ten model moze mie¢ zastosowanie w kontroli zgodnosci deklarowanych parametrow
produktu albo ustugi z wynikami proby. Mozna rowniez zastosowac ten test do porowna
wyniku jednego przypadku (wowczas liczebnos$¢ proby n=1) z wynikiem jaki powinien by¢
osiggnigty tzn. czy pojedynczy przypadek odbiega od normy czy tez si¢ w niej miesci.

W zaleznosci od celu stosuje sie testy dwustronne lub jednostronne.

TEST DWUSTRONNY

Z populacji tej pobrano n- elementowg probe w celu zweryfikowania hipotezy
Ho: m=mo WOBEC Hi: m #mo
Gdzie: mp - wartosci oczekiwan populacji generalnej,

m - $rednia z proby X

Dla rozwiazania problemu, ktora hipoteza jest stuszna zastosowanie ma test istotnosci
— sprawdza on stusznos¢ hipotezy Ho. Statystyka testowg jest warto$¢ zq

Z,="""xyn (13)

T

Z tablic rozktadu normalnego N(0,1) wyznacza si¢ warto$¢ krytyczng zas, aby dla
zatozonego z géry malego prawdopodobienstwa a (poziomu istotnosci) zachodzita zaleznos¢
(nierownos¢):

P {lzdl = zg} (14.)

Zbiér wartoéci z okreslony nieréwnoscia |z4|>z,,, jest obszarem krytycznym tego

testu, tzn. ze jesli z proby otrzymamy takg warto$¢ zq, ze
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‘Zd‘ 2 Za/2 to Ho odrzucamy,

‘Zd ‘ < Za/2 to nie ma podstaw do odrzucenia Ho.

Przyktad 12.

Po przestudiowaniu rozmiar6w pewnego chromosomu w duzej probie ludzi zdrowych
ustalono parametry stosunku dtuzszego ramienia do krotkiego. Cecha ta ma rozktad normalny
z warto$cig oczekiwang = 1,77 1 odchyleniem standardowym = 0,043. U pacjenta
Z podejrzeniem choroby genetycznej, stwierdzono, ze stosunek ten ma warto$¢ 1,62. Czy
mozna zaliczy¢ tego pacjenta do populacji ludzi zdrowych? Przyjaé poziom istotnosci = 0,01.
W tym przykladzie liczebno$¢ proby stanowi n=1. Nie zaktadamy tez z goéry czy wynik
pacjenta jest wiekszy czy mniejszy od prawidiowego tylko czy si¢ od niego rozni.

Z,= T2 477 x V1
0,043
Z,=—3,49

Z . = 2,58

‘Zd‘ 2 Z05/2

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze z pordwnujemy warto$ci bezwzgledne, zatem odrzucamy

hipotezg zerowa. Wniosek: pacjent jest dotknigty chorobg genetyczng.

Przyktad 13.
W pewnej fabryce uruchamiano nowa lini¢ technologiczng. Zgodnie z projektem na

podstawie wyliczen matematycznych procesu produkcyjnego dzienne zuzycie wody tej linii
produkcyjnej jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym N(1000, 20). Na podstawie
obserwacji n = 196 dni w roku stwierdzono, ze $rednie zuzycie wody wynosi 1025 m®. Na
poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze, ze $rednie dzienne zuzycie wody rdzni si¢
od teoretycznego.

Poniewaz stosujemy nie zakladamy z gory czy zuzycie wody jest mniejsze Czy
wigksze, zastosowanie ma test dwustronny:

Ho: X = mo (1000)

Hi X = mo-— test dwustronny
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m— my — 1025 — 1000 —
qa= Xyn= ——— X196 =175
20

Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego N(0,1) odczytujemy warto$¢ Zoz W taki

sposob, aby P = 1-a = 0,95, tj. Zaz = 1,96. (patrz rys. 6 — srodkowy rozktad)

Poniewaz zo2 < z4, Hipoteze Ho odrzucamy na korzys¢ hipotezy alternatywnej Ha.

Whiosek: Srednie dzienne zuzycie wody rozni sie istotnie od teoretycznego 1000 1.

TESTY JEDNOSTRONNE

Ho: X =mo wobec hipotezy alternatywnej

Hi: X >mp lub X < mo gdzie mo jest konkretng wartoscig oczekiwang populacji
generalnej

A. TEST PRAWOSTRONNY

Ho: X =me wobec Hi: X >mp

Statystyka testowa jest warto$¢ Zg — i obliczamy ja tak samo jak dla testu
dwustronnego - wzoér nr 13. Roéznica w stosunku do testu dwustronnego polega na

poréwnaniu |Z 4| z inng wartoscia Z (tj. caty obszar krytyczny znajduje sie po jednej stronie
rozktadu - patrz rys. 8):

‘Zd‘ 2 Zl—a to Ho odrzucamy,

‘Zd ‘ < Zl—a to nie ma podstaw do odrzucenia Ho.

Przyktad 14.

Zaktadamy, Ze $rednia plonow zyta w Polsce jest wigksza od 25 dt-ha™. Wiadomo, ze
odchylenie standardowe plondw zyta wynosi 4 dt-ha™l. Na podstawie proby 100 gospodarstw

otrzymano $redni plon = 26,5 dt-ha™’. Zweryfikowa¢ te hipoteze na poziomie 5% bledu.
Ho: X =mo (26,5 = 25) wobec Hi: X >mo (26,5 > 25)

m—my — 26,5 — 25 —
qa= - >-(-.,fn=T><‘u1lJlJ=3,?5

5% btad oznacza, ze musimy przyjaé poziom istotnosci a=0,05 tj. Z,_, = 0,95 czyli
1,64 (patrz rys. 8 - rozktad po lewej stronie rysunku). Poniewaz zq 3,75 jest > od z1.« 1,64

mamy podstawi¢ do przyjecia hipotezy Hi Whniosek: plon zyta w Polsce jest wigkszy niz 25
dt-ha,
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Sprawdz, czy mozna uznaé, ze plon jest wiekszy od 26 dt-ha™?

B. TEST LEWOSTRONNY

Ho: X =me wobec Hi: X <mp

JESLI
‘Zd ‘ 2 ‘Za‘ to Ho odrzucamy,
‘Zd ‘ < ‘Za‘ to nie ma podstaw do odrzucenia Ho.

Przyktad 15.

Pewien automat w fabryce czekolady wytwarza tabliczki czekolady o nominalnej
masie 250 g. Wiadomo, ze rozktad masy produkowanych tabliczek jest normalny N(m=250,
0=5). Kontrola w pewnym dniu pobrata probe 16 tabliczek i otrzymala $rednig = 244 g. Czy
mozna twierdzi¢, ze automat rozregulowat si¢ 1 produkuje tabliczki o mniejszej masie niz

przewiduje norma? Zweryfikowac t¢ hipoteze na poziomie a=0,05

Ho: m = mo (244=250) wobec Hi: m <mg (244< 250)

_m—my — 244 — 250 —

£, = - XAn= TX\H&:—&I,S
Za=005 = - 1,64
4,8 >|-1.64

WNIOSEK: Z prawdopodobienstwem btgdu mniejszym, niz 0,05 mozemy twierdzi¢,

ze $rednia masa produkowanych tabliczek czekolady jest za niska.
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MODEL I
Zatozenia:
1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(m, o)

2. Odchylenie standardowe o populacji jest nieznane
3. Z populacji pobieramy probg mata (do 30 elementdéw)

Procedura obliczeniowa jest podobna jak w modelu pierwszym z tym, Ze statystyka
testowg jest warto$¢ t — Studenta:

tﬂ'b: = ?n__r:ﬂl:l x \.‘lﬂ-— 1 (15.)
TEST DWUSTRONNY

Ho: X =mowobec Hi: X = mo
Jesli tobl < tiap, dla 0t i v = n-1to Ho przyjmujemy

Jesli tobl > ttan, dlacti v = n-1to Ho odrzucamy

Przyktad 16.
Pobrano losowe proby gniazd legowych myszy polnej o licznosci n = 8, 1 obliczono,
ze wariancja liczby myszy w gniezdzie rowna si¢ 4, ze Srednig = 6,25. Zweryfikowac hipoteze
zerowa, ze warto$¢ oczekiwana populacji generalnej wynosi 5 myszy, przy poziomie

istotnosci 0,05.

m—mg — 6,25—5 =

Wartos¢ tablicowa t dla n-1=7 i a=0,05 (dwustronny) = 2,365.

Whiosek: brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, ktora mowi, ze warto$¢

oczekiwana osobnikoOw myszy w gniezdzie jest rowna 5.

Ten wynik 1 wniosek wymaga komentarza. Rdéznica migdzy $rednia empiryczng
i teoretyczng jest calkiem spora (1,25 osobnikéw) a jednak nie zostala potwierdzona
statystycznie. Im mniejsza jest liczebno$¢ proby tym trudniej jest udowodni¢ istotnos¢
uzyskanej réznicy. Inaczej im mniejsza jest proba tym roznica musi by¢ wigksza by ja
udowodni¢ dotyczy to nie tylko tego testu ale praktycznie wszystkich testow statystycznych.
Oczywiscie w powyzszych uwagach pomingtem role odchylenia standardowego — im jest ono
mniejsze tym latwiej jest udowodni¢ rdznice, ale w praktyce zazwyczaj jest tak, ze im

mniejsza liczebnos$¢ proby tym réwniez odchylenie standardowe jest wigksze.
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TEST PRAWOSTRONNY:

Ho: X = mo wobec Hi: X > Mo
Jesli ton < tran, dla @ i v = n-1 to Ho przyjmujemy

Jesli tobl > tiab, dlao i v = n-1to Ho odrzucamy

Rozpatrujemy przyklad 16 testem prawostronnym:
Warto$¢ tablicowa t dla n-1=7 i =0,05 (jednostronny) = 1,895
Whiosek: w tym przypadku rowniez nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej,

ktéra mowi, ze warto$¢ oczekiwana osobnikow myszy w gniezdzie jest rowna 5.

TEST LEWOSTRONNY

Ho: X =mo wobec Hi: X < mo
Przyktad 17.

Plony pszenicy w gospodarstwach indywidualnych wojewodztwa kujawsko-
pomorskiego maja rozktad normalny o nieznanych parametrach. Przypuszcza sig, ze plony s3
rzedu 45 dt z ha. Czy przypuszczenie to jest sluszne, jesli w probie ztozonej z losowo
wybranych 26 gospodarstw otrzymano $rednig rowng 38,9 dthal oraz odchylenie

standardowe = 3,5 dt-ha™? Przyjmij poziom istotnosci 0,05.

m—my — 389-—45 —
= xyn—1 =T>(‘v'126=—8,89

Wartos¢ tablicowa t dla n-1=25 i a=0,05 (jednostronny) = 1,708

I'
obl 5

Oczywiscie poréwnujemy wartosci bezwzgledne. Warto$¢ ton jest wigksza niz
tablicowa wiec sg podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej. Wniosek: na podstawie
przeprowadzonych badan stwierdzono, ze plon pszenicy sa mniejsze niz si¢ powszechnie

przypuszcza.

3.2.Testy istotnosci dla dwoch Srednich

W badaniach przyrodniczych bardzo czgsto zachodzi potrzeba pordwnania dwoch
obiektéw. Nie wystarczy pobra¢ probe dla jednego obiektu i drugiego, wyliczy¢ $rednie i je

ze sobg porownac. Przeciez do kazdej proby poszczegdlne przypadki pobierane sg z populacji
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generalne w sposob catkowicie losowy (zrandomizowany). Zatem mamy tu do czynienia z
tym samym dylematem jaki rozpatrywaliSmy w rozdziale drugim, kazda proba pobrana z tej
samej populacji da najprawdopodobniej inny wynik. Wynika z tego, ze tym bardziej
poréwnujac dwie proby z dwoéch réznych populacji uzyskany wynik w postaci roznicy
srednich musi by¢ udowodniony. Do tego wlasnie stuzg testy istotnosci roznicy dwoch

srednich. Wybor testu zalezy od rozktadu, znajomosci wariancji i liczebnosci proby.

Model |
1. Badane populacje majg rozktady normalne N(mz1, o1) oraz N(mz, c2)

2. Wartosci oczekiwanych nie znamy, ale c1i G2 s3 znane.

3. Z kazdej populacji losujemy proby o liczebnosci odpowiednio n1 i n2 z nich obliczmy
érednie dla prob x, i X, .
Ho: mi=my

wobec
Hi: my = m; - test dwustronny lub Hi: m1 < my — test lewostronny

lub Hi: my > my - test prawostronny

E
2y = Il—_z (16.)

71,95

JmL Mz
Ten model mozna tez zastosowa¢ w przypadku kiedy nie znamy faktycznej wartosci
wariancji populacji generalnej, ale dysponujemy probami niematymi pod warunkiem, ze ni +
n2 > 120. Trzeba zaznaczy¢ réwniez ze nie powinno by¢ duzej dysproporcji miedzy

liczebnos$cig obu prob. Wowczas wzor przyjmuje postac:
Z; = % (17.)

57 53
(21,22

JmL nz

Dla testu dwustronnego — jesli:

|Z ;| = Za to Ho odrzucamy,
|Z ;| < Z= to nie ma podstaw do odrzucenia Ho

Dla testu lewostronnego — jesli:
|z, = Z, to Ho odrzucamy,

|Z 4| < Z, to nie ma podstaw do odrzucenia Ho
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Przyktad 18.
Studenci dwoch rownolegltych lat zarzadzania (1) i biotechnologii (2) uzyskali

nastepujace srednie wynikOw nauczania:

X, =36
X, =41
Odchylenia standardowe wynikow byty nast¢pujace:
S1=21
S,=1,8

Liczba ocen dla 1 préby n1 = 200

Liczba ocen dla 2 préby n2 = 280
SprawdZz sluszno$¢ hipotezy zerowej versus hipotezy roboczej moéwiace] o
zréznicowaniu $rednich ocen oraz o lepszych wynikach studentow z kierunku biotechnologii

dla poziomu istotnosci 0,05.

, 3,6 —4,1 573
d_—|—=_ »
|2,1f+1,83

\ 200 T 280

Pamigtamy, ze poréwnujemy zawsze warto$¢ bezwzgledne, dla poziomu istotnosci
0,05 testu dwustronnego jest to 1,96 a dla testu jednostronnego 1,64. A wigc w obu
przypadkach warto$¢ obliczona jest wieksza od wartosci krytycznej (tablicowe). Zatem mamy
podstawe do przyjecia hipotezy H1. Wniosek: Srednie ocen studentéw poréwnywanych

kierunkow roznig si¢ istotnie, studenci biotechnologii uzyskali lepsze wyniki.

Model 11

Ten model ma najczestsze zastosowanie w naukach przyrodniczych 1 prezentowany
jest w réznych opracowaniach jako podstawowy test istotnosci roznicy $rednich t-studenta.
Trzeba mie¢ jednak §wiadomos¢, ze jest wiecej modeli 1 modyfikacji testow istotnosci roznicy
srednich w zaleznos$ci od tego czy proby sa powigzane czy nie i czy ich wariancje sg
homogeiczne (jednorodne) czy nie. Dla celow dydaktycznych jednak prezentujemy tylko
model podstawowy

1. Badane populacje maja rozktady normalne N(mi, 61) oraz N(mz, c2)
2. Warto$ci oczekiwanych nie znamy i 61 G2 $3 nieznane.

3. Wariancje wyliczone z prob sg jednorodne (homogeiczne)
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4. Proby nie sg powigzane (sparowane)

5. Z kazdej populacji losujemy proby o liczebnosci odpowiednio n1 i n2 — proby mate do

n = 30, z nich obliczmy $rednie dla prob X, i X, i 5% oraz s%

Ho: mi=my
Hi: my = m; - test dwustronny lub Hi: my < my — test lewostronny

lub Hi: m1 > my - test prawostronny
X1 — X2

t, =
T —0s? + (n, ~D)s? X( 1,1 j te)

n+n,—2 n n,

Jesli tobl < tiap, dla 0t i v = n-1to Ho przyjmujemy
Jesli tonl > ttan, dlati v = n-1to Ho odrzucamy
Przyktad 19.
W celu poréwnania (dla a=0,05) przecig¢tnego stazu pracy pracownikow w dwoch
zaktadach wylosowano z kazdego z tych zaktadow grupe 1 zbadano pod wzgledem liczby lat
pracy. Otrzymano nastgpujace wyniki:

Zaktad A: n, = 26,x, =68,s, =17

Zaktad B: n, =30,x; =8,2,s, =25

6,8 —82
omt = 25 %172+ 29%x252_ 1 1 -
| f_ f_ _ _
N~ 26+30-2 x (35 +35)

Wartos$¢ tiani dla a=0,05 i liczby stopni swobody v=54 wynosi 1,67. Poniewaz warto$¢
obliczona jest wieksza niz warto$¢ tablicowa mamy podstawy do odrzucenia hipotezy zerowe;j
I twierdzenia o istotno$ci roznicy S$redniej stazu pracy pracownikOw porownywanych
zaktadow.

Przyktad 20.

Poréwnywano  wilgotno$¢ gleby mierzong z pomocag miernika TDR
(reflektometrycznego) w rzegdzie roslin i w miedzyrzedziu — czyli w strefie korzeniowej i poza
nig. Pomiarow dokonan w dwunastu punktach dla kazdego obiektu. Wyniki zestawiono w
tabeli:
rzad roslin 472 535 596 5,08 7,38 6,73 5,27 7,08 589 539 527 533
miedzyrzedzie 4,21 3,86 4,55 2,77 589 6,52 451 508 4,7 46 481 4,26
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Ten przyktad rozwigzemy uzywajac formuty =T.TEST w programie Excel.

galezewski@o36S.utp.cdupl 6

Plik  Narzedzia gléwne  Wstawianie Ukiad strony ~ Formuly ~ Dane  Recenza  Widok  Pomoc  Power Pivot 3 Komentarze

AF10 - X« fo | =TTEST(XG:AIGXT:AIZ;2;2)

v w X | Y | Z |AA | AB AC AD AE | AF  AG | AH | Al Al AK AL AM AN A0 AP AQ AR AS AT

rzad roslin 4,72 535 59 508 7,38 673 527 7,08 589 539 527 533
miedzyrzedzie 4,21 3,86 4,55 2,77 589 652 4,51 508 47 4,6 4,81 426

9 Argumenty funkcji ? X
10 7:2:2)

+ TTEST
1
12 Tablical | X6:AI5 2| = [£7215,349999999999995, 96000000...
13 Tablica2 | x7:417 4| = (421000000000001\3,85699959999993
14 strony |2 2] -2
15 Typ |2 @ =2

= 0004291144

Zwraca prawdopodobieristwo zwigzane z testem t-Studenta.

Tye

Wynik formuly = 0,004991144

2 T o

Temat | 1| 2|2 |4 [l 6 | preykiady praca wiasna | praykiad pr wiasna 2 ® ) v

Rys. 9. Zastosowanie testu t-studenta w programie Excel

W polu: tablical- nalezy wpisa¢ zakres komorek dla proby pierwszej (adresy wpisujg
si¢ automatycznie jesli zaznaczy kursorem te dane)

W polu: tablica 2- nalezy wpisac¢ zakres komorek dla proby drugiej

W polu: strony - nalezy wpisac ,,1” jesli ma by¢ to test jednostronny lub ,,2” dla testu
dwustronnego

W polu: Typ proszg¢ przyjac, ze wpisujemy ,,2” — w wersji polskojezycznej jest pewna
niescistos¢ w widocznym na rys 9 objasnieniu tego okna ,,2” opisano jako dla préb o
,,rownej” wariancji — zamiast tego powinno by¢ ,,jednorodne;”.

Po naci$nigciu ,,0k” uzyskamy wynik 0,00491144 — nie jest to warto$¢ tobi tylko
warto$¢ p-value czyli prawdopodobienstwo popetnienia biedu jesli przyjmiemy za prawdziwa
hipotez¢ H1. Poniewaz prawdopodobienstwo to jest bardzo mate (ponizej p=0,05) mozemy
przyjac hipoteze H1 za prawdziwa.

Whiosek: wilgotnos¢ gleby w rzedzie roslin i w miedzyrzedu sg rdzne.

Przyklady do wlasnego opracowania przez studentow:
1. Obserwujac liczbe kilometrow, jaka w ciggu roku przebywaja prywatne samochody
osobowe, otrzymano w losowej probie 100 samochodéw x$§r=12500 km i s=2400 km. Na
poziomie istotno$ci a=0,05 zweryfikowaé hipoteze, ze przecigtna liczba kilometrow
przebytych rocznie przez prywatny samochdd wynosi 12000 km.
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2. W fabryce produkujacej klej do ceramiki kazdy worek tego produktu ma okreslony na
opakowaniu ci¢zar 25 kg z tolerancja +0,2 kg. Zaistnialy przestanki pozwalajace
przypuszczaé, ze pakowany klej nie odpowiada normom wagowym, co sktonito dyrekcje
fabryki do zlecenia odpowiednich badan testujacych. Pobrano probe ztozong ze 100
opakowan, zwazono je, po czym, wyznaczono Srednig mas¢ 1 worka x$r=24,7 kg. Na
poziomie istotnosci a=0,05 zbada¢ zasadno$¢ zastrzezen, zakladajac, ze rozktad masy kleju

jest rozktadem normalnym.

3. Sklep spozywczy otrzymat dostawe maku w torebkach, z ktorych kazda powinna
wazy¢ 500 gramow. Stosunkowo czeste reklamacje spowodowaty, Ze przeprowadzono
wyrywkowa kontrole ich wagi. Podczas kontroli wylosowano, a nastgpnie zwazono 17
torebek uzyskujac nastepujace wyniki: 500, 485, 480, 500, 480, 485, 465, 475, 480, 480, 491,
489, 503, 492, 475, 465, 500. Zaktada si¢ normalno$¢ rozktadu masy zawartosci torebki.
Przyjmujac poziom istotnosci a=0,05 zweryfikowa¢ hipoteze, ze masa maku w torebkach jest

zgodna z masg nominalna.

4. W wyniku przeprowadzonej ankiety wsréd wybranych 2 sektorow przedsigbiorstw
uwaza si¢, ze naklady kapitalowe w tych przedsigbiorstwach wzrosty w dwoch kolejnych
latach. W roku 1998 przepadano 20 przedsi¢biorstw otrzymujgc $rednig naktadow 21 670
PLN przy odchyleniu standardowym 8300 PLN, natomiast w roku 1999 przebadano 30
przedsigbiorstw otrzymujac $rednig 42 889 PLN 1 odchylenie standardowe 9302 PLN. Na

poziomie istotno$ci a=0,01 przeprowadz weryfikacje przyjetej opinii.

S. Bank chcial sprawdzi¢, ktore Zrédla pozyskiwania funduszy sa czgsciej wybierane:
publiczne czy prywatne. W tym celu zbadat 90 firm, ktore zaciagnety pozyczki publiczne
(przecigtna wysoko$¢ pozyczki wynosi 12 500 PLN przy odchyleniu standardowym 3400
PLN) oraz 130 firm zaciagajacych pozyczki ze Zrédel prywatnych (przecigtna wysokosé
pozyczki wyniosta 16 000 PLN przy odchyleniu standardowym 5000 PLN). Czy na poziomie
istotnosci a=0,05 mozna wyciggna¢ wniosek, ze czesciej] wybierane jest prywatne zrddto

pozyskiwania srodkow?

6. Ekonomisci przypuszczaja, ze tygodniowe wydatki rodzin w Krakowie sg przeci¢tnie
wyzsze od tygodniowych wydatkéow rodzin w Katowicach. Zweryfikowa¢ te hipotezg na
poziomie istotnosci a=0,05 na podstawie proby 12 rodzin z Krakowa, dla ktérych otrzymano

srednig 48,2 PLN i odchylenie standardowe 10,3 PLN oraz na podstawie proby 15 rodzin z
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Katowic, dla ktorych otrzymano $rednig 45 PLN 1 odchylenie standardowe 8,6 PLN. Rozktad

tygodniowych wydatkow rodzin jest rozktadem normalnym.

7. Zawarto$¢ skrobi w ziemniakach odmiany Bila wynosita dla 8 prob: 18,1; 16,8; 17,0;
17,5; 17,8; 18,1; 17,9; 18,0. Natomiast dla odmiany Bard w 10 probach: 16,5; 16,8; 16,9;
17,0; 17,2; 17,4; 15,8; 16,5; 17,0; 16,7. Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikuj

przypuszczenie o wyzszej zawartosci skrobi w odmianie Bila.
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Rozktad t-studenta

obszar krytyczny jednostronny, a= 0.1 0.05 0.025 0.02 0.01 0.005 0.001 0.0005

obszar krytyczny dwustronny, a= 0.2 0.1 0.05 0.04 0.02 0.01 0.002 0.001
liczba stopni swobody n-1 3.07768 6.31375 12.7062 15.8945 31.8205 63.6568 318.306 636.627
2 1.88562 2.91999 4.30265 4.84873 6.96456 9.92484 22.3272 31.5990
3 1.63774 2.35336 3.18245 3.48191 4.54070 5.84091 10.2145 12.9240
4 1.53321 2.13185 2.77644 2.99853 3.74695 4.60409 7.17318 8.61031
5 1.47588 2.01505 2.57058 2.75651 3.36493 4.03214 5.89344 6.86884
[3 1.43976 1.94318 2.44691 2.61224 3.14267 3.70743 5.20763 5.95880
7 1.41492 1.89458 2.36462 2.51675 2.99795 3.49948 4.78528 5.40787
8 1.39682 1.85955 2.30600 2.44898 2.89646 3.35539 4.50079 5.04130
9 1.38303 1.83311 2.26216 2.39844 2.82144 3.24984 4.29681 4.78092
10 1.37218 1.81246 2.22814 2.35931 2.76377 3.16927 4.14370 4.58691
11 1.36343 1.79588 2.20099 2.32814 2.71808 3.10581 4.02470 4.43697
12 1.35622 1.78229 2.17881 2.30272 2.68100 3.05454 3.92963 4.31779
13 1.35017 1.77093 2.16037 2.28160 2.65031 3.01228 3.85198 4.22083
14 1.34503 1.76131 2.14479 2.26378 2.62449 2.97684 3.78739 4.14045
15 1.34061 1.75305 2.13145 2.24854 2.60248 2.94671 3.73283 4.07276
16 1.33676 1.74588 2.11991 2.23536 2.58349 2.92078 3.68615 4.01500
17 1.33338 1.73961 2.10982 2.22385 2.56693 2.89823 3.64576 3.96512
18 1.33039 1.73406 2.10092 2.21370 2.55238 2.87844 3.61048 3.92164
19 1.32773 1.72913 2.09302 2.20470 2.53948 2.86094 3.57940 3.88341
20 1.32534 1.72472 2.08596 2.19666 2.52798 2.84534 3.55181 3.84952
21 1.32319 1.72074 2.07961 2.18943 2.51765 2.83136 3.52715 3.81927
22 1.32124 1.71714 2.07387 2.18289 2.50832 2.81876 3.50499 3.79214
23 1.31946 1.71387 2.06866 2.17696 2.49987 2.80734 3.48496 3.76762
24 1.31784 1.71088 2.06390 2.17154 2.49216 2.79694 3.46678 3.74539
25 1.31635 1.70814 2.05954 2.16659 2.48511 2.78744 3.45019 3.72514
26 1.31497 1.70562 2.05553 2.16203 2.47863 2.77871 3.43500 3.70660
27 1.31370 1.70329 2.05183 2.15783 2.47266 2.77068 3.42103 3.68959
28 1.31253 1.70113 2.04841 2.15393 2.46714 2.76326 3.40816 3.67391
29 1.31143 1.69913 2.04523 2.15033 2.46202 2.75639 3.39624 3.65941
30 1.31041 1.69726 2.04227 2.14697 2.45726 2.75000 3.38519 3.64596
31 1.30946 1.69552 2.03951 2.14383 2.45282 2.74404 3.37490 3.63345
32 1.30857 1.69389 2.03693 2.14090 2.44868 2.73848 3.36531 3.62180
33 1.30774 1.69236 2.03452 2.13816 2.44479 2.73328 3.35634 3.61091
34 1.30695 1.69092 2.03224 2.13558 2.44115 2.72840 3.34793 3.60072
35 1.30621 1.68957 2.03011 2.13316 2.43772 2.72381 3.34004 3.59115
36 1.30551 1.68830 2.02809 2.13087 2.43449 2.71948 3.33262 3.58215
37 1.30485 1.68709 2.02619 2.12871 2.43145 2.71541 3.32563 3.57367
38 1.30423 1.68595 2.02439 2.12667 2.42857 2.71156 3.31903 3.56568
39 1.30364 1.68488 2.02269 2.12474 2.42584 2.70791 3.31279 3.55811
40 1.30308 1 £ 2.02108 2.12291 2.42326 2.70446 3.30688 3.55096
41 1.30254 1.68288 2.01954 2.12117 2.42080 2.70118 3.30127 3.54418
42 1.30204 1.68195 2.01808 2.11952 2.41847 2.69807 3.29595 3.53774
43 1.30155 1.68107 2.01669 2.11794 2.41625 2.69510 3.29089 3.53162
44 1.30109 1.68023 2.01537 2.11644 2.41413 2.69228 3.28607 3.52580
45 1.30065 1.67943 2.01410 2.11500 2.41212 2.68959 3.28148 3.52025
46 1.30023 1.67866 2.01290 2.11364 2.41019 2.68701 3.27710 3.51496
47 1.29982 1.67793 2.01174 2.11233 2.40835 2.68456 3.27291 3.50990
48 1.29944 1.67722 2.01063 2.11107 2.40658 2.68220 3.26891 3.50507
49 1.29907 1.67655 2.00958 2.10987 2.40489 2.67995 3.26508 3.50045
50 1.29871 1.67590 2.00856 2.10872 2.40327 2.67779 3.26141 3.49601
55 1.29713 1.67303 2.00404 2.10361 2.39608 2.66822 3.24515 3.47640
60 1.29582 1.67065 2.00030 2.09936 2.39012 2.66028 3.23171 3.46020
65 1.29471 1.66864 1.99714 2.09578 2.38510 2.65360 3.22042 3.44659
70 1.29376 1.66691 1.99444 2.09273 2.38081 2.64790 3.21079 3.43502
75 1.29294 1.66543 1.99210 2.09008 2.37710 2.64298 3.20249 3.42503
80 1.29222 1.66412 1.99006 2.08778 2.37387 2.63869 3.19526 3.41634
85 1.29159 1.66298 1.98827 2.08574 2.37102 2.63491 3.18890 3.40870
90 1.29103 1.66196 1.98667 2.08394 2.36850 2.63157 3.18327 3.40194
95 1.29053 1.66105 1.98525 2.08233 2.36624 2.62858 3.17825 3.39590
100 1.29007 1.66023 1.98397 2.08088 2.36422 2.62589 3.17374 3.39049
110 1.28930 1.65882 1.98177 2.07839 2.36073 2.62127 3.16598 3.38118
120 1.28865 1.65765 1.97993 2.07631 2.35782 2.61742 3.15954 3.37346
130 1.28810 1.65666 1.97838 2.07456 2.35537 2.61418 3.15411 3.36695
140 1.28763 1.65581 1.97705 2.07306 2.35328 2.61140 3.14946 3.36137
150 1.28722 1.65508 1.97591 2.07176 2.35146 2.60900 3.14545 3.35657
160 1.28687 1.65443 1.97490 2.07063 2.34988 2.60691 3.14195 3.35237
170 1.28655 1.65387 1.97402 2.06963 2.34848 2.60506 3.13886 3.34868
180 1.28627 1.65336 1.97323 2.06874 2.34724 2.60342 3.13612 3.34540
190 1.28602 1.65291 1.97253 2.06794 2.34613 2.60195 3.13368 3.34246
200 1.28580 1.65251 1.97190 2.06723 2.34514 2.60063 3.13148 3.33983
210 1.28560 1.65214 1.97132 2.06658 2.34424 2.59944 3.12949 3.33746
220 1.28541 1.65181 1.97081 2.06600 2.34342 2.59836 3.12769 3.33530
230 1.28524 1.65151 1.97033 2.06546 2.34267 2.59737 3.12604 3.33333
240 1.28509 1.65123 1.96990 2.06497 2.34199 2.59647 3.12454 3.33153
250 1.28495 1.65097 1.96950 2.06452 2.34136 2.59564 3.12315 3.32987
260 1.28482 1.65074 1.96913 2.06410 2.34078 2.59487 3.12188 3.32834
270 1.28469 1.65052 1.96879 2.06372 2.34024 2.59416 3.12069 3.32692
280 1.28458 1.65031 1.96847 2.06336 2.33974 2.59350 3.11960 3.32561
290 1.28448 1.65013 1.96818 2.06303 2.33928 2.59289 3.11857 3.32439
300 1.28438 1.64995 1.96790 2.06272 2.33884 2.59232 3.11762 3.32326
350 1.28398 1.64922 1.96677 2.06143 2.33705 2.58995 3.11368 3.31854
400 1.28367 1.64867 1.96591 2.06047 2.33571 2.58818 3.11073 3.31502
450 1.28344 1.64825 1.96525 2.05972 2.33466 2.58680 3.10844 3.31227
500 1.28325 1.64791 1.96472 2.05912 2.33383 2.58570 3.10661 3.31009
600 1.28296 1.64740 1.96393 2.05822 2.33258 2.58405 3.10387 3.30682
700 1.28276 1.64703 1.96336 2.05758 2.33169 2.58287 3.10192 3.30448
800 1.28261 1.64676 1.96293 2.05710 2.33102 2.58199 3.10045 3.30273
900 1.28249 1.64655 1.96260 2.05673 2.33050 2.58130 3.09931 3.30137
1000 1.28240 1.64638 1.96234 2.05643 2.33008 2.58075 3.09840 3.30028
rozktad normalny eo 1.28155 1.64485 1.95996 2.05375 2.32635 2.57583 3.09023 3.29053
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https://pl.wikipedia.org/wiki/rozk%C5%82ad_Cauchy%27ego
https://pl.wikipedia.org/wiki/rozk%C5%82ad_normalny
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