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W pracy poddano analizie proces eksploatacji elementow systemu transfor-
mujacego energie elektryezna, tj. transtormatoréw rozdzielezych eksploatowa-
mvch w wybranej tzw. Spolee Dystrvbucyjnef. Przyjmujac zatozenic. z& matema-
tezmm modelem procesu eksploatacji transformatorow jest jednorodny proces
Markowa w artvkule przedstawiono model umozliwiajacy oceng wybranych cech
analizowanego procesu eksploatacji. W celu ilustracji rozwazan wykonano przy-
klad obliczeniowy.

Slowa kluczowe: proces Markowa. proces urodzin i $micrei. symulacja kompute-
rowa

1. WPROWADZENIE

Praca dotyczy problemow zwiazanych ze sterowaniem procesem eksploatacji re-
alizowanym w systemie eksploatacji transformatorow elektroenergetycznych SN:nN.

Calos¢ rozwazan dotyczacych modelowania procesu eksploatacji transformatorow
rozdzielczvch przedstawiono na przykladzie wybranej Spétki Dystrybucyjnej. W wyni-
ku identyfikacji rzeczywistego systemu oraz realizowanego w nim procesu eksploatacji
zostaly wyroznione istotne stany eksploatacyjne obiektow technicznych (transformato-
row rozdzielczych) eksploatowanych w tym systemie. Na tej podstawie zbudowano
model zdarzeniowy procesu eksploatacji transformatoréw SN/nN. a nastepnie model
matematyczny analizowanego procesu. W artykule przyjeto zalozenie. ze modelem
procesu eksploatacji realizowanego w obiekcie badan jest jednorodny proces Markowa.

2. OBIEKT BADAN

Obicktem badan jest ogélnie pojety system eksploatacji maszyn. W systemach
tvch realizowane jest sterowanie bedace czescia procesu eksploatacji. Racjonalnosc
dziatania tych systeméw decvduje o efektywnosci zastosowania maszyn i mozliwo-
Sciach realizacji przez te obiekty wytyczonych celow.
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cych skonczony zbior S = {Sy, S, ..., S,) stanow eksploatacyjnych obiektu. Na podsta-
wie identyfikacji obiektu badan i realizowanego w nim procesu wyrozniono pigé. istot-
nych — uwzgledniajac cel pracy — stanow eksploatacyjnych transformatorow rozdziel-
tj.:

czych.
Si

stan pracy, realizacja zadania transformacji energii elektryczne;j

stan obstugi realizowanej w obiektach nalezacvch do Spotki Dystrybucyjnej,
stan obstugi realizowanej w obiektach nie nalezacych do Spotki Dystrybu-
cyjnej,

stan likwidacji.

stan rezerwy.

Graf skierowany odwzorowujacy proces eksploatacji analizowanych obiektow
technicznych przedstawiono na rysunku 1.

Ruys. 1. Graf skicrowany odwzorowujacy proces eksploatacji realizowany w obiekcie

badan

Fig. 1. Digraph representing operation and maintenance process realised within the

investigation object

4. MODEL MATEMATYCZNY PROCESU EKSPLOATACII

Wybor aparatu matematycznego do opisu badanego procesu eksploatacji (realizo-
wanego w obiekcie badan) zostal dokonany na podstawie nastepujacych przestanek:

celu pracy,

dokladnosci odwzorowania procesu rzeczywistego przez model.

stopnia ztozonosci stosowanego aparatu matematycznego,

mozliwosci pozyskania danych, dotyczacych procesu eksploatacji realizowa-
nego w obiekcie badan.

W wyniku przeprowadzonej analizy zatozen i ograniczen uznano proces Markowa
oraz teorie dotvczaca analizy tego procesu jako najlepsze narzedzie — uwzgledniajac cel
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badan — do matematycznego modelowania rzeczywistego procesu eksploatacji realizo-
wanego w obiekcie badan. Proces stochastyczny X(t) bedacy jednorodnym procesem
Markowa o skonczonym zbiorze stanéw S mozna w pelni okreslié¢ za pomocs;

— rozkladu poczatkowego procesu X(t),

— macierzy A intensywnos$ci zmian stanéw procesu Markowa X(t),

ktére dla analizowanego modelu majg postac:

P1(0)=1, P»(0)= P;(0)= P4(0)= P5(0)=0, (N
[~y + A+ Mg +245) Ay M3 Mg Ars |
0 —Has 0 0 Has
A= 0 0 -u; O Mss |- )
0 0 —Hys Has
i Asy 0 0 0 - }L51_

Wyznaczone na podstawie wynikéw badan eksploatacyjnych wartosci intensyw-
nosci przejs$¢ procesu przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Wartosci intensywnosci zmian stanow procesu
Table 2. Intensity values of the process state changes

kl"_‘ }‘13 }‘H ;\IS Hos H3s Hys }"Sl
0.01808] 0.00362 [ 0.01653 ] 0.00258 | 24.1 [ 12.02 [ 412 | 1.63

Wykorzystujac do matematycznego modelowania procesu eksploatacji jednorodny
proces Markowa w pracy przyjeto podstawowe zalozenie, ze proces ten dostatecznie
dobrze — uwzgledniajac cel badan — odwzorowuje modelowany rzeczywisty proces
eksploatacji.

5. MACIERZOWY ALGORYTM ROZWIAZANIA UKLADU
ROWNAN ROZNICZKOWYCH DLA PROCESU MARKOWA

Wykorzystujgc teorie proceséw Markowa mozna dla modelu procesu eksploatacji
wyznaczy¢ prawdopodobienstwa P(t). i = 1, 2, 3. ..., n, znajdowania sie obiektow tech-
nicznych w wyr6znionych stanach eksploatacyjnych S;. W tym celu nalezy rozwiazac
ukiad rownan rézniczkowych A. N. Kotmogorowa w postaci:

P’(t) = P() A, (3)
edzie:

P’(t) - wektor kolumnowy ztozony z pochodnych P.’(t),
P(t) - wekior prawdopodobienstw bezwarunkowych P(t),
.\ — macierz intensywnosci zmian stanow procesu.
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Rozwiazanie uktadu rownan (3) mozna zapisa¢ w postaci eksponenty macierzo-
wej:
P(t) = P(0) €™ . (4)
Do rozwiazania tej funkcji wykorzystano wielomian interpolacyjny Lagrange’a-
Silvestra. W tym celu nalezy wyznaczy¢ pierwiastki charakterystyczne macierzy A,
ktore sa rozwiazaniami rownania:
A(R) = 0. (5)

gdzie:
A(r) — wielomian charakterystyczny macierzy A\ wyrazajacy sie zaleznoscia:
AL = A" = AR A A — A (6)

Waznym elementem. koniecznym do wyznaczenia wartosci funkcji macierzowe]
(4) jest macierz stowarzyszona z macierza A. Macierz t¢ oznacza sig¢ jako Adjj| A I - A
1 wyznacza z zaleznosci:

Adj | AT =A=' By + A" B, + .. + B, (7
gdzie:

Bk:/\Bk-lfAkl dlak = 1,2, ....n—1,
By=[. I — macierz jednostkowa wymiaru n.

Dla uproszczenia opisu przez A, oznaczono rozwiazania réwnania (5). Przy zato-
zeniu, ze krotnos¢ pierwiastka jest rowna my, s = 1. 2, ... n. indeksy pierwiastkow rze-
czywistych tworza zbidr 1., natomiast pierwiastki zespolone zbior .. Na podstawie zro-
det literaturowych [ 1, 4] macierz P(t) mozna zapisa¢ w postaci:

[ mg ket 1
P(t) = P(O) exp(}\it) —Zm A'O‘s) (8)

L;l : g(k—l)! T

gdzie:
;

. ppd 1
Z(h)= = Adji| A=A TR =2 )™ | ©)

! da r=| 1

el s |

A=A l=m, -k

u — liczba roznych pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego.

W przypadku. gdyv wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa rze-
czywiste i jednokrotne rozwiazanie (8) mozna przedstawic w nastepujacej postaci:

]
J . ) |
P(t) = P(0) Y exp(rh )Ad) | Ad - N [TC g =207 } (10)
s=| r=1
r=s )
W celu wyznaczenia wartosci P(t), i = 1. 2. 3. ..., 3. opracowano program kompu-

terowy [5].
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6. MODEL WYNIKOWY PROCESU EKSPLOATACII

Wyniki badan eksploatacyjnych umozliwity dokonanie weryfikacji hipotezy
o zgodnosci rozktadu empirycznego czasu trwania wyréznionych stanéw eksploatacyj-
nych z rozkladem wykladniczym (podstawowe zalozenie procesu Markowa). Dla
zmiennych losowych T,, i = 2, 3, 4, 5 stwierdzono brak podstaw do odrzucenia weryfi-
kowanej hipotezy o zgodnosci rozkiadu hipotetycznego z rozkltadem wykladniczym (na
poziomie istotnosci o = 0,03). Dla zmiennej losowe] T, (czas poprawnej pracy do wy-
stgpienia uszkodzenia) odrzucono weryfikowang hipoteze.

W przypadku, gdy rozklady czaséw trwania stanow procesu {X(t), t > 0} nie sg
rozkladami wykladniczymi mozna dokona¢ transformacji tego procesu do procesu
{Y(1),t 20} o skonczonej przestrzeni stanéw ST = {ST|, ST, ..., ST,}, dla ktérego
rozklady czas6w trwania stanow beda rozkladami wykladniczymi.

Na podstawie zrealizowanych badan stwierdzono brak podstaw do odrzucenia hi-
potezy o zgodno$ci rozkladu zmiennej losowej T z rozkladem Erlanga (test zgodnosci
Kotmogorowa-Smirnowa na poziomie istotnosci «=0,05).

W dalszej czesci pracy przedstawiono sposob transformacji procesu stochastycz-
nego o skoriczonej przestrzeni standw, ktorego rozklady zmiennych losowych oznacza-
jacych czasy trwania stanéw sa rozkladami Erlanga, w proces stochastyczny charakie-
ryzujacy sie wykladniczymi czasami trwania stanow.

Jezeli rozklad zmiennej losowej T, oznaczajacej czas trwania stanu S, jest rozkla-
dem Erlanga, to zmienng losowa T mozna przedstawi¢ w postaci [2]:

T=Ty+T+ . .+Ty an
gdzie:

Ty, j= 1,2, ..,k — niezalezne zmienne losowe o rozkladzie wykladniczym
z parametrem A.

Stan S, mozna przetransformowa¢ na stany S,, j=1,2,..,k Ze stanu §,
(1<j <k — 1) mozliwe jest tylko przejscie w stan Sy . (z intensywnoscia A). Graficznie
interpretacj¢ transformacji stanu S, przedstawiono na rysunku 2.

Rozklad Erlanga charakteryzuje si¢ dystrybuanta w postaci:

3

N 2 k-1
M, xy 0% },xzo,bo,kem. (12)

It 2T (k=D

F(x):l-e*“{H

Jako kryterium optymalnego doboru parametru i oraz k (liczba podstanéw stanu
Sy) przyje¢to minimum sumy kwadratéw odchylenia wartosci dystrybuanty rozkladu
Erlanga F(x) od wartosci dystrybuanty empirycznej F(x):

S(K) =Y [F(x) - E.(x)f (13)
1=t



Rys. 2. llustracja graficzna transformacji stanu S,

Fig. 2. Graphic presentation of S, state transformation

105

W celu estymacji wartosci parametrow k i & opracowano algorytm obliczeniowy.

Zmiany wartosci dystrybuanty empirycznej F.(x) zmiennej losowej T, (czas trwa-
nia stanu S,) oraz teoretycznej F(x) (dla wyestymowanych wartosci parametrow, k=7,
A =0.2857) przedstawiono na rysunku 3. W ten sposéb. kosztem rozszerzenia prze-
strzeni stanéw, dokonano transformacji procesu {X(1),t =0} o przestrzeni stanéw S =
{S), Ss, ....S.} do procesu {Y(1). t = 0} o przestrzeni standw ST = {ST,, ST,, ...STy},
m>n, dla ktérego rozklady czaséw trwania standéw sa rozktadami wykladniczymi. Pro-
ces {Y(1),t=0} jest wynikowym modelem procesu eksploatacji transformatorow

SN/nN realizowanym w obiekcie badan.

F(x) 1 TR
FiXlogio o i

04 g k=T
5 008sT

0 W R

g SLk =0
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Rys. 3. Zmiany wartosci dystrvbuanty teorety cznej (F(\)) oraz dystrybuanty empiryczne;

(F{x))

Fig. 3. Value changes of theoretic distribution tunction (F(x)) and empiric one (F(x))
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7. WNIOSKI

Na podstawie wynikéw badan uzyskanych w pracy mozna sformulowaé nastepu-
Jjace wnioski:

1. Zbudowany model matematyczny procesu eksploatacji transformatorow roz-
dzielczych SN/nN umozliwia uzyskanie prognoz stanu analizowanego systemu
oraz czasu dzialania systemu, po ktérym nastapi stabilizacja wartoéci prawdo-
podobienstw znajdowania si¢ transformatoréw SN/nN w wyrdznionych sta-
nach eksploatacyjnych.

2. Analiza zmian wartosci prawdopodobienstwa P(t) wykazala, ze prawdopodo-
bienstwo to ustala si¢ po pewnym czasie, nazywanym czasem stabilizacji t,
ktory dla badanego systemu przyjmuje warto$¢ ok. 30 lat.
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APPLYING MODEL DESCRIBING
OPERATION AND MAINTENANCE STATE CHANGES
TO EVALUATE CHOSEN OPERATION
AND MAINTENANCE PROCESS CHARACTERISTICS

Summary

The paper presents analysis of the operation and maintenance process for the ¢le-
ments of a system transforming electric energy, that is distribution transformers oper-
ated and maintained in so called Distribution Company. Taking assumption that the
mathematical model of transformer operation and maintenance process is homogenous
Markov process, the article demonstrates the models which make it possible to evaluate
the chosen characteristics of the process in which they are operated and maintained. In
order to illustrate the considerations. some calculation examples have been done.

Keywords: Markov process. birth and death process, computer simulation



