9. NUMERYCZNE MODELOWANIE OSRODKA
LEPKOSPREZYSTEGO

1. WPROWADZENIE

Wigkszo$¢ rozwazanych probleméw mechaniki ciata stalego sprowadza si¢ do
rozwigzywania réwnan rozniczkowych czastkowych. Rozwigzywanie takich rownan
metodami $cistymi (tzw. metodami analitycznymi) jest mocno utrudnione lub bardzo
czgsto niemozliwe do efektywnego zrealizowania. To powoduje, ze we wspotczesnych
naukach inzynierskich wymagane jest zastosowanie metod przyblizonych, nazywanych
numerycznymi lub komputerowymi. Problemy zwigzane z wyznaczaniem pol naprezen
i odksztatcen w ciatach lepkosprezystych komplikuja si¢ glownie z powodu ztozonosci
reologicznych réwnan stanu, ktore praktycznie wystepuja w postaci zwigzkow roznicz-
kowych lub/i catkowych [1-4].

Przedmiotem pracy jest osrodek lepkosprezysty zbudowany z dwdch, zintegrowa-
nych komponentow, sprezystego i lepkiego. Wszystkie materiaty konstrukcyjne stoso-
wane w budownictwie (stal, beton, drewno, tworzywa sztuczne) maja cechy lepkospre-
zyste, a efekty reologiczne (pelzanie, relaksacja) musza by¢ koniecznie uwzglgdnianie
w projektowaniu niektorych konstrukcji (np. konstrukcje kablobetonowe, konstrukcje
ciggnowe). Niezalezenie od tego realne materiaty konstrukcyjne podlegaja starzeniu.

Fenomenologiczne modele lepkosprezystosci przedstawia si¢ w postaci rownan
rézniczkowych lub réwnan catkowych [1, 2]. Bardziej ogblnymi sa modele catkowe,
ktore wymagaja znajomosci funkcji relaksacji lub/i funkcji petzania. W niniejszej pracy
stosuje si¢ model catkowy. W szczegdlnosci opracowano pewien model numeryczny
os$rodka lepkosprezystego, przy czym punktem wyjscia jest klasyczny fenomenologicz-
ny model catkowy [1, 2]. Do praktycznego skorzystania z zaproponowanego modelu
numerycznego potrzebna jest znajomos¢ funkcji relaksacji rozwazanego materiatu.

2. CALKOWY MODEL LEPKOSPREZYSTOSCI

W przypadku zlozonego stanu naprezenia, réwnanie fizyczne w ciele liniowo-
-sprezystym mozna przedstawi¢ w postaci prawa zmiany postaci i prawa zmiany objeto-
$ci [2]:

Sij = 2ueu, s = 3Ke (1)
gdzie:
Sij = 04 — isijo-kk ;e = & — isi]‘gkk (2)

sg odpowiednio dewiatorami stanu naprezenia (S;;) i stanu odksztafcenia (ej), a:

S = oyg; € = Exx 3
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to aksjatory naprezenia (s) i odksztalcenia (e). Wielkosci oj; i € to tensory naprezenia
i odksztalcenia, p = G to modut Kirchoffa, K — modut $cisliwosci, a ; jest to tzw. delta
Kroneckera.

Potrzeba rozktadu na dewiatory i aksjatory wynika z faktu, Zze o$rodki traktowane
jako lepkosprezyste maja istotnie rozne cechy reologiczne przy zmianie postaci i zmia-
nie objetosci [2].

Ogolna, klasyczna postac¢ rownan fizycznych osrodka lepkosprezystego, z uzyciem
modelowania catkowego, jest nastepujaca [1, 2]:

5K 1) = e (X, O, (X, 0) + [, e, (X, t — 1) W, (X, 0)de
4)
SX ) = e(X, WX, 0) + [ e(X,t — 1) W, (X, 0)de

gdzie: X € V — objeto$¢ rozwazanego ciala (o$rodka, obszaru), t € (0, 0) — czas. Wie-
lo$¢ W, (t) i W,(t) to znane funkcje relaksacji wyznaczone do$wiadczalnie dla okre$lo-
nego materiatu.

3. MODEL NUMERYCZNY

Funkgcje relaksacji W;(t) dla t € (0, ) dyskretyzujemy zgodnie z przyjetym kro-
kiem catkowania h™, m = 1,2,3, ... stosowanym w stosowanej metodzie numerycznej
bezposredniego catkowania réwnan ruchu, np. w metodzie Newmarka, metodzie ele-
mentow czasoprzestrzennych [5, 6] (rys. 1).
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Rys. 1. Dyskretyzacja funkcji relaksacji ¥;,i = 1,2
Fig. 1. Discretization of relaxation function \¥;, i = 1,2
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Biorac pod uwagg to, ze zjawiska reologiczne jak pelzanie i relaksacja sa procesami
bardzo powolnymi, o stosunkowo matlej zmienno$ci w czasie, to mozna przyjac zatozenie
o0 zmiennosci liniowej funkcji W;(t) w przedziale t € (t™, t™1)(m = 1,2, ...) (rys. 2):

Yi(t) = ai"t + b" (5)
gdzie:
m lIlim-'.l‘wim m m m gm+1
ai = W, bi e qli » t e (t ,t ) (6)
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Rys. 2. Zmienno$¢ liniowa funkcji relaksacji na odcinku pokrywajacym si¢ z krokiem catkowania

Fig. 2. Linear variability of relaxation function on the section which coincides with the integra-
tion step

Biorac pod uwagg opis (5), rownania fizyczne (4) przyjmuja nastgpujaca postac:

SPX, ) = WX, tM)ey; (X, 6) + al [ e (X t — T)dr

(7
SMX, ) = PP X t™eX,0) + af [ ey (X t —Ddr

Wygodne i nad wyraz praktyczne rozwiklanie calek wystepujacych we wzorach
(7) jest mozliwe przy stosowaniu metody elementow czasoprzestrzennych (MECZ).
Formuly MECZ maja nastepujaca postac [6]:

— funkcja przemieszczen:
ui (X, t) = O5, (X, t)ry ()
(X, t) € Q,— obszar elementu czasoprzestrzennego (SKECZ)
e=1,2,..,E (E - liczba SKECZ)
a=12,..,w,S, (W, — liczba weztow SKECZ, s, — liczba stopni swobody
w wezle SKECZ)
¢ — przemieszczenia w weztach SKECZ (parametry weztowe)

— funkcja odksztatcen:

1 (ouf | ouf
£5(X,0) =1 (a—‘;] + a—XJ) = B (X )¢ ©)
gdzie:
BE L (X, ) = 1 (Lle | 20 10
et \ax; T ax; (10)
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— dewiatory i aksjatory odksztatcen:

1
ef = € —36€u = Bia (X, O
an
¢ =& = Bira (X, 17
gdzie:
1
Bsa Bfiq — 551'1'31?;{“ (12)

Po takim przygotowaniu mozna powrdcic¢ do opisu naprezen (7) zapisanych w ob-
szarze SKECZ:
St X ) = ¥YiMe;(X, t) + af™ teme X, t—1)dr
(13)
S, 1) = ¥5mee (X, ) + a§™ [lome® (X,t — T)d1

Po wstawieniu opisu (11) mamy koncowa, najwazniejsza posta¢ opisu naprezen
przemieszczeniami weztowymi SKECZ:
SE(X,6) = DI (X, O)rg
(14)
SeM(X,t) = Diggg (X, )1
gdzie:
D,lﬁxm(X, t) =ym f”a(X t) +af™ rem fia K t—1)dr
(15)

DFEM(X, t) = WEMBE (X t) + ag™ f;m Bfre X t —1T)dr

Korzystajac ze wzorow (1)+(3), mozna przejs¢ na opis petnego tensora naprezenia:

GEM (X, ) = SE(X,6) +565°™ = CHRX, g (16)
gdzie:
Com(X,t) = DEM(X,t) + 5 8 DEEm (17)

Na podstawie rownania czasopracy wirtualnej otrzymujemy uktad réwnan MECZ
waznych dla catej zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni [6]:

Ye(Kegrs +F8) =0 (18)
gdzie:
;Zﬁn _.U (Bua L],B e eq)e )dﬂ (19)

jest macierza sztywnosci SKECZ (w opisie tej macierzy uwzgledniono wptyw sit bez-
wiadnosci), a:

=- ffge Qefje Cl)jeotdQ - ffa_q_ t]q)jead(aﬂ) (20)

to wektor zawierajacy impulsy wezlowe, ekwiwalentne sitom masowym gf;, impulsom
zewngtrznym roztozonym, dziatajagcym na hiperpowierzchni ograniczajacej obszar SKECZ.
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W przypadku analizy zagadnienia poczatkowo-brzegowego, przy znanych warun-
kach poczatkowych, uktad réwnan algebraicznych (18) przeksztatca si¢ w formute reku-
rencyjna [6]:

rl — (BO)—l[_FO _ AOTO],

T'm+1 — (Bm)—l[_Fm _ Cmrm—l _ (Dm + Am)rm]’ (27)

m=1,2,..

4. WNIOSKI KONCOWE

Gloéwny problem przy analizie osrodka lepkosprezystego sprowadza si¢ do efek-
tywnego opisu rownan fizycznych (rownan stanu) wiazacych naprezenia z odksztatce-
niami. W niniejszej pracy przyjeto model catkowy opisujacy naprezenia o;; odksztatce-
niami €;; za posrednictwem funkcji relaksacji W(t). Przyjeto odrebny opis cech lepko-
sprezystosci w prawie zmiany ksztaltu i w prawie zmiany objetosci.

Model numeryczny o$rodka lepkosprezystego sformutowany wg zasad metody
elementdéw czasoprzestrzennych (MECZ) umozliwil uzyskanie efektywnego opisu row-
nan fizycznych (14) i (16). Przy stosowaniu metody elementéw skonczonych (MES)
takie praktyczne formutly sg trudniejsze do uzyskania.
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NUMERICAL MODELLING OF VISCOELASTIC CONTINUUM

Summary. The space-time element method (STFEM) is a generalization of the classic
finite element method (FEM). In the STFEM, the discretization includes both space and
time, what in fact leads to coupling of time and space variables. Unlimited discretiza-
tion, characteristic for STFEM, allows for consideration of non-stationary problems,
including visco-plastic continuum analysis. This study covers analysis of initial-
boundary problem of linear visco-plasticity using STFEM. The constitutive equation of
visco-plasticity is formulated as an integral in form relaxation function. Finally, STFEM
equations (as recursion equation) and solution procedure are formulated.



