3. PEWNE UOGOLNIENIE ROWNANIA PRZEWODNICTWA
CIEPLNEGO W CIALACH STALYCH I PROPOZYCJA
ROZWIAZANIA NUMERYCZNEGO

1. WPROWADZENIE

Wymiana ciepta nastgpuje pod wpltywem roznicy temperatury. Pole temperatury T
okreslone jest przez zalezno$¢ temperatury od wspotrzednych przestrzennych X i czasu t.

Model fizyczny przewodzenia ciepta w ciatach statych opisany jest prawem Fou-
riera [1-4]. Metody analityczne probleméw wymiany ciepta wymagaja najczesciej dale-
ko idacych zatozen upraszczajacych, co czasami czyni te rozwigzania mato przydatny-
mi. Z pomocg przychodzg wtedy efektywne metody numeryczne [5, 6].

Problematyka przewodzenia ciepla przez przegrody budowlane stanowi wazne za-
gadnienie badawcze i jest domeng fizyki budowli. Stosowane zwykle w fizyce budowli
roézne rownania przewodnictwa cieplnego sa stuszne przy niewielkich przyrostach tem-
peratury. Zdarzaja si¢ jednak przypadki, kiedy te przyrosty sa duze i wtedy klasyczne
réwnanie przewodnictwa cieplnego nie nadaje si¢ do analizowania takich specjalnych,
ale praktycznie wystepujacych zagadnien.

W niniejszej pracy uogodlnia si¢ rownanie przewodnictwa cieplnego w cialach sta-
tych przy duzych zmianach temperatury. Ostatecznie sformutowano réwnania zmiany
temperatury w metodzie elementéw skonczonych w wersji nieprzyrostowej w stacjo-
narnym ukladzie wspotrzednych i w wersji przerostowej w uaktualnionym uktadzie
wspolrzednych.

2. ROZWAZANY PROBLEM

Rozpatrywane jest ciato state zajmujace w naturalnej (poczatkowej) konfiguracji
obszar B, ktéry jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej R®. Przez B oznaczamy
wnetrz, tego obszaru, a @B jego brzeg, B = B U dB. Pole temperatur T badamy w prze-
dziale czasu t € (0, ) i opisujemy w uktadzie X. Cialo w stanie niezdeformowanym
i beznaprezeniowym znajduje si¢ w stalej temperaturze Ty = T(X, 0) = const. Taki
stan wyjsciowy nazywamy stanem naturalnym ciata.

Pod wplywem dziatania Zzrodet ciepla wewnatrz ciata oraz nagrzania lub ozigbienia
powierzchni, cialo doznaje deformacji. Deformacji ciata towarzysza zmieniajace si¢
w czasie odksztalcenia, naprezenia i temperatura T'(X, t). Zaktadamy, ze zmiana tempera-
tury O(X,t) = T(X,t) — T, jest dowolnie duza, oraz ze wzrost ten moze powodowad
zmiang parametréw materialowych. Istotnym uproszczeniem jest zatozenie o pomijalnym
wplywie deformacji rozwazanego ciala na pole temperatury. Przyjmujemy, ze wszystkie
zmienne dynamiczne s funkcjami cigglymi i sg to funkcje dostatecznie gladkie.
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3. ROWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO PRZY DUZYM
GRADIENCIE TEMPERATURY

Podstawa do wyprowadzenia rdwnania przewodnictwa cieplnego jest prawo za-
chowania energii (II zasada termodynamiki) [1-4]:

S=- (&) = L +¥ (1)

T T2

gdzie: S oznacza entropie, S = g jest przyrostem entropii w czasie, q; to wspotrzedna
. S . Lo aq;

wektora przeplywu ciepta g (gesto$¢ strumienia ciepta), q;; = a_?(L-’ W =WwW(X,t) to
L

wydajnos¢ objetosciowa wewnetrznych zrodet ciepla, czyli predkos$¢ generacji ciepta,
odniesiona do jednostki objetosci, T = T(X,t) — temperatura bezwzgledna. Prawo (1)
zapisujemy w innej rownowaznej postaci:

$=-(L)+o @)
gdzie:
iT,i w
- 2

Jezeli rownanie (2) scatkujemy po obszarze B, a potem na pierwszej calce, po prawej
stronie tego rownania, zastosujemy transformacje Gaussa-Ostrogradskiego, to uzyskamy:

Jy $dB =~ [, T2 d(9B) + [, odB )

gdzie n; jest wspolrzedng wektora normalnej 7 do powierzchni granicznej dB. Pierwsza
catka po prawej stronie rownania (4) oznacza ubytek entropii w czasie, wywotany prze-
ptywem ciepta przez powierzchni¢ graniczng dB. Jest to szybko$¢ wymiany entropii
z otoczeniem. Druga calka po prawej stronie ma charakter zrodta entropii i opisuje
szybko$¢ tworzenia si¢ entropii. Opierajgc si¢ na postulacie termodynamiki proceséw
nieodwracalnych, musi by¢ spetniony nastepujacy warunek [1-4]:

=/[, 0dB>0 ©)

Zrédlo entropii ¢ zwigzane jest z przyczynami procesOw nieodwracalnych, tzw.
bodzcami termodynamicznymi F;. Mozna wigc zapisac:

o= qiFi +7 (6)

Z poréwnania zaleznosci (3) i (6) wynika definicja funkcji F; zalezna od gradientu

temperatury T,;:
T

Fi = T2

O]
W przypadku przeptywoéw laminarnych przyjmuje si¢ nastgpujace zwiazki liniowe,
tzw. rownania fenomenologiczne [1]:
q; = Li;F (®
gdzie tensor L;; zawiera parametry materialowe przewodnictwa cieplnego osrodka ani-
zotropowego. Osrodek taki musi podlegaé zasadzie Onsagera o symetrii:
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Laczac (7) i (8) otrzymujemy uogolniong posta¢ prawa Fouriera:

Aij
q; = —WTU' (10)
To.
gdzie tensor:
Lii

charakteryzuje przewodzenie ciepta w rozpatrywanym ciele stalym.
Podstawiajac (10) do (1) otrzymujemy rownanie w postaci:

Os=|2i_g.
To(1+5)S = [(H%)z 0,

Wiadomo, ze entropia S jest funkcja temperatury. Rozwinmy wigc funkcje S(T)
w szereg Taylora w otoczeniu stanu naturalnego, w ktorym temperatura T = Tj:

it W (12)

102%s

- 9 _ 1078 _T)2
S(T) = S(To) + 57 " T =T +53 " (T —Top)* +
193s 3
P T (T—TO) + .- (13)

Zgodnie z wczeSniejszymi zatozeniami S(T,) = 0. Przyjmujgc cztery pierwsze
wyrazy rozwini¢cia oraz wprowadzajac oznaczenia:

a3s

as a%s| n
To - ar3

m
aTlg, aT?

=p (14)

To

otrzymujemy nastepujace rownanie konstytutywne uzalezniajace entropi¢ w sposob
jawny od temperatury:

5=m@+§n®2+§p®3 (15)

Wprowadzajac to prawo do réwnania (12), otrzymujemy poszukiwane uogolnienie
rownania przewodnictwa cieplnego:

(1+ T%) [m@ +mé + (10 +2n6)0 + 2 (pO + 3p®)®2] =
=|—2 g,
LO(“'T@_O)Z /

W przypadku umiarkowanych przyrostow temperatury mozna dokona¢ linearyza-
cji rownania (16), otrzymujagc znane réwnanie niestacjonarnego przeptywu ciepla
w anizotropowym osrodku ciagtym [1] :

Cg(:) = (/1116,] ,i+ w (17)

w

(16)

gdzie c, jest cieplem wlasciwym przy statej deformac;ji, —x

Dopetnieniem rownania (16) sg warunki brzegowe i jeden warunek poczatkowy.
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4. NUMERYCZNE ROWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO
W WERSJI NIEPRZYROSTOWEJ

Analizowany obszar B = () dzielimy na elementy skonczone (ES), czyli na pod-
obszary Q,, e =1,2,.... E wedlug zasad metody elementow skonczonych (MES). Nie-
znang funkcje ©¢(X, t) w obszarze (), opisujemy w nastepujacy sposob [5, 6]:

0°(X, £) = $& (05 (1) (18)
gdzie ¢ = & (X) sa funkcjami ksztattu zaleznymi od X, za$ rg = r(t) to zbior tem-
peratur weztowych zaleznych od t.

Do numerycznego rozwigzania rownania (16), wg MES, mozna zastosowaé zasade
pracy wirtualnej lub wazong metodg residualng (metode Galerkina). Takie postgpowa-
nie, wykorzystujace formule (18) prowadzi do sprzezonego uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych:

Ye(Copis + Kaprs +RE) =0 (19)
gdzie:
1
55 () = [I, Wi (mef + nepposns +3p°pdidsmns) do

. 1. 1.
Kep(r) = [I, We (epf +35 e pfdgns +p°pgosdinny ) d +

22¢;
05 5080 a4 019) Lot e o)

wg
~ aqQ +
|| vy (25 ¢§gz>(l , ¢;;3:5)<1 9E)
_pf v Pp,jitij do
Qe To+¢§Tf (1+%)(1+%>
wgwe
RE(r) = — ffﬂe#,,,gr;dﬂ e

Wielkos¢ W,f = WE(X) to funkcja wagi, ktéra w szczegdlnosci moze rownaé sie
funkcji ksztattu, czyli W7 (X) = ¢5(X). Po agregacji i wprowadzeniu warunkoéw brze-
gowych, uktad rownan (19) przyjmuje nastgpujaca posta¢ macierzowa:

Cr)r+K(r)r+R(r)=0 (21)
gdzie € i K sa globalnymi macierzami kwadratowymi zaleznymi od nieznanych tempe-
ratur weztowych, a R jest wektorem zawierajacym impulsy termiczne powodujace wy-
miang ciepta.

Do rozwigzania rownania (21) mozna wykorzysta¢ znane metody bezposredniego
catkowania rownan ruchu, np. metode Newmarka [5, 6]. Nieliniowo$¢ réwnania (21),
niezaleznie od zastosowanej metody bezposredniego calkowania ruchu, wymusza
w ogoblnosci stosowanie procedury iteracyjne;.

5. NUMERYCZNE ROWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO
W WERSJI PRZYROSTOWE]J

Rozpatrujemy proces przeplywu ciepta w przedziale ¢, <t <t, +At,
n = 0,1, 2, ... Zakladamy, ze w chwili t,, znamy rozwigzanie, tj. pole temperatur n@, oraz
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ze ta konfiguracja aktualna jest jednoczes$nie konfiguracja odniesienia. Dokonujemy wpierw
nastgpujacej dekompozycji sktadnikoéw rownania (21) wg przyktadowej zasady [6]:

fr= EZr +Ar = "r + Ar
LC="C+AC="C+AC itd. (22)

gdzie, np. t_;C oznacza macierz € opisujacg stan ciata w chwili t odniesiong do konfigu-
racji w chwili t,,, AC jest przyrostem macierzy C w przedziale czasu At =t — t,,. Na-
stepnie rownanie (21) zapisujemy kolejno w chwilach t, oraz t,,; = t, + At [6]:

tTL tn y tn tn tn —_
o Cor+ K "r+ "R=0

tnt1 o tnvige | tnvn prtnvny, | i p g (23)

tn+1 tnya th1” 4 tnya

Po wprowadzeniu do tych rownan formuly (22) i nastgpnie odjecie od siebie obu
roOwnan stronami, otrzymamy rownanie przyrostowe w postaci:

("C + AC)AF + (K + AK)Ar + (AR + AC ™ + AK™r) = 0 (24)

Znajomos¢ rozwigzania w chwili t,, umozliwia w sposob jednoznaczny okreslenie
. t .t g . ,r . . .
macierzy "C i ™K. Nieliniowo$¢ tkwi natomiast wprost w przyrostach macierzy AC,

AK i AR, ktore zaleza od nieznanych rozwigzan w chwili t, ;. Wygodnie jest zapisaé
réwnanie (24) w innej rOwnowaznej postaci:

‘"CAF+""KAr+ AR =0 (25)
gdzie:
AR = AR + AC(" + Ar) + AK("r + Ar) (26)

W przypadku matego przyrostu czasu At zmiana macierzy AC 1 AK moze by¢ zanie-
dbywalna i wtedy mozna dokona¢ jak najbardziej uzasadnionej linearyzacji réwnania (25):

“"CA+ "KAr+ AR =0 (27)

Rozwigzanie réwnania (25) lub (27) umozliwia obliczenie stanu uktadu w chwili
thy1 = tp, + At, a to dalej pozwala na przejscie do nastepnego analogicznego kroku
procedury obliczeniowej (procedury krokowej, rekurencyjnej).

6. WNIOSKI KONCOWE

W pracy rozwaza si¢ zagadnienie nieliniowego przeplywu ciepta w ciatach statych
przy duzych gradientach temperatury i zmiennych parametrach materiatowych. Wpierw
dokonano uogodlnienia réwnania przewodnictwa cieplnego, a nast¢pnie sformutowano
réwnania metody elementéw skonczonych w dwoch wersjach nieprzyrostowej (w sta-
cjonarnym opisie Lagrange'a) i przyrostowej (w uaktualnionym opisie Lagrange'a). Sa
to nowe i oryginalne elementy pracy. Istnieje wiele praktycznych przypadkow, kiedy
w analizowanym o$rodku nastgpuja duze i szybkie zmiany temperatury, np. w trakcie
pozaru.
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SOME GENERALIZATION OF THE HEAT CONDUCTION
EQUATION IN A SOLIDS AND NUMERICAL SOLUTION
PROPOSAL

Summary. This paper analyzes the problem of non-linear heat conductivity in a solid
bodies at high changes of temperature and variable material parameters. Heat conductiv-
ity equation has been formulated and FEM equations have been defined in two ver-
sions: non-incremental (the Total Lagrangian Formulation) incremental (the Updated
Lagrangian Description).



