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OPIS ODDZIALYWANIA FAL
W MAKROSKOPOWO NIEJEDNORODNYCH MATERIALACH

W pracy pracy zaproponowano nowa metodg opisu oddziatywania ptaskich
fal monochromatycznych z ciagla niejednorodnoscia materiatu charakteryzowana
przez impedancjg i liczbg falowa osrodka. Wyprowadzono sprze¢zony uktad row-
nan rézniczkowych zwyczajnych dla amplitudy fali przechodzacej i powrotne;j.
Przeanalizowano wtyw niejednorodnosci impedancji i liczby falowej osrodka na
oddziatywanie fal.

Stowa kluczowe: makro niejednorodne materialy, oddziatywanie fal

1. WSTEP

Materiaty niejednorodne wystgpuja powszechnie w organizmach zywych, przyro-
dzie, budownictwie oraz przemysle. Sa one czgsto silnie niejednorodne na poziomie
mikroskopowym tworzac wielosktadnikowe materiaty porowate, natomiast takie proce-
sy, jak: wzrost, procesy chorobowe, wietrzenie, degradacja, eksploatacja i wytwarzanie
prowadza do ich makroskopowej niejednorodnosci. Przyktadem biologicznym takiego
materiatu jest tkanka kostna, ktorej procesy wzrostu w trakcie Zycia organizmu prowa-
dza do jej makroskopowej niejednorodnos$ci, a procesy chorobowe, jak osteoporoza,
powoduja istotne zmiany jej struktury.

Eksperymentalne badania takich materiatow, np. metodami ultradzwigkowymi,
ukierunkowane na identyfikacje parametrow charakteryzujacych ich niejednorodnosé
ma duze znaczenie praktyczne. Umozliwia to diagnostyke stanow chorobowych, stopnia
degradacji materiatow, kontrolg proceséw ich wytwarzania i eksploatacji. Okresla to
jednoczesnie znaczenie badan teoretycznych propagacji fal w niejednorodnych materia-
fach, jako podstawy interpretacji wynikow pomiarow. Badania teoretyczne i ekspery-
mentalne nad tymi zagadnieniami sa obecnie intensywnie rozwijane [1, 3, 4 ,6].

Celem pracy jest przedstawienie nowej metody opisu oddzialywania fal mono-
chromatycznych z ciagla niejednorodno$cia materialu oraz wyprowadzenie réwnan dla
jednowymiarowego zagadnienia. Rozwazania przeprowadzono dla dowolnego osrodka,
ktorego lokalne wtasciwosci akustyczne scharakteryzowano przez impedancjg i liczbg
falowa. Roéwnania wyprowadzono analizujac o$rodek zastgpczy zlozony z warstw
o infinitezymalnej grubosci i skokowo zmiennych wiasciwosciach akustycznych, aprok-
symujacych ich ciagly rozktad w osrodku. Wykorzystano przy tym podejscie struktural-
ne, umozliwiajace bezposrednie formutowanie réwnan dla amplitud fali padajacej
i powrotnej, bez koniecznos$ci rozwazan odbic i przejs¢ fal na granicach kontaktu infini-
tezymalnych warstw. Otrzymano sprzgzony uktad rézniczkowych rownan zwyczajnych
dla amplitud obu fal. Pokazano, ze jedynie niejednorodno$¢ impedancji materiatu po-
woduje powstanie fali powrotnej, natomiast niejednorodnos¢ liczby falowej powoduje
jedynie lokalng zmiang predkosci fali.
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2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazymy jednowymiarowe zagadnienie propagacji monochromatycznej fali
ptaskiej o czgstotliwosci @ w dowolnym materiale o zadanej lokalnej charakterystyce
wlasno$ci akustycznych, okreslonych przez: impedancje materiatu:

z(x, w) = p(x, w) c(x, W) (1)
oraz liczbe falowa
k(x,w)=w/ c(x,w) 2)

gdzie przez c(x,w) oznaczono lokalna predkos¢ fazowa fali, a przez p(x, w) ggstos¢
materiatu. W ogdlnym przypadku obie wielkosci z(x, @) 1 k(x,w) moga by¢ zespolo-

nymi funkcjami czgstotliwoscei fali 1 wspotrzednej przestrzennej x. Zalezno$¢ tych wielko-
sci od wspotrzednej x okresla charakter niejednorodnosci akustycznej materiatu (rys. 1).

i
z, k

- -
0 X X
Rys. 1. Schemat oddziatywania fali monochromatycznej w niejednorodnym materiale

W wyniku oddzialywania fali harmonicznej z niejednorodno$cia materialu
w osrodku zostanie wygenerowana fala powrotna. W rezultacie pole akustyczne w kaz-
dym punkcie x takiego materiatu charakteryzowac beda dwie sprzgzone ze soba fale
propagujace si¢ w przeciwnych kierunkach: fala macierzysta o amplitudzie 7, oraz fala

powrotna o amplitudzie R .

Aby zobrazowa¢ mechanizm lokalnego oddzialywania fali harmonicznej z ciagla
niejednorodnoscia materiatu, rozwazymy osrodek zastgpczy ztozony z infinitezymal-
nych warstw o grubosci dx i skokowo zmiennych wtasciwosciach akustycznych, aprok-
symujacych ich ciaglty rozktad w osrodku (rys. 2).
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Rys. 2. Model dyskretny oddziatywania monochromatycznej fali w niejednorodnym materiale

Przyjmujemy przy tym, ze impedancja i liczba falowa w poszczegélnych war-
stwach osrodka zastgpczego sa Srednimi arytmetycznymi warto$ci funkcji z(x, @)
1 k(x,w) na brzegach tych warstw. W takim przypadku oddziatywanie fali harmonicz-
nej z ciagla niejednorodnoscia osrodka moze by¢ interpretowane jako wynik wielokrot-
nych odbic i przejsc¢ fali przez granice sasiadujacych ze soba infinitezymalnych warstw.
Z tego wzgledu amplitudg 7', fali przenoszonej bedziemy traktowac¢ jako wypadkowa
amplitud¢ wszystkich fal padajacych z lewej strony na granicg kontaktu warstw
w punkcie x o$rodka, natomiast amplitud¢ R _ fali powrotnej bedziemy interpretowac
jako wypadkowa amplitude wszystkich fal padajacych z prawej strony na granicg kon-
taktu warstw w tym punkcie. WielkosSci te dla powierzchni kontaktu warstw w punkcie
x+dx oznaczono przez T,,, oraz R

X+dx X+dx *

Analiza oddziatywania fal w takim uktadzie wymaga wyznaczenia zalezno$ci po-
migdzy amplitudami T, R, T, 1 R, wypadkowych fal propagujacych si¢ w wy-
roznionej infinitezymalnej warstwie (x, x+dx) oraz w warstwach z nia sasiadujacych.
Na rysunku 3 przedstawiono uktad trzech tak wyroznionych warstw. Ich impedancje

z,, z,, z; oraz liczba falowa k, dane sa wzorami:

1 1 dz 1 dz
zy=z, ——— dx, z,=—(z_+z =z +——dx, z=2_,, +——
1 X 2 dx i 2 2( x x+dx) X 3 d> 2 dx

X X+dx

dx,

k2 :%(k)\ +kx+dx) (3)

Zagadnienie oddziatywania fali harmonicznej z uktadem warstw rozwiazemy wy-
korzystujac podejscie strukturalne. Umozliwia ono bezposrednie sformutowanie rownan
dla wypadkowych amplitud fal w warstwach, bez koniecznosci rozwazan wielokrotnych
odbic¢ i przejs¢ fal na granicach ich kontaktu. Uwzglednia si¢ przy tym fakt, ze o wla-
snosciach akustycznych catego uktadu decyduja parametry oddziatywania fal na granicy
warstw.
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Rys. 3. Schemat oddziatywania fal z uktadem trzech warstw

Jako podstawe charakterystyki akustycznej uktadu przyjmujemy parametr ¢, de-

finiowany jako stosunek impedancji akustycznych warstw 1 i 2. Uwzglgdniajac wyra-
zenia (3) mamy:
_dar

z, dx

dx 4)

X

gdzie I =1In(z/z,), przy czym z, jest pewna stala impedancja odniesienia.

Parametr ten jednoznacznie charakteryzuje oddziatywanie fali z granica kontaktu
obu warstw. Wspolczynnik odbicia 7,1 przenikania ¢, fali harmonicznej padajacej

z warstwy 1 na warstwg 2 oraz wspolczynniki #, 1 ¢,, dla fali propagujacej si¢ w prze-
ciwnym kierunku dane sa wzorami:

l-o, 1 dl
Vi =—71,, = = — — dx, 5
2 4, 2 dx|, ©
t, = 2 = 1+l£ dx , 1‘21=2a—12’:' l—lﬂ dx. (6)
I+, 2 dx|, I+, 2 dx|,

Podobne wyrazenia mozemy wyprowadzi¢ dla wspolczynnikow a,;, r;, 1y, by 1,
charakteryzujacych oddziatywanie fal harmonicznych z granica kontaktu warstw 2 1 3.

3. ROWNANIA AMPLITUDOWE ODDZIALYWANIA FAL

Wspotezynniki oddziatywania okreslone wzorami (5) i (6) w pelni charakteryzuja
wilasnosci akustyczne uktadu przedstawionego na rysunku 3. Umozliwia to wyznaczanie
pdl akustycznych wytworzonych w ukladzie przez falg padajaca o amplitudzie 7,1 falg
powrotng o amplitudzie R, . Poniewaz uktad ten w poszczegolnych warstwach jest jed-

norodny, a rozwazane fale maja mata amplitude, pole akustyczne wytworzone w uktadzie
przez obie fale bedzie superpozycja pdl wytworzonych przez kazda z nich. Otrzymujemy:
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Rx =R; +R; > Tx+dx =TX1dX + Tx-:dx (7)

gdzie przez R’ i T, oznaczono amplitudy wypadkowe fal w infinitezymalnej war-

stwie wytworzone przez falg¢ padajaca 7, natomiast przez R, i T, , oznaczono am-

plitudy wypadkowe tych fal w warstwie wytworzone przez falg powrotna R, .

Aby wyznaczy¢ pola akustyczne wytworzone przez obie fale wykorzystamy po-
dejscie strukturalne. Umozliwia to bezposrednie sformutowanie réwnan dla poszcze-
g6lnych amplitud.

Na rysunku 4 przedstawiono schemat generowania pola akustycznego w infinite-
zymalnej warstwie przez falg padajaca 7, .

X

Rys. 4. Schemat generowania pola akustycznego w warstwie przez falg padajaca

Z tego schematu wynika, ze wypadkowa amplituda fali padajacej 7., jest suma amplitudy:

—ikydx
T t,e

fali padajacej 7. bezposrednio przenoszonej przez granicg o$rodkow 1 12 oraz amplitudy

+ —ikydx
Tiwhse e

—ikydx

powstalej w warstwie w wyniku jej wielokrotnych odbi¢ wewnatrz tej warstwy. Mamy

+ —ik,dx +
Tiw=Tt,e"™ ™ +T

“2ikydx
v T3t € 3

gdzie przez e ™" oznaczono wspblczynnik przenoszenia fali w materiale warstwy.

Z kolei, wypadkowa amplituda fali powrotnej R w warstwie jest bezposrednio

zwigzana z amplituda 7\, zaleznoscia:

Ry =T 7y et 9

Z réwnan (8) 1 (9) otrzymujemy:

ikydx “ikydx
t, e "™ t,r,e
v _ 12 +_ 12"
wrdr Ty “2ikyd T, R, = - i T, (10)
Iy rse Iy Iyze
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Przeprowadzajac analogiczne rozwazania dla pola akustycznego generowanego przez
+

falg powrotna R,, mamy
—2ikydx —ikydx
t,re 7 t,e
7., =—=220° __p R = 2 m— (11
x+dx 1 _ }"21 7"23 e-z,kzdx x+dx X 1 _ V2] 7'23 e_zlkzdx X+dx )
Po podstawieniu wyrazen (10) i (11) do (7), amplitudy wypadkowe R_1i T.., w infini-
tezymalnej warstwie, wytworzone przez falg padajaca 7, i falg powrotng R, dane
bgda wzorami
—2ik,dx —ik,dx
R = T .t rpe R e (12)
x 1— —2ik,dx ’
e
—2ik,dx —ik,dx
T = Roytnrye ™" +T t,e™ ) (13)
x+dx 1— 7”21 }”23 e*Z'kzdx
Wzory te okreslaja zaleznosci pomigdzy amplitudami fal padajacych 7, i T, oraz fal

powrotnych R i R charakteryzujacych pola akustyczne wokoél infinitezymalnej

X+dx

warstwy niejednorodnego osrodka, przedstawionej na rysunku 3.

4. ROWNANIA ROZNICZKOWE DLA AMPLITUD FAL

Zaleznosci (12) i (13) umozliwiaja wyprowadzenie réwnan rézniczkowych dla
amplitud fali padajacej T i powrotnej R, wytworzonych w niejednorodnym materiale.

Uwzgledniajac aproksymacje (5) i (6) dla 7, 1 ¢, oraz analogiczne aproksymacje dla
—ik,dx

ry 1 t3, , a takze liniowe czgsci rozwinigeia w szereg wielkosci 7,,., R .., € postaci
Tx+dx=Tx+d_T dx H Rx+dr=R‘c+d_R dx’
dx |, } Todx|,
e =l —ik, =1—ik_, (14)
z zaleznosci (12) i (13) otrzymujemy uktad réwnan
d—T+ikT:1£(T—R) , (15)
dx 2 dx
dR 1dl
——ikR=——(®R-T 16
dx 2 dx( ) (16)

gdzie pominigto indeks przy amplitudach 7'i R oraz liczbie falowej .

Rownania (15) 1 (16) tworza sprzezony uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych
dla amplitud fali padajacej 7' i powrotnej R. Uktad ten jest niezmienniczy ze wzglgdu na
podstawienie: R <> T i x <> —x. Oznacza to, ze nie ma znaczenia, ktora z fal bedzie
traktowana jako fala padajaca, a ktora jako fala powrotna.
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Pole akustyczne w kazdym punkcie osrodka jest w pelni reprezentowane przez sumg
amplitud S =7 + R fali padajacej i powrotnej, a rownanie okreslajace jej wartos¢ moze
by¢ bezposrednio wyprowadzone z uktadu réwnan (15) 1 (16). Przyjmuje ono postac:

Ld(1ds) 1 drds )
k dx\ k dx k* dx dx

Woéwczas roznica O =T — R tych amplitud dana bedzie zaleznos$cia:

_ids
Q—k T (18)

Roéwnanie (17) wraz z zalezno$cig (18) jest rownowazne uktadowi réwnan (15) i (16).

Rownanie (17) okreéla amplitud¢ monochromatycznego pola akustycznego w do-
wolnym o$rodku o jednowymiarowej niejednorodnosci akustycznej charakteryzowanej
liczba falowa k(x,®) i impedancja z(x,w) . Postacie zalezno$ci tych parametrow od
wspotrzednej przestrzennej i czestotliwosci fali harmonicznej powinny by¢ okreslone
W oparciu o niezalezne rozwazania lub o badania eksperymentalne.

Wprowadzajac nowa zmienng przestrzenna u, ktorej rozniczka du jest zwiazana
z rozniczka dx zaleznos$ciadu = k(x,w)dx, rownania (15)-(18) mozna przedstawic
w postaci jawnie niezaleznej od liczby falowej k(x, @) . Otrzymujemy:

dar 1dl
Dot =2 (T-R 19
a T TR (19
dR 1 dl
——iR=——-(R-T 20
du ! Zdu( ) (20)
oraz

2
df—ﬂd—S+S=O, (21a)
du du du

Q=i%. (21b)

przy czym wystepujace w réwnaniach (19)-(21) wielkosci 7, R, S, O, [ sa funkcjami
zmiennej u.

Z réwnan tych wynika, Ze jedynie niejednorodnos$¢ impedancji materiatu powodu-
je powstanie sprze¢zonej fali powrotnej, bowiem tylko w tym przypadku uktad rownan
(19) 1 (20) jest sprzgzony. Niejednorodnos¢ liczby falowej powoduje natomiast wyltacz-
nie lokalng zmiang predkosci fali.

W szczegélnym przypadku, gdy impedancja materiatu jest funkcja wspolrzedne;j
przestrzennej w postaci:

z(x, @) = z, exp(-a, (W) u) (22)

ze wzgledu na zalezno§¢ I =In(z/z,) , rownanie (21); redukuje si¢ do postaci liniowej:

d*s ds
+a (w)—+ S=0 23
i o )du (23)
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gdzie o, (w) jest zespolonym parametrem charakteryzujacym niejednorodno$¢ impe-
dancji o$rodka. Dla ¢ (@) =0 réwnanie (23) przyjmuje posta¢ rownania Helmholza dla
funkcji harmonicznych.

Przypadki szczegdlne rozwiazan uktadu rownan (19) i (20) dla oddziatywania fali
harmonicznej z warstwa i uktadem warstw makroskopowo niejednorodnego materiatu
przedstawiono w pracy [2]. Zawiera ona takze analiz¢ wplywu parametréw charaktery-
zujacych niejednorodno$¢ materiatu na amplitudowe i energetyczne wspotczynniki
odbicia i przenikania fali.

5. UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono propozycj¢ nowej metody opisu i analizy jednowymiaro-
wych zagadnien propagacji i oddziatywania monochromatycznych fal ultradzwigko-
wych w materiatach o ciaglym rozktadzie niejednorodnosci wiasnosci akustycznych
charakteryzowanych liczba falowa i impedancja osrodka. Wielkosci te, dla niejedno-
rodnych materiatlow dyspersyjnych, sa zespolonymi funkcjami wspotrzednej prze-
strzennej i czgstosci fali. Pokazano, ze w wyniku oddzialywania fali z niejednorodno-
Scia osrodka generuje ona falg powrotng propagujaca si¢ w przeciwnym kierunku.
Otrzymano uktad dwodch sprz¢zonych rownan rozniczkowych czastkowych pierwszego
stopnia dla chwilowych amplitud obu fal. Wykazano, ze jedynie niejednorodno$¢ impe-
dancji materiatu powoduje powstanie sprzg¢zonej fali powrotnej, natomiast niejednorod-
nos¢ liczby falowej wptywa jedynie na lokalng zmiang predkosci fali.

Wystepujace w wyprowadzonych réwnaniach funkcyjne charakterystyki aku-
styczne materialu: liczba falowa oraz impedancja os$rodka, wymagaja okreslenia ich
jawnej zalezno$ci od wspotrzednej przestrzennej i czgstotliwosci, wiasciwej dla rozwa-
zanego materialu. Mozliwe sa w tym zakresie rdzne strategie postgpowania. Nalezy
przy tym wykorzysta¢ informacje o whasnosciach dyspersyjnych rozwazanego materia-
hi, wyznaczajac postac zaleznosci liczby falowej i impedancji osrodka od czgstosci fali,
dla przypadku materiatu jednorodnego. Rozszerzenie ich postaci na materiaty niejedno-
rodne mozna wowczas uzyskac, proponujac posta¢ zaleznosci wystepujacych w takich
wyrazeniach parametréw, badz statych materiatowych, od wspotrzednej przestrzenne;.
Identyfikacja niejednorodnosci tych parametrow dla probki danego materiatu moze by¢
nastgpnie przeprowadzona poprzez rozwigzanie optymalizacyjnego zagadnienia od-
wrotnego w dziedzinie czasu lub czgstotliwosci. Polega to na poszukiwaniu takiej po-
staci zalezno$ci parametréw materiatu od wspotrzednej przestrzennej, dla ktorej réznica
miedzy obliczonym i zmierzonym polem, np. fali odbitej lub wspdtczynnika odbicia,
osigga minimalng wartos$¢. Takie podejscie prezentowane jest np. w pracach [7] oraz [5]
i [9]. Zagadnienia te, a takze rozszerzenie opisu na przypadek dwuwymiarowy, beda
przedmiotem rozwazan w nastgpnych pracach.
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DESCRIPTION OF WAVES INTERACTION
IN MACROSCOPICALLY INHOMOGENEOUS MATERIALS

Summary

In the paper a new method of description is proposed for plane wave interaction

with continuous inhomogeneity of any material characterized by impedance and the
wave number of the ambient. It allowed for the derivation of the set of ordinary differ-
ential equations for the amplitude of forward and backward waves. The influence of
inhomogeneity of both parameters on the effect of waves has been analysed.

Keywords: wave interaction, macro-inhomogeneous materials



