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NOWY MODEL ANALIZY PLYT WLOKNOKOMPOZYTOWYCH
SREDNIEJ GRUBOSCI METODA ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH

Przedmiotem pracy sa drgania ptyt wioknokompozytowych o $redniej gru-
bosci wykonanych z materialow lepkosprezystych. Przyjgto, ze matryca i widkna sa
ze sobg trwale potaczone. Matryca moze by¢ wzmacniana dowolna liczba rodzin
wiokien, a wlokna moga by¢ rozmieszczane niesymetrycznie wzgledem powierzch-
ni $rodkowe;j plyty.

Celem pracy jest opracowanie nowego modelu obliczeniowego ptyty widkno-
kompozytowej $redniej grubosci. Istota tego modelu jest zastosowanie metody ele-
mentéw czasoprzestrzennych. Stosowane podejscie umozliwia dowolne ksztattowa-
nie wlasnosci lepkosprezystych matrycy i wiokien.

Stowa kluczowe: dynamika, metoda elementéw czasoprzestrzennych, ptyta, wiokno-
kompozyt

1. WSTEP

Kompozyty zbrojone widknami, zwane wloknokompozytami, sa od wielu lat
przedmiotem licznych prac do§wiadczalnych i teoretycznych. Rozpatrywane sa rézne
modele teorii kontynualnych (np. [3+5, 11]). W wielu pracach przyjmowany jest model
kompozytu uwzglgdniajacy opis wzajemnego oddziatywania poszczegdlnych faz na
siebie (np. [8+10, 17, 22, 24+27]). Ten ostatni model przyjgto w niniejszej pracy.

Teorie plyt o $redniej grubo$ci powstaly na bazie teorii sprezystosci, w wyniku
przyjecia a priori pewnych zatozen upraszczajacych. Teorie te maja bardzo bogata
literaturg (np. [12, 15, 29]). Plyty wldknokompozytowe omdéwiono w wielu pracach (np.
[5, 6, 16, 23, 24]), ale byly to prawie zawsze plyty cienkie, opisane modelem sprezy-
stym lub elementarnym modelem lepkosprezystym Kelvina-Voigta. Wiadomym jest, ze
konieczno$¢ uwzgledniania odksztalcen postaciowych w ptytach widknokompozyto-
wych nie zalezy tylko od stosunku grubosci tych ptyt do rozpigtosci, ale takze od ilosci,
rozktadu 1 parametréw sztywnosciowych fazy widknistej] w rozwazanym kompozycie
(np. [7]). Dotychczas rozpatrywano gldwnie zagadnienia statyczne lub quasi-statyczne.
Do rozwiazywania uzywano glownie metody elementéw skonczonych i w miarg po-
trzeby — jednej z metod bezposredniego catkowania réwnan ruchu.

W niniejszej pracy rozwaza si¢ bardziej ztozony model lepkosprezysty plyty
wloknokompozytowej o $redniej grubosci. Przyjety w pracy opis fizyczny matrycy
i wiokien mozna uwaza¢ za nowy, dotychczas niepublikowany. Do rozwiazania zagad-
nienia poczatkowo-brzegowego stosuje si¢ metodg elementow czasoprzestrzennych
(MEC2) [1, 13, 14, 18, 19, 21, 28].
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Przedmiotem pracy sa plyty wioknokompozytowe (rys. 1) traktowane jako osro-
dek dwufazowy, ktorego fazg I stanowi jednorodna matryca, a fazg Il zbrojenie w po-
staci wldkien. Przy analizie zagadnienia przyjgto zatozenia:

— rozpatruje si¢ ptyty wtoknokompozytowe o $redniej grubosci,

— material traktuje si¢ jako rownolegte potaczenie dwu faz,

— zbrojenie wystepuje w postaci dtugich wtokien uporzadkowanych w tzw. rodziny,

— wildokna leza na plaszczyznach réwnoleglych do powierzchni srodkowej, ale nie
musza by¢ rozmieszczone symetrycznie wzgledem powierzchni srodkowej,

— materialy matrycy i wiokien sg lepkosprgzyste,

— obie fazy sa ze soba idealnie potaczone, bez mozliwosci wzajemnych przemiesz-
czen,

— pomija sig¢ ubytek objgtosci materiatu matrycy przez fazg widknista, co ogranicza
objetosciowy udziat widkien do kilku procent; od tego zalozenia mozna odstapic
podczas obliczen numerycznych przy wykorzystaniu MECZ.

Rys. 1. Ptyta widknokompozytowa z przyktadowymi podporami, obciazeniem i zbrojeniem
Zgodna z drugim zatozeniem koncepcj¢ rownoleglego potaczenia faz w sposob
0g6lny opisuja zaleznosci dotyczace odksztalcen (€) i naprezen (o) obu faz:
e=el =", o=0' +0" (1)

Taki model pracy kompozytu widknistego po raz pierwszy przyjety zostal przez
Holnickiego-Szulca [8+10], a nastepnie byt rozwijany i wykorzystywany w wielu pra-
cach [17, 22, 24+27]. Stanowi on wrgcz modelowy przyktad kompozytu konstrukcyjne-
go o wilasciwosciach addytywnych [2].

2. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU PLYTY
WELOKNOKOMPOZYTOWEJ

Rownania geometryczne zawierajace zaleznosci pomigdzy przemieszczeniami u;
a odksztalceniami ¢€; (i,j=1,2,3) przedstawiaja sig nastgpujaco:

E U, Ep TUy,, E3=Up;, &, = (”1,2 tu,, )/2 = 712/2

Ep = (uz,s tu,, )/2 = 723/2’ €3 = (”1,3 Ty, )/2 = 7/13/2
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Roéwnania (2) uzupelnia zatozenie: &3 =0. Plyty modeluje si¢ jako ciata dwu-

wymiarowe, w zwiazku z tym dazy si¢ do sprowadzenia catej analizy do powierzchni
srodkowej. Po wprowadzeniu katéw obrotu stycznych do powierzchni $rodkowe;:
@; =u3,; oraz usrednionych katéw odksztalcenia postaciowego f;, i = 1,2, zalezno$ci

geometryczne mozna przedstawi¢ w formie:
* *
£ =y =V Xy, £y =y, —Uh,X;, E33=0 3)

&, =€ _(191,2 +l92,1)x3/2’ &3 2(”3,1 -4 )/2’ &5 2(”3,2 _192)/2
gdzie:
12:(01'"':31':”3,1"" s 5:2:(”i2+”;,1)/2 “4)

. . * . . . . .
Wystgpujace w powyzszych wzorach u; sa przemieszczeniami w kierunku osi x;
punktéw powierzchni $rodkowej, a o), oznaczaja obroty wokot osi prostopadiej do x;
i = 1,2, odcinkéw, ktore przed odksztalceniem byly prostopadte do powierzchni srodkowe;.
Roéwnania réwnowagi dynamicznej zapisane dla ciala trojwymiarowego maja po-
stac:
011+ 0y, T 053+ pfi = pliy =0, 0y +0y, +0y,5+pf, = pii, =0

O3, 10y, +05333+ pfs—piy=0

)

gdzie 0;; oznaczaja naprezenia, of; to sity masowe, a pu; — sity bezwladnosci.

W przypadku analizy ptyt dokonuje si¢ redukcji wystgpujacych w réwnaniu (5)
naprezen wzgledem powierzchni $rodkowej. Odbywa si¢ to poprzez scalkowanie row-
nan (5) wzdluz grubo$ci plyty oraz przez pomnozenie rownan (5); i (5); przez x;
i scatkowanie ich wzdtuz grubosci ptyty. Podczas redukcji pojawiaja si¢ cztony definiu-
jace uogolnione sity przekrojowe w ptycie rownania (6) i obciazenia powierzchniowe
rownania (7):

2 h/2

M; =- Idgx3dx3 , Qz'/' = Iaydx3 (6)
—h/2 —-h/2

m; =—{oy,x; ]]j/hz/z . pi=loy ]ﬁ/hz/z + phf; ™

Po redukcji rownania rownowagi dynamicznej uzyskuja postac:
Oy, +Qoys + py = phiiy =0, Oy + 0y, + p, — phiiy =0
Oiss+ Oy + ps = Phity =0, My, + M,y , + 0y, +my —(ph'S, )/12 =0 8)
Moy, + My, + 0y +my —(ph*d,) /12 =0
Zwiazki konstytutywne zostana osobno okre$lone dla obu faz, a nastgpnie na ich

podstawie sformutowane zostang réwnania dla ptyty wtoknokompozytowej. Jako wyj-
sciowe dla okreslenia zwiazkow konstytutywnych dla matrycy przyjgto rOwnania:
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O =[E/(1—V2)} [e +vey], 0y = [E/(I_VZ)] [522 +"511] o)
O :[E/(IJFV)]‘?H’ O3 :[E/(IJFV)]‘%» 0y = E/(1+V)less

Jak wida¢ pomija si¢ tu cztony &;; 1 035 . Przez E oznaczony zostal modut Youn-

ga, a v to wspdlczynnik Poissona. Nastgpnie, uwzgledniajac rownania geometryczne
(3) 1 (4), nalezy wstawi¢ je do wzorow (6). Otrzymano w ten sposdb zestaw o$miu row-
nan opisujacych sity przekrojowe odniesione do powierzchni §rodkowej w funkcji prze-
mieszczen tej powierzchni:

M{I:[Eh3/(12(l—v2)ﬂ (8, +ve,), M;Z—[ i /(12(1-v )J (8, +va3,)
My =[ER)(24(1+v))] (8, +2,). O = [ (1-v )] (ur, +vusy, )
0l = [Eh/l v ] (s, vy, ), Oh =[Enf2(14v)] (u;, +u3,)
Ol =[Exn/2(1+v)] (uy, =), s =[Ekh/2(14+v)] (u;, )

(10)

Rownania (10) opisuja matrycg wykonana z materiatu sprezystego. Po to, aby na-
pisac¢ te rownania dla osrodka lepkosprgzystego zastosowana zostanie analogia budowy
réwnan konstytutywnych odniesiona do ciata lepkosprezystego bedacego w osiowym
stanie naprezenia. W przypadku, gdy ciato takie jest sprezyste, mamy klasyczne prawo
Hooke’a:

o=CLEe (11)
a dla ciala lepkosprezystego:
gdzie a; 1 b; (i =0,1, ...) sa wspotczynnikami zaleznymi od modelu lepkosprgzystego
ciala i od parametrow materiatowych. Ich zestawienie mozna znalez¢ np. w pracy [20].
Na bazie rownan (10) mozna zatem przez analogi¢ zapisa¢ réwnania fizyczne dla ma-

trycy wykonanej z materiatu lepkosprezystego. Przyktadowo rownanie (10), przeksztat-
ci si¢ w nastegpujaca postac:

aéMl’l+a1’M1’1+...=[b(fh3/(12(1—v2)ﬂ (8, +vih, )+

+[b1’h3/(12(1—v,,2)ﬂ (8, +v, 0, )+

gdzie a;, b; (i = 0,1, ...) i v, opisuja wlasnosci lepkosprezyste ciata (matrycy) i sa

(13)

zalezne od rozpatrywanego modelu lepkosprezystego.
Okreslanie zwiazkdéw konstytutywnych dla fazy II nalezy rozpoczaé od analizy po-

jedynczego widkna. Przyjmujac materiat sprezysty, site S| (rys. 2a) we widknie mozna

wyznaczy¢ z prawa Hooke’a rozpatrujac osiowy stan napr¢zenia. Poniewaz jednak
obowiazuje zatozenie, ze wtokna sa rozmieszczone rownomiernie i gesto, to uwzglednia
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sie liniowe oddziatywanie S” dla wszystkich widkien r-tej rodziny w ich konfiguracji
osiowej (rys. 2b):

s =arerfar] e (14)
W powyzszym wzorze A" jest polem przekroju pojedynczego widkna, E” modulem

Younga, a d” rozstawem wiokien.

b) S22
Xp CIIITTEiriss

r
r_ St

T
S21

Rys. 2. Sity we wtoknach r-tej rodziny

Sity powstajace we widknach nalezy nastgpnie odnies¢ do uktadu globalnego.
Uwzgledniajac ukierunkowanie wiokien poprzez cosinusy kierunkowe s/ oraz wspot-

rzedng xj lokalizujaca potozenie danej rodziny widkien mozna okresli¢ zaleznoscei:
S;p=S"s/s, & =¢psish, €= (u,*j +u, )/2—(191.,]. +19j,l.)x3r/2 (15)

v geivye

ktore, z uwzglednieniem (14), pozwola wyznaczy¢ sity S;; w ukfadzie globalnym:

Sp=[ e )(2a)] [(s,+050)~(8,+ 80 Jsisjsisy . =12 (16)
Roéwnania fizyczne dla widkien powstana dzieki uwzglednieniu wzorow (6), przy
i
wlokien. W efekcie uzyska si¢ rownania:

M) = —Z[A’E"/(Zd’)} [(“Zz +uy, )x3’ —(19,{’1 + ZZ,k)xgz]s,:s[s[s;

Of =X [ 4 E)(2d")] [(w,+uis) = (S +80) 2 |sisisis), inj=12

czym o nalezy zastapi¢ S, a catkowanie — sumowaniem po wszystkich rodzinach

)

Poprzez wykorzystanie, podobnej jak w przypadku matrycy, analogii mozna
uwzgledni¢ lepkosprezyste wilasciwosci wiokien. Przykltadowo réwnanie opisujace
momenty M 11{ przedstawia sig nastgpujaco:
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al M +a" M + ...=—Z[A’b(f]/(2d")] [(u;,+u;k)x3r —(19,{’,+191,k)x3’ ]s;s;sfsf -
© . . ) 18
_Z[A"bl”/(Zdr )] [(uk), +u,’k)x3’ —(ﬂk)l +z9,)k)x3r2]s,:s,rsl’sf +... (18

Uwzgledniajac zwiazki konstytutywne dla matrycy i wldkien oraz réwnania (1)
mozna wyprowadzi¢ zwiazki konstytutywne dla calej ptyty wykonanej z materiatu
wloknokompozytowego. Rownan tych bedzie osiem. Przyktadowo zalezno$¢ zwiazana
z momentem M, przyjmie postac:

v 11 11 11 v _
alal M, +(a0a1 +a, a, M11+a1 M, +.=

)
:[aé’béh3/(12(l—v2))] B, +vid, +[ ))
157 (o o (2] 3 -
_Z[Araébél/(%l’)] |:(uk,+u,k)x 79/(1‘“911( xz} 5.8, 8,8 — (19)
—Z[A’(aéb”+a0b”)/(2d"ﬂ (g, +i, )2 (B, + 01 )
S Aan! [(2ar)] (i +iie ) xe (B + B ) 62 | sisisi s+

Poniewaz model matematyczny zagadnienia skltada si¢ z roéwnan rézniczkowych
czastkowych wzgledem zmiennych przestrzennych, do jednoznacznego rozwiazania
konieczna jest znajomos¢ warunkow brzegowych. W tym przypadku istnieje sprzgzenie
stanu ptytowego z tarczowym, w zwiazku z czym nalezy przyjmowac warunki brzego-
we wiasciwe dla konstrukeji ptytowo-tarczowych. Obecno$¢ w opisie matematycznym
rownan rézniczkowych czastkowych wzgledem czasu powoduje koniecznos¢ okreslenia
warunkoéw poczatkowych. Biorac pod uwage rzad tych rownan, do jednoznacznego
rozwiazania niezbg¢dna jest znajomo$é pol przemieszezen i predkosci tych przemiesz-
czen w poczatkowej chwili analizy.

a'byi? f(12(1-v? } B, v, )+

r _r _r_r
:Isksl S8 —

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Podstawg do wyprowadzenia réwnan MECZ jest sformulowanie zagadnienia
w postaci stabej, catkowej. Zrealizowano to budujac na bazie r6zniczkowych rownan
ruchu plyty, tzw. rownanie czasopracy wirtualnej. Po raz pierwszy (woéwczas pod na-
zwa rownania czteropracy wirtualnej) zostalo ono sformutowane przez Kaczkowskiego
[13+15, 27]. Podstawowa posta¢ rownania czasopracy, dla rozwazanego zagadnienia,
przedstawia si¢ jako nastgpujaca catka po czasoprzestrzeni £2 [21]:
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J‘J.J‘{_ﬁul*,lQll - 5”1*,2Q21 +8u; p, + 8, phi) _6”;,1Q12 _5”;,2Q22 +8u, p, +
a

+01iy phity — Suy 0, — Sty , Oy + Oty py + Oty phiiy, — 58, M, — 58, ,M,, +

. . (20)
+5191Q31 +5Z91m1 +5191 (ph3/l2)191 _5192,1M12 _5192‘2M22 +5192Q32 +

+80,m, + 89, (ph’ 12)d,}d 2+ R=0

Do jego budowy wykorzystano lewe strony rownan rownowagi (8). Wyraz R obejmuje
czlony powstate w trakcie wykonywania operacji catkowania przez czgsci, nie miesz-
czace si¢ w poprzedzajacej go calce. Ostatecznie stosowana jest metoda elementow
czasoprzestrzennych w wersji przemieszczeniowej, w zwiazku z tym konieczne jest
wyrugowanie z rownania (20) sit. W przypadku ciata sprezystego mozna tego dokonaé
poprzez bezposrednie podstawienie zwiazkow konstytutywnych. Poniewaz analizowany
jest model ciata lepkosprezystego, podstawienie rownan konstytutywnych, ktorych
przyktadem jest rownanie (19), musi by¢ poprzedzone pewnymi przeksztatlceniami
roOwnan rownowagi (8).

Nastegpnie do rownania czasopracy wirtualnej nalezy wprowadzi¢, charaktery-
styczne dla tej metody, zwiazki aproksymacyjne majace ogdlna postac:

Selx)= T (i) = X0, (xa0) 1)

@; to tzw. funkcje ksztaltu zalezne od wspotrzednych czasoprzestrzennych. Sa to
funkcje zlokalizowane, sluszne w obrebie pojedynczego czasoprzestrzennego elementu
skonczonego ,.¢”. Z kolei r, to niezalezne wartosci weztowe zwiazane z danym ele-

mentem skonczonym. Nalezy zauwazy¢, ze sa to wezly wyodrebnione na czasoprze-
strzennym obrazie ciala. W zwiazku z tym kazdy z nich okreslony jest czterema wspot-
rzednymi (trzema przestrzennymi i jedna czasowa). Kolejnym krokiem jest wycatko-
wanie tak przygotowanego rownania po calej objetosci czasoprzestrzennego elementu
skonczonego (SKECZ), w wyniku czego uzyskuje si¢ 0gdlna posta¢ macierzy sztywno-
$ci czasoprzestrzennej 1 wektora obciazen elementu.

Ostateczna posta¢ uktadu rownan MECZ to:

Kr-F=0 (22)
gdzie K w powyzszym zapisie jest globalna macierza sztywnoS$ci czasoprzestrzennej, r
wektorem poszukiwanych wartosci weztowych, a F globalnym wektorem obciazenia.
Przy znanych warunkach poczatkowych uktad rownan (22) przeksztalca si¢ w formule
rekurencyjng, ktéra polega na sekwencyjnym obliczaniu warto$ci weztowych
w kolejnych chwilach mieszczacych sig na osi czasu. Proces rekurencyjny zastosowany

W niniejszej pracy mozna zapisa¢ w formie:

-1
n =B (Fo _Al"o)

(23)
r+1=B'[F—Cr —-1-(4,+D,)r] i=123, ...,
gdzie A4;, B;, C; i D; sa odpowiednimi podmacierzami macierzy sztywnosci, F; pod-

macierzami wektora obciazen zwiazanymi z kolejnymi chwilami, a r; poszukiwanymi
warto§ciami weztowymi w poszczegolnych chwilach.
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Poprawnos¢ przyjetego modelu oraz opracowanego na jego podstawie algorytmu
numerycznego sprawdzono rozwiazujac szereg zadan testowych. Wybrane wyniki jed-
nego z nich przedstawiono ponizej. Przedmiotem obliczen byta prostokatna ptyta wiokno-
kompozytowa zbrojona niesymetrycznie dwiema rodzinami wtokien. Materiaty obu faz
opisane byly modelem Zenera. Dane do zadania przedstawiono na rysunku 3.

E|
n

E'=40GPa  E"=150 GPa
Ei=40 GPa  E;=150 GPa
n'=2.5 GPa*s 1'=5.0 GPa*s
v=0.3 v=0.3

_h‘=0‘50 m
A'=0,20 cm?
ps[kPa] d'=5.0 cm

ifs]
0.16 (chwile)

Rys. 3. Dane do zadania testowego

Na rysunku 4 pokazano wybrane wyniki przemieszczen i predkosci przemieszczen
weztow A, B 1 B’. Wyniki te sa zgodne z oczekiwaniami. W fazie obciazenia, prze-
mieszczenia zanikajac oscyluja wokol pewnej krzywej wykladniczej zmierzajacej
asymptotycznie do warto$ci rownej ugigciu statycznemu z uwzglednieniem pelzania.

czas [s]

0 0,04 0,08 0,12 0,16 02 0,24 028
£~ 00002
e E o . . PN =N
2< 0,0002 NS
2 3 ¢ )
£ X 0,0004 A\ 7/
o 3 |
g3 0,0006 \/ \/\/\/\/‘
o 0,0008
g E 0,00000012
S @ 0,00000006
N —
gm 0
€3 0,04 0,08 0,12 0,16 \/0/2 0,24 028
& £ -0,00000006
£%

2 -0,00000012

€ @ 0000006
S E
E =" 000003 MW\/M“\
5 S AN
59 0 v v Mw e |
c E 0, 0, 0,12 0, OMM 0,28
£ S -0,000003
@3
& 8  -0,000006

Rys. 4. Wybrane wyniki przemieszczen i predkosci przemieszczen punktow plyty

Po zdjeciu obciazenia wzbudzone sa nowe drgania, a przemieszczenia w zwiazku
z thumieniem zblizaja sa coraz bardziej do wartosci zerowych. Ujawniaja si¢ tu (szcze-
g6lnie na wykresie predkosci) pewne zaburzenia, ktorych jedna z przyczyn jest sprzgze-
nie stanu ptytowego z tarczowym (czyli powstanie drgan podtuznych).
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4. PODSUMOWANIE

1. Opracowany nowy model ptyt widknokompozytowych pozwala na wielokryterialna
analiz¢ dynamiczna ptyt o Sredniej grubosci (uwzgledniajaca np. drgania skretne),
ksztattowanie zbrojenia w postaci dowolnej liczby rodzin wtokien diugich, przy
czym jedynym ograniczeniem jest rownoleglos¢ tych widkien do powierzchni $rod-
kowej, stosowanie dla obu faz materialow o wtasciwosciach lepkosprezystych.

2. Konsekwencja dopuszczenia zbrojenia niesymetrycznego wzglgdem powierzchni
srodkowej jest sprzezenie stanu tarczowego z ptytowym, co umozliwia uwzglednia-
nie obciazen lezacych w plaszczyznie ptyty oraz drgan podtuznych.

3. Do numerycznego rozwiazania zagadnienia zastosowano metod¢ elementdw czaso-
przestrzennych. Skuteczno$¢ metody oraz poprawno$¢ opracowanego algorytmu po-
twierdzono obliczajac przyktadowe zadanie.
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NEW MODEL OF ANALYSIS OF FIBRE COMPOSITE SEMI-THICK
PLATES WITH SPACE-TIME FINITE ELEMENT METHOD

Summary

The scope of the study are semi-thick plates made of viscoelastic material. It is
assumed that the matrix and fibres are permanently interconnected. The matrix may be
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strengthened with finite number of fibre series, which may be arranged not symmetri-
cally across the thickness of the plate.

The objective of the study is development of analytical model for dynamic analy-
sis of fibre composite semi-thick plates. The significance of this model is utilization of
space-time finite element method in analysis. This approach allows for solving variabil-
ity of problems considering various viscoelastic characteristics of matrix and fibres.

Key words: dynamics, space-time finite element method, plate, fibre composite



