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NOWY MODEL ANALIZY PŁYT WŁÓKNOKOMPOZYTOWYCH 
ŚREDNIEJ GRUBOŚCI METODĄ ELEMENTÓW  

CZASOPRZESTRZENNYCH 

Przedmiotem pracy są drgania płyt włóknokompozytowych o średniej gru- 
bości wykonanych z materiałów lepkosprężystych. Przyjęto, że matryca i włókna są 
ze sobą trwale połączone. Matryca może być wzmacniana dowolną liczbą rodzin 
włókien, a włókna mogą być rozmieszczane niesymetrycznie względem powierzch-
ni środkowej płyty.  

Celem pracy jest opracowanie nowego modelu obliczeniowego płyty włókno-
kompozytowej średniej grubości. Istotą tego modelu jest zastosowanie metody ele-
mentów czasoprzestrzennych. Stosowane podejście umożliwia dowolne kształtowa-
nie własności lepkosprężystych matrycy i włókien. 

Słowa kluczowe: dynamika, metoda elementów czasoprzestrzennych, płyta, włókno-
kompozyt 

1. WSTĘP 

Kompozyty zbrojone włóknami, zwane włóknokompozytami, są od wielu lat 
przedmiotem licznych prac doświadczalnych i teoretycznych. Rozpatrywane są różne 
modele teorii kontynualnych (np. [3÷5, 11]). W wielu pracach przyjmowany jest model 
kompozytu uwzględniający opis wzajemnego oddziaływania poszczególnych faz na 
siebie (np. [8÷10, 17, 22, 24÷27]). Ten ostatni model przyjęto w niniejszej pracy. 

Teorie płyt o średniej grubości powstały na bazie teorii sprężystości, w wyniku 
przyjęcia a priori pewnych założeń upraszczających. Teorie te mają bardzo bogatą 
literaturę (np. [12, 15, 29]). Płyty włóknokompozytowe omówiono w wielu pracach (np. 
[5, 6, 16, 23, 24]), ale były to prawie zawsze płyty cienkie, opisane modelem spręży-
stym lub elementarnym modelem lepkosprężystym Kelvina-Voigta. Wiadomym jest, że 
konieczność uwzględniania odkształceń postaciowych w płytach włóknokompozyto-
wych nie zależy tylko od stosunku grubości tych płyt do rozpiętości, ale także od ilości, 
rozkładu i parametrów sztywnościowych fazy włóknistej w rozważanym kompozycie 
(np. [7]). Dotychczas rozpatrywano głównie zagadnienia statyczne lub quasi-statyczne. 
Do rozwiązywania używano głównie metody elementów skończonych i w miarę po-
trzeby – jednej z metod bezpośredniego całkowania równań ruchu. 

W niniejszej pracy rozważa się bardziej złożony model lepkosprężysty płyty 
włóknokompozytowej o średniej grubości. Przyjęty w pracy opis fizyczny matrycy  
i włókien można uważać za nowy, dotychczas niepublikowany. Do rozwiązania zagad-
nienia początkowo-brzegowego stosuje się metodę elementów czasoprzestrzennych 
(MECZ) [1, 13, 14, 18, 19, 21, 28]. 
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Przedmiotem pracy są płyty włóknokompozytowe (rys. 1) traktowane jako ośro-
dek dwufazowy, którego fazę I stanowi jednorodna matryca, a fazę II zbrojenie w po-
staci włókien. Przy analizie zagadnienia przyjęto założenia: 
– rozpatruje się płyty włóknokompozytowe o średniej grubości, 
– materiał traktuje się jako równoległe połączenie dwu faz, 
– zbrojenie występuje w postaci długich włókien uporządkowanych w tzw. rodziny, 
– włókna leżą na płaszczyznach równoległych do powierzchni środkowej, ale nie 

muszą być rozmieszczone symetrycznie względem powierzchni środkowej, 
– materiały matrycy i włókien są lepkosprężyste, 
– obie fazy są ze sobą idealnie połączone, bez możliwości wzajemnych przemiesz-

czeń, 
– pomija się ubytek objętości materiału matrycy przez fazę włóknistą, co ogranicza 

objętościowy udział włókien do kilku procent; od tego założenia można odstąpić 
podczas obliczeń numerycznych przy wykorzystaniu MECZ. 

 

 
 

Rys. 1. Płyta włóknokompozytowa z przykładowymi podporami, obciążeniem i zbrojeniem 
 
 Zgodną z drugim założeniem koncepcję równoległego połączenia faz w sposób 
ogólny opisują zależności dotyczące odkształceń (ε) i naprężeń (σ) obu faz: 

 III εεε == , III σσσ +=  (1) 

 Taki model pracy kompozytu włóknistego po raz pierwszy przyjęty został przez 
Holnickiego-Szulca [8÷10], a następnie był rozwijany i wykorzystywany w wielu pra-
cach [17, 22, 24÷27]. Stanowi on wręcz modelowy przykład kompozytu konstrukcyjne-
go o właściwościach addytywnych [2]. 

2.  RÓŻNICZKOWE RÓWNANIA RUCHU PŁYTY  
WŁÓKNOKOMPOZYTOWEJ 

Równania geometryczne zawierające zależności pomiędzy przemieszczeniami iu  
a odkształceniami ijε  ( , 1, 2,3i j = ) przedstawiają się następująco: 

 11 1,1,uε =   22 2,2 ,uε =   33 3,3 ,uε =   ( )12 1,2 2,1 122 2u uε γ= + =  

 ( )23 2,3 3,2 232 2,u uε γ= + =   ( )13 1,3 3,1 132 2u uε γ= + =  (2) 



 47

Równania (2) uzupełnia założenie: 033 =ε . Płyty modeluje się jako ciała dwu-
wymiarowe, w związku z tym dąży się do sprowadzenia całej analizy do powierzchni 
środkowej. Po wprowadzeniu kątów obrotu stycznych do powierzchni środkowej: 

i,i u3=ϕ  oraz uśrednionych kątów odkształcenia postaciowego iβ , i = 1,2, zależności 
geometryczne można przedstawić w formie: 

 11 1,1 1,1 3 ,*u xε ϑ= −  22 2,2 2,2 3 ,*u xε ϑ= −  033 =ε  

 ( )12 12 1,2 2,1 3 2,* xε ε ϑ ϑ= − +  ( ) ,u , 211313 ϑε −=  ( )23 3,2 2 2uε ϑ= −  
gdzie: 
 3,i i i i iuϑ ϕ β β= + = + ,  ( )12 1,2 2,1 2* * *u uε = +  (4) 

Występujące w powyższych wzorach *
iu  są przemieszczeniami w kierunku osi ix  

punktów powierzchni środkowej, a iϑ  oznaczają obroty wokół osi prostopadłej do xi,  
i = 1,2, odcinków, które przed odkształceniem były prostopadłe do powierzchni środkowej.  

Równania równowagi dynamicznej zapisane dla ciała trójwymiarowego mają po-
stać: 
 11,1 21,2 31,3 1 1 0,f uσ σ σ ρ ρ+ + + − =   12,1 22,2 32,3 2 2 0f uσ σ σ ρ ρ+ + + − =  
 13,1 23,2 33,3 3 3 0f uσ σ σ ρ ρ+ + + − =  

gdzie ijσ  oznaczają naprężenia, ifρ  to siły masowe, a iuρ  – siły bezwładności. 
 W przypadku analizy płyt dokonuje się redukcji występujących w równaniu (5) 

naprężeń względem powierzchni środkowej. Odbywa się to poprzez scałkowanie rów-
nań (5) wzdłuż grubości płyty oraz przez pomnożenie równań (5)1 i (5)2 przez 3x   
i scałkowanie ich wzdłuż grubości płyty. Podczas redukcji pojawiają się człony definiu-
jące uogólnione siły przekrojowe w płycie równania (6) i obciążenia powierzchniowe 
równania (7): 

 ∫
−

−=
2

2

33

h

h

ijij dxxM σ ,   ∫
−

=
2

2

3

h

h

ijij dxQ σ  (6) 

 [ ] 2
233

h
hii xm −−= σ  ,   [ ] i

h
hii hfp ρσ += −
2

23  (7) 

Po redukcji równania równowagi dynamicznej uzyskują postać: 

 11,1 21,2 1 1 0,*Q Q p huρ+ + − =   12,1 22,2 2 2 0*Q Q p huρ+ + − =  
 13,1 23,2 3 3 0Q Q p hu ,ρ+ + − =   ( )3

11,1 21,2 31 1 1 12 0M M Q m hρ ϑ+ + + − =  (8) 

 ( )3
12,1 22,2 32 2 2 12 0M M Q m hρ ϑ+ + + − =  

Związki konstytutywne zostaną osobno określone dla obu faz, a następnie na ich 
podstawie sformułowane zostaną równania dla płyty włóknokompozytowej. Jako wyj-
ściowe dla określenia związków konstytutywnych dla matrycy przyjęto równania: 

(3) 

(5) 
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 ( ) [ ]2
11 11 221 ,Eσ ν ε νε = − +    ( )[ ] [ ]1122

2
22 1 νεενσ +−= E  

 ( )12 121 ,Eσ ν ε= +     ( )13 131 ,Eσ ν ε= +     ( )[ ] 2323 1 ενσ += E  

Jak widać pomija się tu człony 33ε  i 33σ . Przez E oznaczony został moduł Youn-
ga, a ν  to współczynnik Poissona. Następnie, uwzględniając równania geometryczne 
(3) i (4), należy wstawić je do wzorów (6). Otrzymano w ten sposób zestaw ośmiu rów-
nań opisujących siły przekrojowe odniesione do powierzchni środkowej w funkcji prze-
mieszczeń tej powierzchni: 

 ( )( ) ( )3 2
11 1,1 2,212 1 ,IM Eh ν ϑ νϑ = − +    ( )( ) ( )3 2

22 2,2 1,112 1IM Eh ν ϑ νϑ = − +   

 ( )( ) ( )3
12 2,1 1,224 1 ,IM Eh ν ϑ ϑ = + +    ( ) ( )2

11 1,1 2,21I * *Q Eh u uν ν = − +   

 ( ) ( )2
22 2,2 1,11 ,I * *Q Eh u uν ν = − +    ( ) ( )12 1,2 2 12 1I * *

,Q Eh u uν= + +    

 ( ) ( )13 3,1 12 1 ,IQ Ekh uν ϑ= + −     ( ) ( )23 3,2 22 1IQ Ekh uν ϑ= + −    

Równania (10) opisują matrycę wykonaną z materiału sprężystego. Po to, aby na-
pisać te równania dla ośrodka lepkosprężystego zastosowana zostanie analogia budowy 
równań konstytutywnych odniesiona do ciała lepkosprężystego będącego w osiowym 
stanie naprężenia. W przypadku, gdy ciało takie jest sprężyste, mamy klasyczne prawo 
Hooke’a: 

 εσ E=  (11) 

a dla ciała lepkosprężystego: 

 ...bb...aa ++=++ εεσσ 1010  (12) 

gdzie ia  i ib  (i = 0,1, ...) są współczynnikami zależnymi od modelu lepkosprężystego 
ciała i od parametrów materiałowych. Ich zestawienie można znaleźć np. w pracy [20]. 
Na bazie równań (10) można zatem przez analogię zapisać równania fizyczne dla ma-
trycy wykonanej z materiału lepkosprężystego. Przykładowo równanie (10)1 przekształ-
ci się w następującą postać: 

 
( )( ) ( )

( )( ) ( )

3 2
0 11 1 11 0 1 1 2,2

3 2
1 1,1 2,2

12 1

12 1

I I I I I
,

I

a M a M ... b h

b h ...η η

ν ϑ νϑ

ν ϑ ν ϑ

 + + = − + + 

 + − + + 

 (13) 

gdzie ia , ib  (i = 0,1, ...) i ην opisują własności lepkosprężyste ciała (matrycy) i są 
zależne od rozpatrywanego modelu lepkosprężystego. 

Określanie związków konstytutywnych dla fazy II należy rozpocząć od analizy po-
jedynczego włókna. Przyjmując materiał sprężysty, siłę rS1  (rys. 2a) we włóknie można 
wyznaczyć z prawa Hooke’a rozpatrując osiowy stan naprężenia. Ponieważ jednak 
obowiązuje założenie, że włókna są rozmieszczone równomiernie i gęsto, to uwzględnia 

(9) 

(10) 
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się liniowe oddziaływanie rS  dla wszystkich włókien r-tej rodziny w ich konfiguracji 
osiowej (rys. 2b): 

 [ ] rrrrr dEAS ε=  (14) 

W powyższym wzorze rA  jest polem przekroju pojedynczego włókna, rE  modułem 
Younga, a rd  rozstawem włókien. 

 

 
 

Rys. 2. Siły we włóknach r-tej rodziny 
 

Siły powstające we włóknach należy następnie odnieść do układu globalnego. 
Uwzględniając ukierunkowanie włókien poprzez cosinusy kierunkowe r

is  oraz współ-

rzędną rx3  lokalizującą położenie danej rodziny włókien można określić zależności: 

 ,ssSS r
j

r
i

rr
ij =   ,ss r

j
r
i

r
ij

r εε =   ( ) ( ), , , , 32 2r * * r
ij i j j i i j j iu u xε ϑ ϑ= + − +  (15) 

które, z uwzględnieniem (14), pozwolą wyznaczyć siły r
ijS  w układzie globalnym: 

 ( ) ( ) ( ), , , , 32 ,r r r r * * r r r r r
ij k l l k k l l k i j k lS A E d u u x s s s sϑ ϑ   = + − +      i, j = 1,2 (16) 

Równania fizyczne dla włókien powstaną dzięki uwzględnieniu wzorów (6), przy 
czym ijσ  należy zastąpić r

ijS , a całkowanie – sumowaniem po wszystkich rodzinach 
włókien. W efekcie uzyska się równania: 

 ( ) ( ) ( ) 2
, , 3 , , 32II r r r * * r r r r r r

ij k l l k k l l k k l i j
r

M A E d u u x x s s s sϑ ϑ   = − + − +   ∑  

 ( ) ( ) ( ), , , , 32 ,II r r r * * r r r r r
ij k l l k k l l k k l i j

r
Q A E d u u x s s s sϑ ϑ   = + − +   ∑  i, j = 1,2 

 Poprzez wykorzystanie, podobnej jak w przypadku matrycy, analogii można 
uwzględnić lepkosprężyste właściwości włókien. Przykładowo równanie opisujące 
momenty IIM11  przedstawia się następująco: 

(17) 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 11 1 11 0 , , 3 , , 3 1 1

2
1 , , 3 , , 3 1 1

2

2

II II II II r II r * * r r r r r r
k l l k k l l k k l

r

r II r * * r r r r r r
k l l k k l l k k l

r

a M a M ... A b d u u x x s s s s

A b d u u x x s s s s ...

ϑ ϑ

ϑ ϑ

   + + = − + − + −   

   − + − + +   

∑

∑
 

Uwzględniając związki konstytutywne dla matrycy i włókien oraz równania (1) 
można wyprowadzić związki konstytutywne dla całej płyty wykonanej z materiału 
włóknokompozytowego. Równań tych będzie osiem. Przykładowo zależność związana 
z momentem 11M  przyjmie postać: 

 

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

0 0 11 0 1 1 0 11 1 1 11

3 2 3 2
0 0 1 1 2 2 1 0 1 1 2 2

3 2 3 2
0 1 1,1 2,2 1 1 1,1 2,2

0 0

12 1 12 1

12 1 12 1

2

I II I II I II I II

II I II I
, , , ,

II I II I

r I II r

a a M a a a a M a a M ...

a b h a b h

a b h a b h

A a b d u

η η η η

ν ϑ νϑ ν ϑ νϑ

ν ϑ ν ϑ ν ϑ ν ϑ

+ + + + =

   = − + + − + +   

   + − + + − + −   

 −   ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
, , 3 , , 3 1 1

2
0 1 0 1 , , 3 , , 3 1 1

2
1 1 , , 3 , , 3 1 1

2

2

* * r r r r r r
k l l k k l l k k l

r

r I II I II r * * r r r r r r
k l l k k l l k k l

r

r I II r * * r r r r r r
k l l k k l l k k l

r

u x x s s s s

A a b a b d u u x x s s s s

A a b d u u x x s s s s ...

ϑ ϑ

ϑ ϑ

ϑ ϑ

 + − + − 

   − + + − + −   

   − + − + +   

∑

∑

∑

 

Ponieważ model matematyczny zagadnienia składa się z równań różniczkowych 
cząstkowych względem zmiennych przestrzennych, do jednoznacznego rozwiązania 
konieczna jest znajomość warunków brzegowych. W tym przypadku istnieje sprzężenie 
stanu płytowego z tarczowym, w związku z czym należy przyjmować warunki brzego-
we właściwe dla konstrukcji płytowo-tarczowych. Obecność w opisie matematycznym 
równań różniczkowych cząstkowych względem czasu powoduje konieczność określenia 
warunków początkowych. Biorąc pod uwagę rząd tych równań, do jednoznacznego 
rozwiązania niezbędna jest znajomość pól przemieszczeń i prędkości tych przemiesz-
czeń w początkowej chwili analizy. 

3. ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA 

Podstawą do wyprowadzenia równań MECZ jest sformułowanie zagadnienia  
w postaci słabej, całkowej. Zrealizowano to budując na bazie różniczkowych równań 
ruchu płyty, tzw. równanie czasopracy wirtualnej. Po raz pierwszy (wówczas pod na-
zwą równania czteropracy wirtualnej) zostało ono sformułowane przez Kączkowskiego 
[13÷15, 27]. Podstawowa postać równania czasopracy, dla rozważanego zagadnienia, 
przedstawia się jako następująca całka po czasoprzestrzeni Ω [21]: 

(19) 

(18) 
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{

( )

1,1 11 1,2 21 1 1 1 1 2,1 12 2,2 22 2 2

2 2 3,1 13 3 2 23 3 3 3 3 1,1 11 1,2 21

3
1 31 1 1 1 1 2,1 12 2,2 22 2 32

2 2 2

12

* * * * * * * *

* *
,

u Q u Q u p u hu u Q u Q u p

u hu u Q u Q u p u hu M M

Q m h M M Q

m

Ω

δ δ δ δ ρ δ δ δ

δ ρ δ δ δ δ ρ δϑ δϑ

δϑ δϑ δϑ ρ ϑ δϑ δϑ δϑ

δϑ δϑ ρ

− − + + − − + +

+ − − + + − − +

+ + + − − + +

+ +

∫∫∫

( ) }3
212 0h d Rϑ Ω + =

 (20) 

Do jego budowy wykorzystano lewe strony równań równowagi (8). Wyraz R obejmuje 
człony powstałe w trakcie wykonywania operacji całkowania przez części, nie miesz-
czące się w poprzedzającej go całce. Ostatecznie stosowana jest metoda elementów 
czasoprzestrzennych w wersji przemieszczeniowej, w związku z tym konieczne jest 
wyrugowanie z równania (20) sił. W przypadku ciała sprężystego można tego dokonać 
poprzez bezpośrednie podstawienie związków konstytutywnych. Ponieważ analizowany 
jest model ciała lepkosprężystego, podstawienie równań konstytutywnych, których 
przykładem jest równanie (19), musi być poprzedzone pewnymi przekształceniami 
równań równowagi (8). 

Następnie do równania czasopracy wirtualnej należy wprowadzić, charaktery-
styczne dla tej metody, związki aproksymacyjne mające ogólną postać: 

 ( ) ( )
1

, , ,
n

e e e e
i i if ( t ) f t t rα α

α
Φ

=
≅ =∑x x x  (21) 

e
iαΦ  to tzw. funkcje kształtu zależne od współrzędnych czasoprzestrzennych. Są to 

funkcje zlokalizowane, słuszne w obrębie pojedynczego czasoprzestrzennego elementu 
skończonego „e”. Z kolei erα  to niezależne wartości węzłowe związane z danym ele-
mentem skończonym. Należy zauważyć, że są to węzły wyodrębnione na czasoprze-
strzennym obrazie ciała. W związku z tym każdy z nich określony jest czterema współ-
rzędnymi (trzema przestrzennymi i jedną czasową). Kolejnym krokiem jest wycałko-
wanie tak przygotowanego równania po całej objętości czasoprzestrzennego elementu 
skończonego (SKECZ), w wyniku czego uzyskuje się ogólną postać macierzy sztywno-
ści czasoprzestrzennej i wektora obciążeń elementu. 

Ostateczna postać układu równań MECZ to: 
 0=F–Kr  (22) 
gdzie K w powyższym zapisie jest globalną macierzą sztywności czasoprzestrzennej, r 
wektorem poszukiwanych wartości węzłowych, a F globalnym wektorem obciążenia. 
Przy znanych warunkach początkowych układ równań (22) przekształca się w formułę 
rekurencyjną, która polega na sekwencyjnym obliczaniu wartości węzłowych  
w kolejnych chwilach mieszczących się na osi czasu. Proces rekurencyjny zastosowany 
w niniejszej pracy można zapisać w formie: 

 ( )010
1

11 rAFBr ––=  
 ... (23) 
 ( )[ ]iiiiii

–
ii – rDArCFBr +−−=+ 11 1   i = 1,2,3, ..., 

gdzie iA , iB , iC  i iD  są odpowiednimi podmacierzami macierzy sztywności, iF  pod-
macierzami wektora obciążeń związanymi z kolejnymi chwilami, a ri poszukiwanymi 
wartościami węzłowymi w poszczególnych chwilach.  
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Poprawność przyjętego modelu oraz opracowanego na jego podstawie algorytmu 
numerycznego sprawdzono rozwiązując szereg zadań testowych. Wybrane wyniki jed-
nego z nich przedstawiono poniżej. Przedmiotem obliczeń była prostokątna płyta włókno-
kompozytowa zbrojona niesymetrycznie dwiema rodzinami włókien. Materiały obu faz 
opisane były modelem Zenera. Dane do zadania przedstawiono na rysunku 3. 

 

   
Rys. 3. Dane do zadania testowego 

 
Na rysunku 4 pokazano wybrane wyniki przemieszczeń i prędkości przemieszczeń 

węzłów A, B i B’. Wyniki te są zgodne z oczekiwaniami. W fazie obciążenia, prze-
mieszczenia zanikając oscylują wokół pewnej krzywej wykładniczej zmierzającej 
asymptotycznie do wartości równej ugięciu statycznemu z uwzględnieniem pełzania. 
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Rys. 4. Wybrane wyniki przemieszczeń i prędkości przemieszczeń punktów płyty 

 
Po zdjęciu obciążenia wzbudzone są nowe drgania, a przemieszczenia w związku  

z tłumieniem zbliżają są coraz bardziej do wartości zerowych. Ujawniają się tu (szcze-
gólnie na wykresie prędkości) pewne zaburzenia, których jedną z przyczyn jest sprzęże-
nie stanu płytowego z tarczowym (czyli powstanie drgań podłużnych). 
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4. PODSUMOWANIE 

1. Opracowany nowy model płyt włóknokompozytowych pozwala na wielokryterialną 
analizę dynamiczną płyt o średniej grubości (uwzględniającą np. drgania skrętne), 
kształtowanie zbrojenia w postaci dowolnej liczby rodzin włókien długich, przy 
czym jedynym ograniczeniem jest równoległość tych włókien do powierzchni środ-
kowej, stosowanie dla obu faz materiałów o właściwościach lepkosprężystych. 

2. Konsekwencją dopuszczenia zbrojenia niesymetrycznego względem powierzchni 
środkowej jest sprzężenie stanu tarczowego z płytowym, co umożliwia uwzględnia-
nie obciążeń leżących w płaszczyźnie płyty oraz drgań podłużnych. 

3. Do numerycznego rozwiązania zagadnienia zastosowano metodę elementów czaso-
przestrzennych. Skuteczność metody oraz poprawność opracowanego algorytmu po-
twierdzono obliczając przykładowe zadanie. 
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NEW MODEL OF ANALYSIS OF FIBRE COMPOSITE SEMI-THICK 
PLATES WITH SPACE-TIME FINITE ELEMENT METHOD 

Summary 

The scope of the study are semi-thick plates made of viscoelastic material. It is  
assumed that the matrix and fibres are permanently interconnected. The matrix may be 
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strengthened with finite number of fibre series, which may be arranged not symmetri-
cally across the thickness of the plate. 

The objective of the study is development of analytical model for dynamic analy-
sis of fibre composite semi-thick plates. The significance of this model is utilization of 
space-time finite element method in analysis. This approach allows for solving variabil-
ity of problems considering various viscoelastic characteristics of matrix and fibres. 

Key words: dynamics, space-time finite element method, plate, fibre composite 
 


