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STATECZNOSC BELKI FLUGGEGO OBCIAZONEJ
SIELA OSIOWA I POSADOWIONEJ NA DWUKIERUNKOWYM
PODLOZU WINKLERA

W pracy przedstawiono rozwiazanie zagadnienia statecznosci belki Flugge-
go obciazonej sila osiowa i1 posadowionej na dwukierunkowym podtozu sprezy-
stym typu Winklera. Zjawisko statecznosci jest opisane jednorodnym ukladem
dwoch zwyczajnych rdwnan rézniczkowych wyrazonych w przemieszczeniach,
tj. poprzecznym i katowym. Rozwiazaniem tego ukladu rownan sa wlasnie owe
przemieszczenia z dwiema stalymi catkowania. Przyjmujac warunki brzegowe dla
belki swobodnie podpartej w jej koncach na przemieszczenia, sformutowano
w ten sposob problem brzegowy. Efektem rozwiazania problemu brzegowego sa
warto$ci wlasne i funkcje wlasne. Nastgpnie przeksztalcono wartosci wlasne na
sity wilasne i dlugosci wlasne belki. Na koniec, stosujac funkcj¢ Greena, rozwia-
zano subproblem niejednorodny, tj. wyznaczono dopuszczalng sit¢ osiowa z uwa-
gi na dopuszczalne ugigcie belki. Pracg zakoniczono wynikami liczbowymi.

Stowa kluczowe: stateczno$¢, belka Fluggego, sita osiowa

1. WSTEP

Niektore, a niekiedy wszystkie, elementy konstrukcyjne wystgpujace w réznego
rodzaju budowlach, meblach, urzadzeniach i wyrobach sa wykonane z drewna litego lub
materiatéw drewnopodobnych [1, 10]. W zalezno$ci od cech geometrycznych tych
elementéw modeluje si¢ je jako ustroje powierzchniowe, tj. dwuwymiarowe, np. ptyty,
tarcze, blaty, membrany, powloki oraz jako ustroje prgtowe, tj. zwykte prety, listwy,
filary, stupy, maszty, krokwie itp. Wszelkie ustroje konstrukcyjne, na skutek obciazen,
podlegaja przede wszystkim prostym lub ztozonym przypadkom wytrzymatosciowym.
Poza tym okazuje si¢, iz najbardziej niepozadanym zjawiskiem jest tzw. niestateczne
zachowanie si¢ tych elementdw konstrukcyjnych, tj. utrata statecznosci ptaskiej pod
wplywem sit $ciskajacych tarczowych — w przypadku ustrojow powierzchniowych
1 utrata statecznos$ci prostoliniowej pod wplywem sit $ciskajacych osiowych w prgtach.

Nalezy podkresli¢, ze deformacja ustrojow konstrukcyjnych, nie tylko ze wzglg-
doéw bezpieczenstwa, ale takze uzytkowych i estetycznych musi by¢ ograniczona. Przy-
ktady analizy statecznos$ci niektorych ustrojow sa przedstawione w nastgpujacych pra-
cach [2,4,6,7,9].

Celem tej pracy jest zbadanie stateczno$ci belki Fluggego [3, 8] $ciskanej sitg
osiowg 1 posadowionej na dwukierunkowym podtozu sprezystym typu Winklera.
Oprocz uwzglednienia wptywu sit poprzecznych na stateczno$¢ belki, mozna takze
doda¢ sktadowa sity osiowej odniesionej do przekroju obroconego, tj. site tnaca drugie-
go rodzaju [5].
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

2.1. Model fizyczny

Podstawg do przeprowadzenia badan w tej pracy jest belka §ciskana sita osiowa
i posadowiona na pasmie spr¢zystym jak pokazano na rysunku 1. Belka wykonana jest
z drewna o przekroju prostokatnym. Z uwagi na jej specyfike zagadnienia belka ta opi-
sana jest modelem Fluggego. Pasmo sprezyste jest wykonane z lekkiego tworzywa
sprezystego o duzej podatnosci, np. gumy, polistyrenu, itp. Pasmo to zamodelowano
jako dwukierunkowe podtoze typu Winklera, ktore generuje odpor normalny i styczny
(katowy) na belke.

odloze
foundatlon
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Rys. 1. Uktad mechaniczny: belka-podtoze

Do opisu modelu fizycznego i matematycznego przyjgto nastgpujace oznaczenia:
— dhugos¢ belki,
— szerokos¢ belki,
— wysokosc¢ belki,
— pole przekroju poprzecznego belki,
— moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki,
— modul Younga materiatu belki,
modut Kirchhoffa materiatu belki,
— wspotczynnik poprawkowy $cinania,
— wspotczynnik odporu normalnego podtoza,
— wspotczynnik odporu stycznego (katowego) podtoza,
— osiowa sita $ciskajaca belke,
— o$ uktadu wspoétrzednych prostokatnych,
— ugiecie belki; w=w(x),

R T 2 vAF>¥yQO~A o
|

— kat obrotu przekroju poprzecznego belki; ¥ =w(x).
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2.2. Model matematyczny

Zjawisko stateczno$ci i drgan poprzeczno-rotacyjnych belki Fluggego Sciskanej
sila osiowa jest opisane nast¢pujacym niejednorodnym uktadem czastkowych rownan
rézniczkowych:

2 * * 2 *
_kaA(aw _al//)+kw*+ﬂaw g
ox? ox or? )
azw* ' aW* * aW* * *
Y kA - P k=
o’ G V)P v

gdzie: w =w'(x,1) jest przemieszczeniem poprzecznym belki; l//* = y/*(x, t) ozna-
cza $redni kat obrotu przekroju poprzecznego belki wzgledem osi obojgtnej tego prze-
kroju; g =q (x,t) i m" =m’"(x,1) sa obciazeniami roztozonymi belki, tj. odpowied-
nio sitg i momentem.

W przypadku zagadnienia statycznego, uktad réwnan (1) redukuje si¢ do nastgpu-
jacej postaci:

d*w d
~KES - Eyrhv=g
dx dx @)
2
_Rd_Z/_K(d_W_l//)_Pd_W+K‘(//:m
X dx

gdzie: K =k GA oznacza $rednia sztywno$é belki na $cinanie; R = EI jest sztywno-
$cia zginania belki.

Przyjmujac ¢ =0 i m =0 réwnania (2) staja si¢ nastgpujacym jednorodnym ukta-
dem zwyczajnych rownan rozniczkowych:

d*w dy

K o ™0
) 3)
dy

dw dw
R——+K(—-w)+ P—— =0
dx? (dx V) dx .

Uktad réwnan (3) stanowi podstawg pierwszego problemu brzegowego.

3. ROZWIAZANIE JEDNORODNEGO UKLADU ROWNAN
ROZNICZKOWYCH

Rozwiazania szczegolne uktadu roéwnan rozniczkowych (3) maja nastgpujace for-
my wyktadnicze:

w= Cexp(rx), W = O exp(rx) 4

gdzie: C i © sa stalymi catkowania; 7 jest parametrem na wartosci wlasne.
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Podstawiajac zaleznosci (4) do uktadu rownan (3) otrzymano nastgpujacy jedno-
rodny uktad réwnan algebraicznych:

2
r-a -r C 0 5)
yr GRS

w ktorym wprowadzono nastgpujace skroty:

a—k ﬂ_K+/r _K+P
K’ R’ r R

(6)

Warunkiem nietrywialnego rozwiazania uktadu réwnan (5) jest zerowanie si¢ wy-
znacznika macierzy wspotczynnikow tego uktadu roéwnan, mianowicie:

(r2 -a) -r
yr Gy’

Po rozwinigciu wyznacznika wystepujacego w rownaniu (7) otrzymano nast¢pujace
bikwadratowe rownanie algebraiczne:

=0 (7

r*—br’+c=0 (8)
w ktoérym oznaczono:
b=a+pB-y, c=ap 9)
Pierwiastki rownania (8) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej ogélnej formie:

r=(=0"iAd; j=Q2s-1),2s; s=12 (10)

gdzie: A, jest pewnym parametrem, natomiast i =+/—1.

Pierwiastki r; wyrazone wzorem (10) musza spelnia¢ rownanie (8), tj.:

A +bl+ce=0 (11)

nalezy wyjasni¢, ze wartosci parametru A, beda wyznaczone w dalszej czgsci pracy.

Ogdlne rozwiazanie uktadu rownan rézniczkowych (3) jest kombinacja liniowa
fundamentalnego ukladu rozwiazan szczegoélnych (4) dla r =r; wyrazonych wzorem

(10), mianowicie:

*

2 A
w=Y C: exp(id,x) + Cs exp(=id x)
5= . (12)
2 A
w=3 ©exp(idx)+O;exp(-ix)

§=

* *

gdzie: C:, Cs, o

s> Os sastatymi catkowania.
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Przeksztalcajac funkcje wyktadnicze na funkcje trygonometryczne, zgodnie z wzo-
rami Eulera, rozwiazanie (11) przyjmuje nastgpujaca postac:

w= IZZ (CsinAx+C; cosA x)
- (13)
Y= Z (©,c0s4 x + O, sink x)

s=1

gdzie: C,, Cs, O,, Oy sateraz nowymi statymi catkowania.

Whnioskujac, na podstawie uktadu rownan (5), istnienie liniowej zaleznosci pomig-
dzy statymi C i O, tj. ©=aC, gdzie a jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci,

mozna takze przyjaé istnienie nastgpujacych zaleznoséci: O, = a,C, i és =ay C s -
Majac na uwadze powyzsze wywody, rozwiazanie (13) przyjmuje ostatecznie
nastepujaca forme:

2 A
w=> (C,sin Ax + Cs cos A,x)

S:l i (14)
w=> a,(C cosAx—CssinAx)

s=1

gdzie:
s = Zﬂb ’ 215 =4 (15)
A+p

Wzory (15) wyprowadzono bezposrednio z drugiego rownania (5) przy wykorzy-
staniu rownan (12) i wzoréw Eulera.

4. ROZWIAZANIE PIERWSZEGO PROBLEMU BRZEGOWEGO

Podstawa rozwiazania pierwszego problemu brzegowego jest spelnienie przez
funkcje (14) warunkow brzegowych dla belki Fluggego. W tym przypadku, tj. dla belki
przedstawionej na rysunku 1 obowiazuja nastepujace warunki brzegowe:

W|x:0 =05 Wlx:l =0

16
d_y/|x:0=0’ d_y/|x:1=0 ( )
dx dx

Nalozenie warunkoéw brzegowych (16) na funkcje (14) prowadzi do jednorodnego
uktadu rownan algebraicznych:
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G
0 0 1 1 c
0 0 _alﬂl _azlz A2 —O (17)
sin 4,/ sin A,/ cos A,/ cos A,/ C |

—a A sin )l —ay,A,sin Ayl —a A cos A4l —a,A, cos Ayl Cf

Z pierwszych dwoch rownan (16) wynika, ze C 1=C, =0. Stad uktad rownan
(17) redukuje si¢ do dwoch rownan:

sin 4,/ sin A,/ C,
. . =0 (18)

Rozwiazanie nietrywialne uktadu réwnan (18) istnieje pod warunkiem, ze wy-
znacznik macierzy wspotczynnikow tego uktadu rownan jest rowny zeru. Rozwijajac
ten wyznacznik i porownujac do zera otrzymano nastgpujace przestgpne rownanie war-
tosci wiasnych:

(a4 —aAy)sin A lsind, [ =0 (19)
Roéwnanie (19) jest spetnione przez kazde z dwoch ponizszych rownan:
sin 4,7 =0, sin A,/ =0 (20)
Z réwnan (20) wynika, ze 4, =4, =1, a stad rownanie (19) redukuje sig osta-
tecznie do nastgpujacej postaci:
sinA/=0 (1)

Niezerowym rozwiazaniem rownan (21) jest ciag wartosci wlasnych {41,}, gdzie
n-ty element tego ciagu jest okreslony wzorem:

A,="00 n=12,., (22)

Jest oczywiste, ze ciag wartosci wlasnych {4,} musi generowac ciag sit wlasnych
{P,} . Stad na podstawie rownania (11), nalezy wnioskowac¢, ze kazdej warto$ci wlasnej
{4,} jest przyporzadkowane nastgpujace rOwnanie wiasne:
A +b A +c=0, n=12,., o (23)
Opierajac si¢ na zaleznosciach (8) i (9) wyrazono wspodtczynniki rownania (23)
nastgpujacymi wzorami:
_k+K+K' K+ P, k(K +K)

b, - , =X (24)
K R R KR
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Po podstawieniu zaleznosci (24) do réownania (23) i dokonaniu przeksztatcen
otrzymano nastepujacy wzor:

2.2
kR
_nr R+k(K+K')12+_

P,
I n*rn’K

n

+K (25)

Funkcja (25) przedstawia rodzing krzywych opisujacych zaleznosci sit wlasnych
od dhugosci / i parametru n .

Po to, aby znalez¢ sil¢ krytyczna nalezy zbadaé przebieg zmiennosci funkcji (25)
dla kazdego n. Okazuje sig, ze kazda z tych krzywych posiada stale minimum, ktore

okreslono wzorem,;
P,=2JkR(1+xK ) +kRK '+« (26)

Wspotrzedne /,, wskazujace miejsca wystgpowania minimum funkcji (25) sa

L =n7r4/i 27
k(K+x)

Drugim waznym elementem w badaniu tych krzywych sa punkty przecigcia kazdej
pary sasiednich funkcji, tj. P, i P,,;. Graniczne warto$ci tych par funkcji

n n

opisane nastgpujacym wzorem:

w ich punktach przecigcia sa okreslone nastgpujacym wzorem:
Pgnz(i+l+1) kRI+xK ) +kRK ™ +x (28)
n+l n

Wspdtrzedne [, okreslajace punkty przecigeia dwoch sasiednich krzywych sa

KR
lgnzﬂl’l(}’l-l-l T 4m (29)

Nalezy zauwazyc¢, ze istnieje granica ciagu (28), mianowicie:

=Py, (30)

WyraZOne wzorem:

lim Pgn| n—seo

Relacja (30) wskazuje, ze krzywa poprowadzona przez wierzchotki rzgdnych P,

wzo6r (28) okreslona wzorem (28) posiada asymptote o rownaniu (26).
Istnienie granicy (3) implikuje takze istnienie nastgpujacej granicy:

=1 31)

Z faktu istnienia granic (30) i (31) wnioskuje sig, ze dla duzych n, a takze dla
duzych dtugosci [ sita krytyczna stabilizuje si¢ i wynosi P, =P, .
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Odlegtos¢ wystepujaca pomigdzy dwoma kolejnymi punktami, w ktorym wystepu-
je minimum funkeji £, i P, , tj. pomigdzy dwoma sasiednimi punktami o wspot-

rzgdnych /,, i 1,41, jest okreslona nastepujacymi wzorem:

d,=rn 4ﬂ (32)
\/k(K+/()

przy czym d, jest definiowana jako dlugo$¢ nominalna potfali stojacej. Ze wzoru (27)
wynika, ze d, jestilorazem /,, przez n.

Nastepnie postgpujac jak poprzednio i korzystajac ze wzoru (29) zdefiniowano
dlugos¢ krancowa d,, potfali stojacej jako stosunek /,, do n, otrzymujac w ten spo-

fn+1

Analogicznie do poprzednich granic istnieje nastgpujaca granica:

d (34)

n—oe — Yo

sob zalezno$¢:

limd |

Jest jeszcze istotna dlugos¢ biezaca d,, potfali stojacej, mianowicie:
d,=" (35)

gdzie [, jest dlugoScia / spelniajacaq nierownos¢ Iy, <[, <l,, , przy czym przyj-
muje sig, iz dla n=1, /=1, =0. Dotychczasowa analiza zagadnienia wskazuje
na falowy przebieg linii ugigcia belki, natomiast diugosci d,,, d,, 1d, charakteryzuja tg
falowa postac linii ugigcia.

Gdyby przyjac, ze dlugosc¢ belki / =/, zmienia si¢ w sposob ciagly, to w momen-

cie, gdy zrowna si¢ ona z dlugoscia /,, nastgpuje utrata statecznosci belki, ale nie

gan
w sensie nosnosci, lecz w sensie geometrycznym, tj. falowa linia ugigcia zszyta z n
potfal krancowych zmienia si¢ nagle w falowa linig ugigcia zlozona n +1 potfal bieza-

cych naprzemian dodatnich i ujemnych, kazda o dtugosci d,,,; = g"—l .Dla /=1,
n+

zjawisko przebiega analogicznie.
Zgodnie z powyzsza analiza wynika, ze realna sila krytyczna dotyczy tylko dlugo-
$ci [ =1,1 stad wzor (25) nalezy ograniczy¢ do postaci:

n’7*R k(K +x) 2y kR

P = —+K 36
2 kK G0

n
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Funkcje wlasne mozna teraz przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:

W, =C, sin?x, ®,=C,a, cos?x (37)

n n

gdzie: C,, jest dowolna stala catkowania.

5. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH

Wyniki obliczen numerycznych przeprowadzono dla nast¢pujacych danych licz-
bowych:

E=107k—1\21, v=005 b=03m, h=0lm, k=0, k =084,
m
3
G=—t 1= o n=g,23
2(1+v) 12

W tabeli 1 pokazano dla réznych wartosci wspotczynnikow podioza, tj.
kN kN kN . . . . .
k= 10—2, k= 2,5—2 , k= 0,5—2 i n=1,2,3; dlugosci nominalne d, i graniczne
m m m

d, potfal stojacych, dlugosci nominalne /,, i graniczne [, belki oraz krytyczne sity

nominalne F,, igraniczne P, .

Tabela 1. Wyniki obliczen numerycznych

k=10k—1\2I k=2,5k—1\2I k=0,5k—1\21
m m
d, 0,6999 0,9935 1,4856
P, 0,2518 0,1234 0,0548
I, 0,7025 1 1,4856
P, 1,0002 0,4936 0,2236
dg 0,98995 1,4051 2,1009
Ly 0,98995 1,4142 2,1213
Py 1,2449 0,6169 0,2828
1, 1,40496 2 2,9711
P, 1,0002 0,4936 0,2236
dg) 0,8573 1,2167 1,8199
lgr 1,7147 2,4494 3,6742
Pyr 1,0806 0,5347 0,2441
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cd. tabeli 1
L,y 2,1074 3 4,4567
P, 1,0002 0,4935 0,2236
d g3 0,8083 1,1472 1,7154
1g3 2,4249 3,4641 5,1966
Py 1,0398 0,5141 0,2343
. . . Lo kN
Na rysunku 2 przedstawiono wykresy sity krytycznej odpowiednio dla k =10—-
m
kN kN .
(rys.2a), k=2,5— (rys. 2b), k=0,5— (rys.2c)idla n=1,2,3.
m m
a) b)
P[] b
[KI]
e 1.5
2.5 1.25
2 1
1.5 0.75
1 0.5
0.5 .25
1[m] 1[m]
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
¢)
P [kN]

1]
1 z 3 4 5

Rys. 2. Wykresy sily krytycznej dla réznych &

6. PODSUMOWANIE

— Posadowienie belki $ciskanej sita osiowa na podtozu sprezystym powoduje diame-
tralng réznice pomigdzy przebiegiem statecznosci tej belki, sity krytycznej wyrazo-
nej wzorem (36) a statecznosci belki Bernoulliego-Eulera opisanej sita krytyczna
Eulera.
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— Wida¢ wyraznie, ze pierwszy czlon wzoru (36) dla n=1 okresla silg krytyczna
Eulera malejaca asymptotycznie do zera i odpowiadajaca potfalowej linii ugigcia
belki.

— Sita krytyczna okreslona wzorem (36) jest $cisle zalezna od dlugosci /,, belki, a sta-
teczna postac tej belki odpowiada jej falowej linii ugigcia ztozonej z n potfal bieza-
cych okreslonych wzorem (35).

— Krytyczna sita P, ze wzrostem n stabilizuje si¢ 1 osiaga nominalng warto$¢ P,

okreslonej wzorem (26).
—  Wzor (36) mozna zredukowac do przypadku belki Bernoulliego-Eulera, przyjmujac
K =0, a takze rozszerzy¢ na inne rodzaje podtozy.
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STABILITY OF FLUGGE BEAM LOADING
THE AXTIALLY FORCE AND RESTING ON TWO-DIRECTIONAL
WINKLER FOUNDATION

Summary

In the paper the solving of the problem of stability of Flugge beam loading the
axially force and resting on two-directional elastic Winkler foundation is presented. The
problem is described the homogeneous system of two partial differential equations in
the transverse and angular displacements. This system of equations is solving in the
displacements with two constants integrations. Spreading the boundary conditions for
the beam which is supported at their ends on edges on the displacements; the formulate
the boundary problem. The phenomenon of solving of the boundary problem are the
property values and the property functions. Next transformation are the property values
on the property force and the property lengths of the beam. In the end, applying the
Green function can solve the homogeneous subproblem, i.e. determine the acceptable
axially force on account of the practicable deflection of the beam. This paper is finish
the numerical results.

Key words: stability, Flugge beam, axially force



