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1. WPROWADZENIE

1.1. TEMATYKA ROZPRAWY

Badanie odpowiedzi obiektoéw materialnych na pobudzenia krotkimi im-
pulsami pola elektrycznego (PE) — rowniez pola magnetycznego (PM) lub elek-
tromagnetycznego (PEM) — od wielu lat jest przedmiotem zainteresowania na-
ukowcow, a wyniki ich prac znajdujg praktyczne zastosowania w takich dzie-
dzinach jak np.:

- kompatybilnos¢ elektromagnetyczna,

- szerokopasmowa technika radiowa, telewizyjna i radarowa,

- szeroko rozumiane obrazowanie w medycynie,

- systemy ochrony i bezpieczenstwa,

- techniki sterowania i identyfikaciji.

We wszystkich tych obszarach ma miegjsce emisja i odbidr ultrakrotkich
impulséw o czasie trwania rzedu kilku nanosekund. Ma to bezposrednie przeto-
zenie na obnizenie kosztow, zmniejsza prawdopodobienstwo znieksztalcen
transmitowanych informacji oraz ogranicza mozliwos$¢ zewnetrznego (celowe-
g0) zaktocania procesu przesytania danych [94].

Ze wzgledu na bardzo szerokie pasmo czestotliwosci transmitowanych
sygnaloéw, prowadzone obecnie prace koncentruja si¢ na modelowaniu i badaniu
wilasciwosci pojedynczych anten oraz struktur wieloantenowych w dziedzinie
czasu. Taki stan rzeczy jest konsekwencja analizy i zachowania si¢ wszystkich
pol (PE, PM, PEM), ktore bedac procesami, sa naturalnymi funkcjami czasu.
Jest to szczegolnie wazne przy projektowaniu i okreSlaniu wlasciwosci syste-
mow antenowych, a szerzej — kanatéw komunikacyjnych.

W ostatnich latach rozwinigto i udoskonalono metody i techniki badaw-
cze, stuzace poznaniu wzajemnego oddziatywania pdl i struktur przewodzacych
(a takze dielektrykow i materialtow kompozytowych). Najpopularniejsze, zwia-
zane z dziedzing czasu, to:

—metoda SEM (singularity expansion method) Bauma - przedstawienie
odpowiedzi na pobudzenie impulsowe suma wyktadniczo thumionych sinusoid
[84, 85],

— metoda réznic skonczonych w dziedzinie czasu (finite difference time
domain method; FDTD) [65],

— metody wykorzystujace calkowe rownania pola elektrycznego w dzie-
dzinie czasu (time domain electric field integral equations; TD-EFIE) [12, 19,
33, 93]

R



Rozwazane w tej pracy anteny naleza do szerszej klasy, a mianowicie do
klasy doskonale przewodzacych obiektow o skonczonych rozmiarach. Klasa ta
ma wielkie znaczenie praktyczne. Moze tez by¢ tatwo rozszerzona na obiekty
0 nieskonczonych rozmiarach oraz na obiekty wykonane ze stratnych materia-
1ow lub dielektrykow.

Antena jest liniowa w tym sensie, ze do jej modelowania wystarcza jed-
nowymiarowy uktad wspotrzednych krzywoliniowych. Mieszcza si¢ tez tutaj
obiekty dwu- i trojwymiarowe, a przy wykorzystaniu modeli siatkowych — tak-
ze obiekty posiadajace powierzchnig (w tym, np. samoloty i rakiety).

RO

Wybierzmy pewien obiekt z rozwazanej klasy. Niech Lp bedzie srednica
najmniejszej sfery, ktora catkowicie obejmuje taki obiekt. Zatozmy, ze obiekt
jest umieszczony w swobodnej przestrzeni, w ktorej predkos¢ §wiatta wynosi C.
W takiej przestrzeni fala elektromagnetyczna pokonuje odleglos¢ L, w czasie
tp = Lp/c.

Rozpatrzmy teraz sposob pobudzania obiektu. Analizujagc anteny
W dziedzinie czestotliwosci zwykle rozrdézniamy tryby nadawczy i odbiorczy.
Przy pracy w trybie odbiorczym pobudzeniem jest najczesciej fala ptaska po-
chodzaca z odlegltego zrodta. W trybie nadawczym, korzystamy natomiast
z lokalnego wzgledem anteny generatora napigcia badz pradu.

W naszym przypadku najczesciej bedziemy zaktadaé, ze pobudzenie
obiektu pochodzi od generatora pola. Generator taki moze by¢ odleglty albo
lokalny, co mozna kojarzy¢ z trybem odpowiednio odbiorczym albo nadaw-
czym.

Przy modelowaniu zjawisk impulsowych w dziedzinie czasu istotne be-
da: czas trwania pobudzenia, przestrzenny rozktad pobudzajacego impulsu oraz
sposob pobudzenia obiektu przez impuls. Myslac o sposobie pobudzenia obiek-
tu mamy na mysli lokalizacje zrodta pobudzajacego, wartos¢ pobudzenia oraz
kierunek, z ktorego to pobudzenie przychodzi.

Mowigc o czasie trwania pobudzenia, mamy na mysli czas, w ktérym
impuls o$wietla rozwazany obiekt; oznaczmy ten czas jako t;. Oczywiscie, czas
ten nie musi by¢ tozsamy z czasem trwania samego impulsu. Wyobrazmy sobie
fale elektromagnetyczng w kazdym momencie czasu wypelniajgcg w swobodne;j
przestrzeni prostopadioscian o niewielkiej kwadratowej podstawie o boku a
i wysokosci h znacznie wigkszej od a. Niech fala ta o$wietla doskonale prze-
wodzacy obiekt. Czas pobudzenia obiektu przez fale bedzie zalezal od kierunku
rozchodzenia si¢ fali. Jezeli fala bedzie si¢ rozchodzi¢ w kierunku swojej wyso-
kosci, to napotkawszy obiekt, bedzie ten obiekt oswietla¢ w czasie h/c, przy
czym c jest predkoscig $wiatta w swobodnej przestrzeni. Jezeli za$ fala bedzie
si¢ porusza¢ w kierunku swojego krotszego boku, to padajac na obiekt oswietli
go przez czas a/c, czyli przez czas duzo krotszy niz w poprzednim przypadku.

Tak wiec, ta sama impulsowa fala elektromagnetyczna moze pobudzaé
rézne fragmenty obiektu w innym czasie. Nie ulega przy tym watpliwosci, ze
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czas trwania samej fali nie ma zwigzku z czasem o$wietlania obiektu. Fala bo-
wiem moze istnie¢ przed dotarciem do obiektu oraz po o$wietleniu obiektu.

RO

Aby dobrze zrozumieé, co si¢ dzieje z obiektem o$wietlanym krotkim
impulsem pola, przywolajmy eksperyment myslowy podobny do opisanego
w pracy [84]. Obiektem eksperymentalnym jest doskonale przewodzacy syme-
tryczny dipol o dtugosci Lp. Antena ta ma skonczone rozmiary i miesci si¢
w sferze o $rednicy Lp. Umies¢émy w punkcie zasilania anteny obserwatora,
a wraz z nim lokalny, punktowy generator pola pobudzajacego. Generator wy-
twarza pojedynczy, krotkotrwaly impuls pola, przy czym mowiac krotkotrwaty,
mamy na mysli czas t,, istotnie mniejszy od czasu Lp /c.

Zatézmy, ze obserwator bedzie w stanie §ledzi¢ zjawiska zachodzace
wylacznie w punkcie, w ktorym si¢ znajduje.

Pod wptywem pobudzenia, wzdtuz dipola poptyng dwie fale pradu. Fale
te beda oddalaty sie od obserwatora. Ksztatt tych fal pradu begdzie odzwiercie-
dlat ksztatt impulsu pobudzajacego. Fale pradu doptyna do koncow dipola, od-
bijg si¢ tam i poplyng z powrotem w stron¢ obserwatora. Dopoki fale odbite nie
powroca do obserwatora, obserwator nie wie nic o dtugosci dipola i ma prawo
sadzi¢, ze dipol ten ma ramiona o nieskonczonej dtugosci. Dopiero powrdt
pierwszej fali odbitej pozwoli obserwatorowi zatozy¢, ze ramiona dipola sa
skonczone, a powroty kolejnych fal odbitych potwierdzg takie zatozenie [20].

Rytmiczne powroty fal odbitych pozwolg obserwatorowi obliczy¢ odle-
glo$¢ pomiedzy punktami odbicia, a wiec oceni¢ rozmiary dipola. Jesli zamiast
prostego dipola przeprowadzimy podobne do$wiadczenie z bardziej skompli-
kowanym obiektem, to postepujac w podobny sposdéb mozemy ocenié¢ jego
rozmiary i dokona¢ jego identyfikacji.

RED

Z przeprowadzonego wyzej eksperymentu mys$lowego wynika, iz w opi-
sanych wyzej procesach mozna wyrdzni¢ dwa kolejne etapy. W pierwszym,
poczatkowym okresie procesu czynnikiem sterujacym jest pobudzenie,
a 0 przebiegu procesu decydujg sprzezenia lokalne. Tg cze$¢ procesu nazywamy
czasem poczatkowym (early time). W poézniejszej czgsci procesu, gdy zanika
pobudzenie, zjawiska sa ksztattowane przez globalne cechy obiektu. Ten okres
nazywamy czasem pozniejszym (late time).

Do opisu odpowiedzi anteny w czasie pozniejszym positkujemy si¢ kon-
cepcja SEM Bauma, czyli modelem procesu wynikajacym z dziatania mechani-
zmoOw rezonansowych. Otdéz wynika z niej, ze kazdy obiekt moze gromadzi¢
energi¢ na Scisle okreslonych dyskretnych czestotliwosciach, z okreslong do-
brocig. Energia zgromadzona w taki sposob jest wypromieniowana w postaci
sinusoid z przypisanymi im charakterystycznymi czgstotliwosciami i wyktadni-
czo ttumionymi amplitudami (wymienione czestotliwosci w i thumienie a zapi-
sane w postaci zespolonej nazywamy biegunem s, tzn. s = a + jw).
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Przy pobudzeniu impulsowym wigkszos¢ energii elektromagnetycznej
jest wypromieniowana na poczatku procesu: w czasie poczatkowym i wcze-
snym okresie pozniejszym. Najpierw energii pozbywaja si¢ bieguny o wyz-
szych czestotliwosciach i wigkszym ttumieniu amplitudy.

W dalekim czasie pdzniejszym pozostaje szczatkowa energia zwigzana
juz tylko z pierwszym biegunem o najmniejszej czestotliwosci i najmniejszym
tlumieniu. Poniewaz wiasnie ten biegun pozwala na ocen¢ globalnych rozmia-
réw obiektu, to doktadne wyznaczenie parametrow takiego bieguna jest wazne.

Niestety, przy numerycznym wyznaczaniu odpowiedzi anteny w tej cze-
$ci procesu dochodzi do utraty stabilno$ci rozwigzania, na co wptywa rekuren-
cyjny charakter obliczen sprzyjajacy kumulacji btedoéw, co uniemozliwia precy-
zyjne wyznaczenie pierwszego bieguna. Do wyznaczenia potozenia tego biegu-
na wazne jest zapewnienie stabilnosci odpowiedzi w dalekim czasie pdzniej-
szym.

R

Analiza anten liniowych, podobnie jak innych obiektow (w tym dwu-
i trojwymiarowych), jest przeprowadzana w dziedzinie czasu lub w dziedzinie
czestotliwosci. Oczywiscie, problem moze by¢ sformutowany w jednej z tych
dziedzin, a rozwigzywany w drugiej. Jednak dziedzina obliczen zwykle pozo-
staje jednolita. Od kilku lat pojawiaja si¢ propozycje rozwigzan hybrydowych,
w ktorych do analizy wykorzystuje si¢ obie wymienione dziedziny. W przypad-
ku takich rozwigzan zréodlem informacji z dziedziny czestotliwosci jest po-
wszechnie znana metoda momentéw (method of moments) [22], a do generacji
stabilnych danych dla poczatkowych warto$ci czasu odpowiedzi — algorytm
kroczenia po czasie (marching-on in time; MOT) [45]. Ten zbiér wynikow obli-
czen mozna z powodzeniem wykorzysta¢ w procesie ekstrapolacji do uzyskania
szerokopasmowej odpowiedzi analizowanego zjawiska w pelnym zakresie cza-
su i czestotliwosci.

Stabilnos¢ i doktadnos$¢ tej metodologii silnie zalezy od rodzaju przyjetych
funkcji bazowych (sa to najczesciej funkcje ortogonalne z wielomianami Her-
mite'a, Laguerre'a, Bessela-Czebyszewa) [63, 64]. Najogoélniej, celem metod
hybrydowych jest wygenerowanie — na podstawie fragmentarycznej wiedzy —
pelnej i stabilnej w czasie informacji o sygnale bedacym odpowiedzia obiektu
na pobudzenie impulsem pola elektrycznego [101].

Rozwijane sg tez metody mieszane, wykorzystujace modele numeryczno-
analityczne [2, 25, 39].

Tradycyjnie, do numerycznej analizy anten liniowych wykorzystywano
dziedzing czgstotliwo$ci. Zmiany w rozwigzywaniu problemow nastapity
z dwoch powodow: pobudzenia impulsowe obiektow oraz praca w bardzo sze-
rokim pasmie czestotliwosci. Oczywiscie mozna byto nadal stosowaé metody
przypisane dziedzinie czgstotliwosci, lecz przy analizie szerokopasmowej takie
rozwigzanie wymaga istotnie duzych naktadow numerycznych. Dlatego na po-
pularno$ci zyskaty metody wykorzystujac tylko dziedzing czasu. Inne zalety
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badan w tej dziedzinie, to stosunkowo proste modelowanie nieliniowosci
I zmienno$ci parametrow w czasie.

Istota wykorzystania dziedziny czasu do wyznaczania wlasciwosci szero-
kopasmowych anteny sprowadza si¢ do pobudzenia jej krotkim w czasie impul-
sem (szerokos¢ impulsu to kilka nanosekund), a nastgpnie obliczeniu odpowie-
dzi na takie pobudzenie. Reakcja anteny trwa relatywnie dtugo, stad i dlugi czas
obliczen oraz mozliwos$¢ utraty ich stabilno$ci numerycznej polegajacej na po-
jawieniu si¢ wyktadniczo narastajacych oscylacji [71].

®RE

Analize btedéw w algorytmach FDTD szeroko omawiaja autorzy pracy
[82], w ktorej redefiniuje si¢ pojgcia stabilno$ci numerycznej rozwigzania oraz
dyspersji numerycznej.

Algorytmy dziatajace w dziedzinie czasu wykorzystuja dane obliczone
W pewnym kroku algorytmu do obliczen w krokach nastepnych. Prowadzi to do
kumulowania bledow. Dlatego wiele prac z ostatnich lat stusznie taczy stabil-
no$¢ rozwigzania z doktadnos$cig obliczen. Jia i wspotautorzy [31], badajac sta-
bilno$¢ rozwigzania péznoczasowego na obiektach trojwymiarowych, znacznie
zwigkszyli doktadno$¢ obliczen w czasie poczatkowym.

Inne podejscie do zagadnienia stabilno$ci prezentujg autorzy pracy [23].
Dziela oni mody odpowiedzi na stabilne i niestabilne, eliminujac z odpowiedzi
te ostatnie. Do rozwigzania réwnania EFIE wykorzystywano algorytm ADI-
FDTD (alternating direction implicit-FTDT).

Wymieniony wyzej algorytm nalezy do szerszej grupy metod bazujacych
na uogolnionej macierzowej postaci rownania EFIE [1, 12, 87, 88] Schematy
FD rozwigzujace rownania EFIE sa w tej grupie bezwzglednie stabilne, przy
czym kryterium stabilnosci zwigzane jest z energig procesu. Biorac pod uwagg,
ze wiekszo$¢ energii procesOw przejsciowych jest promieniowana w poczatko-
wej czgsci zjawisk, rozwigzania sg stabilne w czasie pozniejszym, ale doktad-
no$¢ nie jest tu sprawa najwazniejsza.

R

W ostatnich latach opublikowano wiele prac dotyczacych zwiekszenia sta-
bilnosci procesu obliczeniowego w interesujacych nas zagadnieniach. Najwaz-
niejsze prace z tego zakresu przywotano wyzej. Wigkszo$¢ tych prac koncentru-
je sig¢ na czasie poczatkowym oraz wczesnym okresie pdzniejszym, czyli na tej
czesci procesu, w ktorej wypromieniowywana jest znaczna czgs¢ energii proce-
su. Daleki czas pozniejszy wydaje si¢ mniej interesowaé badaczy, cho¢ whasnie
w tej czeSci procesu niesione sg informacje o globalnych rozmiarach obiektu,
a wiec informacje wazne do prostej identyfikacji lub klasyfikacji obiektow.
Niniejsza praca po$wigcona jest gldownie rozwazaniom nad zapewnieniem sta-
bilnego obrazu procesu w dalekim czasie po6zniejszym.
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1.2. CELE | TEZA PRACY

Praca realizuje dwa podstawowe cele:

1) zaproponowanie metody hybrydowej, polegajacej na mieszanym, nume-
ryczno-analitycznym opisie procesu ograniczenia lub uniknigcia utraty stabilno-
$ci obliczen poznoczasowego rozwigzania caltkowych rownan pola elektryczne-
go w dziedzinie czasu modelujacych anteny liniowe,

2) zaproponowanie zastosowania w metodzie hybrydowej numeryczno-
analitycznej wybranej klasy wielomianéw 1 funkcji pozwalajacych na istotne
uproszczenie procesu aproksymacji/ekstrapolacji w czg$ci analityczne;j.

Istota metody hybrydowej, polegajacej na mieszanym, numeryczno-
analitycznym opisie procesu zapewnienia stabilno$ci péznoczasowego rozwia-
zania rownan TD-EFIE modelujacych anteny liniowe, sprowadza si¢ do wyzna-
czenia, z wykorzystaniem algorytmu MOT, bezwarunkowo stabilnej odpowie-
dzi anteny na pobudzenie impulsowe i potaczeniu jej z zalezno$cia analityczna,
wyznaczong w procesie aproksymacji i ekstrapolujaca poznoczasowg czegsé
odpowiedzi. Na potrzeby obliczeniowe w czgéci analitycznej potrzebna jest
stosunkowo matla liczba probek uzyskanych algorytmem MOT z poczatku poz-
nego okresu odpowiedzi anteny, a zastosowane w tej czgsci wielomiany i funk-
cje ortogonalne oraz zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego
rodzaju pozwalajg na aproksymacj¢/ekstrapolacje z duza doktadnoscig wyraze-
niami niskich rzeddéw (stopni).

Zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego rodzaju charaktery-
zujg sie oscylacjami, a polaczenie ich z wyktadniczym czynnikiem ttumigcym,
czyni je wyjatkowo dogodnymi do ekstrapolacji podobnie zachowujacej si¢
odpowiedzi anteny na pobudzenie impulsowe. Sg to nowe funkcje, wprowadzo-
ne do praktyki obliczeniowej przez autorke rozprawy.

Zastosowanie do aproksymacji $redniokwadratowej dyskretnej wielomia-
néw i funkcji ortogonalnych kolejnych stopni, prowadzi do dobrze uwarunko-
wanego uktadu réwnan, co pozwala na szybkie i doktadne wyznaczenie wspot-
czynnikow funkcji aproksymujace;.

Na podstawie przedstawionych powyzej uwag sformutowana zostata teza
rozprawy doktorskie;j:

Zastosowanie wielomianéw wybranej klasy ma wplyw na
po6zZnoczasowq stabilno$¢ numeryczna rozwiazania réwnania
TD-EFIE modelujacego anteny liniowe w dziedzinie czasu.
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1.3. UKLAD PRACY

Rozprawa zostata podzielona na sze$¢ rozdzialow. Pierwszy rozdziat ma
charakter wprowadzajacy. Zawiera podstawowe informacje z zakresu badan
obiektow pobudzanych krotkimi impulsami pola elektrycznego, omawia zasto-
sowanie do modelowania procesOw promieniowania i rozpraszania réwnan
catkowych pola elektrycznego w dziedzinie czasu oraz wskazuje na koniecz-
nos$¢ zapewnienia stabilno$ci péznoczasowych rozwigzan takich rownan.

Drugi rozdziat zawiera krotkg charakterystyke klasycznej teorii pola elek-
tromagnetycznego z omowieniem warunkow brzegowych na powierzchniach
oddzielajacych osrodki o roznych parametrach elektrycznych i magnetycznych.
W rozdziale tym wyprowadzono réwnanie falowe Helmholtza, przeanalizowano
rozpraszanie pol elektrycznych przez obiekty doskonale przewodzace oraz
przedstawiono réwnania catkowe modelujace te zjawiska. W dalszej czesci,
przyjmujac model struktury cienkoprzewodowej, wyprowadzono fundamental-
ne w analizie anten liniowych réwnania Pocklingtona i Halléna z jadrem do-
ktadnym i z jadrem zredukowanym. Stosujac tzw. aproksymacje pierwszego
rzedu rozwigzano rownanie Halléna w dziedzinie czasu dla przypadku jednej
anteny liniowej i uklad réwnan Halléna w dziedzinie czasu dla uktadu dwoch
przewodow prostoliniowych potozonych dowolnie wzglgdem siebie.

Rozdzial trzeci po§wiecony jest metodom rozwigzywania roéwnan catko-
wych pola elektrycznego w dziedzinie czasu (TD-EFIE). Oméwiono w nim
dyskretyzacje przestrzeni i czasu w obliczeniach. Przedstawiono metody nume-
rycznego rozwigzywania TD-EFIE: kroczenia po czasie (marching-on in time;
MOT) i kroczenia po kolejnych stopniach wielomianéw Laguerre'a (marching-
on in order lub marching-on in degree; MOD).

W rozdziale czwartym omowiono zagadnienia doktadnosci i stabilnosci
metod rozwigzywania rownan catkowych. Zaprezentowano algorytm MOT i na
podstawie wynikow testow numerycznych z jego wykorzystaniem oceniono
stabilno$¢ rozwigzan TD-EFIE dla przypadku anteny liniowej i uktadu dwoch
przewodow prostoliniowych (anten liniowych).

Rozdzial piaty w pierwszej czgsci poswigcony jest teoretycznemu wstepo-
wi do aproksymacji $redniokwadratowej dyskretnej wykorzystujagcej metode
Gaussa-Hermite'a, wielomiany Laguerre'a i zmodyfikowane funkcje sferyczne
Bessela pierwszego rodzaju. W dalszej czgéci rozdziatu pokazano wyniki zasto-
sowania wybranych metod do zapewnienia stabilnosci pdznoczasowego roz-
wigzania rownania EFIE w dziedzinie czasu.

Rozdzial szosty to podsumowanie pracy.
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2. OPIS ANTEN LINIOWYCH
W DZIEDZINIE CZASU

W pierwszej czgéci rozdziatu przedstawiona jest krotka charakterystyka
klasycznej teorii pola elektromagnetycznego, opartej gtdéwnie na réwnaniach
Maxwella, ktore musza by¢ spetnione przez pola elektryczne i magnetyczne
oraz wektory indukcji elektrycznej i magnetycznej. Podane sg warunki brzego-
we dla pol elektromagnetycznych na powierzchniach granicznych, oddzielaja-
cych osrodki o réznych parametrach elektrycznych i magnetycznych. Wypro-
wadzone jest rownanie falowe Helmholtza, ktore wykorzystane bedzie przy
wyznaczaniu nat¢zen pol w dowolnym punkcie przestrzeni dla okreslonego
rozktadu Zrodet pradow. Analizuje si¢ takze rozpraszanie pol elektrycznych
przez obiekty doskonale przewodzace (rownanie catkowe modelujace te zjawi-
ska oraz krotka charakterystyka jednej z najpopularniejszych metod jego roz-
wigzywania, czyli metoda momentow). Jako wstep do prezentacji modeli anten
liniowych w dziedzinie czasu zostalo wyprowadzone réwnanie catkowe dla
wypadkowego pola elektrycznego na powierzchni doskonale przewodzacej,
a takze pokazan0 sposob jego rozwigzywania za pomoca uktadu rownan linio-
wych. W koncu, bazujagc na réwnaniach Pocklingtona i Halléna, oméwiono
doktadnie modele anten liniowych w dziedzinie czasu (model anteny liniowej
i model uktadu dwoch przewodow prostoliniowych).

2.1. ROWNANIA MAXWELLA

Modelowanie zachowania si¢ pola elektromagnetycznego w obecnosci
obiektéw materialnych wymaga znajomosci aparatu matematycznego stuzacego
do formutowania probleméw promieniowania i rozpraszania. Klasyczna teoria
pola elektromagnetycznego bazuje na réwnaniach opublikowanych w 1865
roku przez Jamesa C. Maxwella. W swojej matematycznej formie jest to uktad
rownan rozniczkowych o pochodnych czastkowych, ktérego ustanowienie po-
przedzita seria eksperymentéw. Mozemy nazwaé go teoria jednolitego pola
elektromagnetycznego pochodzacego od dowolnego uktadu fadunkow i pradow
elektrycznych, ktéra powstata jako uogélnienie najwazniejszych praw opisuja-
cych zjawiska elektryczne i magnetyczne. Dodajmy, ze teoria ta zajmuje si¢
makroskopowymi polami elektromagnetycznymi uktadow ztozonych ze spo-
czywajacych lub poruszajacych si¢ tadunkéw elektrycznych, a prady i fadunki
makroskopowe stanowia kombinacje pradow itadunkow mikroskopowych,
ktore wytwarzaja swoje wlasne elektryczne i magnetyczne pola mikroskopowe,
zmieniajace si¢ w sposob ciagly w kazdym punkcie przestrzeni wraz z uptywem
czasu. Jednoczesnie jest teorig oddziatywan bliskich — oddzialywania elektrycz-
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ne i magnetyczne zachodza za posrednictwem pola i rozprzestrzeniajg si¢ ze
skonczong predkoscia, rowna predkosci §wiatta w danym osrodku.

W pierwotnej postaci rOwnania Maxwella sg uktadem réwnan rézniczko-
wych zawierajacym w sobie prawa elektrodynamiki. Rownania te pozwalaja
wyznaczy¢ pola elektryczne i magnetyczne, wytwarzane przez dany rozktad
tadunkow elektrycznych i pradow. Pole elektromagnetyczne charakteryzowane
jest przez nastepujace wielkosci wektorowe: natezenie pola elektrycznego E,
indukcje elektryczna D, natgzenie pola magnetycznego H iindukcje magne-
tyczng B. Te cztery wielkosci nie sg niezalezne, lecz zwigzane ze sobg przez
stale materiatowe osrodka, w ktdrym rozpatrujemy pole elektromagnetyczne.

Rownania Maxwella z wielkosciami zalezacymi od czasu zapisane
w uktadzie SI maja nastepujaca postac:

V x H(r, t) =%+](r,t), (2.1)
VX E(r,t) = — aB(g:, 2] 2.2)
V-D(r,t) =p(rt), (2.3)

V- B(rt) =0, (2.4)

przy czym: J(r,t) - gesto$¢ pradu przewodzenia; p(7,t) - gestos¢ tadunku elek-
trycznego; r jest wektorem wodzacym [7, 58].

Rownanie (2.1) wynika z prawa Ampera mowigcego o zwiazku migdzy
przeplywem pradu a polem wytwarzanym przez ten prad; rownanie (2.2)
otrzymujemy na podstawie prawa Faradaya. Zaleznos$ci (2.3) i (2.4) wyprowa-
dzone zostaly natomiast na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego
i ptyna z nich wnioski, ze:

e zrodlem pola indukcji elektrycznej sa tadunki; w obszarach
zawierajacych tadunki wektor indukcji elektrycznej D jest nie-
ciggly; linie wektora D zaczynaja si¢ na tadunkach dodatnich
i koncza si¢ na tadunkach ujemnych,

e pole indukcji magnetycznej jest polem bezzrodtowym.

Roéwnania (2.1) — (2.4) uzupetnia si¢ roéwnaniami materialowymi, ktore
wigzg wektory E, D, H i B z wielkosciami opisujagcymi elektryczne
i magnetyczne wlasnosci o$rodka:

D(r,t) = g.60E(r,t) = €E(1,t), (2.5)
B(T, t) = #T.MOH(TJ t) = ‘UH(T, t)r (26)

J(r,t) = gE(r,t), 2.7)
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przy czym: g, u — bezwzglgdna przenikalnos$¢ elektryczna i magnetyczna osrod-
ka; &, U, — wzgledna przenikalno$¢ elektryczna i magnetyczna osrodka; o —
przewodno$¢ elektryczna whasciwa osrodka; gy ~ (36m)~1-107° F/m - prze-
nikalno$¢ elektryczna prézni; po = 4m- 1077 H/m - przenikalno$¢ magne-
tyczna prozni.

Do zbioru powyzszych rownah dodajemy zalezno$¢, z ktorej wynika, ze
zrodtem pola gestosci pradow jest predkos¢ zmian gestosci tadunku w czasie
(tzw. rownanie cigglosci lub zasada zachowania tadunku)

Op(r,t) 2.8)
at

Zakladajac, ze wszystkie wielkosci (tzn. prad, tadunki, natezenia pol) sa
zmienne w czasie w sposob harmoniczny scharakteryzowany przez pulsacje w,
rownania (2.1), (2.2) i (2.8) przybieraja postac:

V-J(r,t) =—

VxH=jwD+], (2.9)
VxE=—jwB, (2.10)
V-] =—jwp, (2.11)

przy czym: j = v—1.

Z réwnan Maxwella wynika, ze w przypadku pdl zmiennych w czasie,
zmiany indukcji magnetycznej powoduja powstanie zmiennego pola elektrycz-
nego, a zmiany indukcji elektrycznej wytwarzaja wirowe pole magnetyczne. Pol
elektrycznych i magnetycznych nie mozna odseparowac i dlatego uzywamy
pojecia ,,pole elektromagnetyczne”. Bezposrednio z tych rownan wyplywa inny
wazny wniosek: pola zmienne w czasie muszg by¢ zmienne w przestrzeni [81].

2.2.  WARUNKI GRANICZNE
DLA POL ELEKTROMAGNETYCZNYCH

Fala elektromagnetyczna rozchodzac si¢ w przestrzeni pada na obiekty ma-
terialne o roznych wihasciwosciach i dlatego analiza zachowania si¢ p6l na gra-
nicy dwoch osrodkéw jest konieczna do poznania procesu rozchodzenia si¢ fal.
Innymi stowy, w punktach przestrzeni, gdzie pola elektryczne i magnetyczne sg
nieciggle, rownania Maxwella zapisane w postaci rozniczkowej muszg by¢ uzu-
petnione o warunki brzegowe w tychze punktach. Warunki brzegowe wypro-
wadza si¢ z catkowej postaci rownan Maxwella.

Zatdzmy, ze cata przestrzen sktada si¢ z dwoch osrodkéw liniowych, jed-
norodnych i izotropowych, a granicg miedzy tymi o$rodkami jest ptaszczyzna S.
Zaktadamy réwniez, ze:

e rozmiary liniowe powierzchni granicznej S sa nieporéwnywalnie
wigksze niz dtugos¢ fali,
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e nNajmniejszy promien krzywizny powierzchni S jest duzo wigkszy

niz dlugos¢ fali,

e rozpatrujemy zjawiska w takiej odlegtosci od krawedzi powierzch-

ni S, aby pomina¢ wptyw dyfrakeji, czyli uginania si¢ czota fali na
krawedzi przeszkody,

e 0dleglos¢ obserwatora od krawedzi powierzchni S jest rowniez du-

70 wigksza niz dlugos¢ fali [81].

Rozwazmy sytuacje, w ktérej po obu stronach granicy dwoch o$rodkéw
wystepuje pole elektromagnetyczne. Poniewaz pola zdefiniowane w obustron-
nym otoczeniu granicy o$rodkéw musza spetnia¢ rownania Maxwella, musza
wiec by¢ spetnione wzajemne relacje miedzy polami po obu stronach po-
wierzchni granicznej S. Na rysunku 2.1 pokazano powierzchni¢ S, oddzielajaca
dwa obszary o roznych parametrach, odpowiednio: {ey, uq} i {€;, u,}. Zaktada-
my, ze na powierzchni S ptynie tylko prad elektryczny o gestosci J i sa na niej
fadunki elektryczne o gestosci pg.

Warunki brzegowe dla sktadowych stycznych pdl elektrycznych i magne-
tycznych opisuja zaleznosci:

&
nx(E,—E)=0 - nx(D2—€—2D1>=O, (2.12)
1

nx(Hy=H)=Js > nx(Ba-2Bi)=uls (13
przy czym n jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni S po-
prowadzonym z o$rodka 1 do osrodka 2.

Z zaleznosci (2.12) 1 (2.13) wynika, ze styczna do powierzchni S sktadowa
pola elektrycznego jest na granicy osrodkow ciagla, styczna sktadowa pola ma-
gnetycznego natomiast jest ciggla z wyjatkiem przypadku, gdy po powierzchni
granicznej ptynie prad J .

osrodek 2
{e2,02)

osrodek 1
{e1, 114}

Rys.2.1. Pola, prad i tadunki na powierzchni granicznej S
oddzielajacej dwa osrodki o parametrach {&,, u,} i {&5, tt5}
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Podobnie formutujemy warunki graniczne dla normalnych sktadowych pol:

& Ps
n-(D;—Dy)=p; - n- (Ez - _E1) = (2.14)
& &
Uq
2

Jednoczes$nie powierzchniowa gesto$¢ tadunku pg 1 gesto$¢ pradu J¢ spet-
niaja powierzchniowe rownanie ciaglosci

Vs-Js = —jwps, (2.16)

w ktérym operator Vi:

Vi=V-(n-")n.

Przy zadanych warunkach brzegowych i poczatkowych, tj. znanych
w chwili t = 0 warto$ciach wektoréw E i H, uklad rownan Maxwella ma
tylko jedno, petne i jednoznaczne rozwigzanie [57].

W uzupehieniu rozwazmy przypadek powierzchni granicznej S miedzy
dielektrykiem (osrodek 2 na rysunku 2.1) a idealnym przewodnikiem (o$rodek
1 na rysunku 2.1). Zakladajac, ze przewodnik zajmuje calg przestrzen pod po-
wierzchnig S, warunki (2.12) — (2.15) redukuja si¢ do rownan:

n-D=p,, (2.17)
n-B =0, (2.18)
nxE=0, (2.19)
nxH=]J, (2.20)

z ktorych wynikaja wazne wnioski o znikaniu na powierzchni idealnego prze-
wodnika stycznej sktadowej pola elektrycznego i normalnej sktadowej indukcji
pola magnetycznego.

2.3. WYZNACZANIE POL ELEKTROMAGNETYCZNYCH
ROWNANIE FALOWE

W analizie zagadnien promieniowania i rozpraszania fal elektromagne-
tycznych istotne jest wyznaczanie natezen pol elektrycznych i magnetycznych
w dowolnym punkcie przestrzeni dla okreslonego rozktadu zrodet. Powszechna
praktyka jest wprowadzanie wielkosci pomocniczych (funkcji pomocniczych
wektorowych i skalarnych) nazywanych potencjatami. Je§li w danym zagadnie-
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niu nie wystepuje zastgpczy prad i tadunki magnetyczne, to pole elektryczne
i magnetyczne mozna wyrazi¢ za pomocg magnetycznego potencjatu wektoro-
wego A i elektrycznego potencjatu skalarnego ®@. W tym celu musimy rozwia-
za¢ réwnanie falowe, nazywane takze rOwnaniem Helmholtza. Zaktadamy, ze
znany jest nam rozktad gestosci pradu J.

Wykorzystujac fakt, ze pole magnetyczne jest bezzrodtowe V - B = 0 oraz
to, ze wektor H ma tylko rotacje (pole solenoidalne), mozemy zapisaé zalezno-
$ci:

B=uH=VxA, (2.21)

1
H=_VxA (2.22)

Poréwnanie rownania Maxwella (2.10) i rownania (2.22) daje nam

VXE=—jwVxA (2.23)
czyli
V x (E + jwA) = 0. (2.24)
Wykorzystanie tozsamosci
VX (-VP) =0 (2.25)

i (2.24) prowadzi do zaleznosci na natezenie pola elektrycznego w funkcji po-
tencjatow A i ©:

E+jwA=-Vo, (2.26)
E=—jwA-V. (2.27)
Zastosowanie rownania (2.21) do tozsamosci wektorowej
VXV XxA=VV-A4)—V?A (2.28)
daje nam
VX (uH)=uV xH=vV-A) - V?A. (2.29)

Wykorzystujac rownanie Maxwella (2.9) i (2.5) oraz zalezno$¢ (2.29),
dostajemy

jousE +u] =vV(V-A) —V2A. (2.30)
Podstawiamy (2.27) do (2.30) i dokonujemy kolejno przeksztatcen:
jouE + uj = v(V-A) — V?A, (2.31)
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jous(—jwA — Vo) +u =V (V- A) — V24, (2.32)
w?usA — jousVe — (V- A) = —u — V24, (2.33)
VZA+ k?A—V(jousd + V- A) = —yj, (2.34)

przy czym k jest liczbg falows, k? = w?pe.
Zastosowanie do (2.34) warunku Lorenza

V-A=—jousd (2.35)
pozwala nam zapisa¢ rownanie (2.34) w postaci
VZA + k?A = —yJ; (2.36)

rOwnanie to nazywamy niejednorodnym rownaniem falowym Helmholtza [7,
32, 58].

W uzupehieniu dodajmy, ze nat¢zenie pola elektrycznego (2.27) mozemy
uzalezni¢ tylko od magnetycznego potencjatu wektorowego A (po zastosowaniu
(2.35)) w nastepujacy sposob

E=—jwd———v©-A). (2.37)
WUE

Zat6zmy, ze nieskonczenie male zrodto z gestoscig pradu J potozone jest
W poczatku uktadu wspotrzednych.
a) A 5 b) A 5

J Q(x,y,z)

z

R=|r-r|
P(x.y.2) v
0 r - P(x,y,2)

z ' >
y y

X X

Rys.2.2. Geometria systemu ze zrédtem pradu o gestosci J potozonym:
w poczatku uktadu wspoétrzednych (a), poza poczatkiem uktadu wspotrzednych (b)

Jezeli prad J ptynie tylko wzdtuz osi z (J,), to istnieje tylko sktadowa 4,
magnetycznego potencjatu wektorowego i rownanie (2.36) przybiera posta¢

V24, + k2A, = —uJ, . (2.38)
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We wszystkich punktach przestrzeni poza zréodtem pradu J, zachodzi
Jz = 01 mamy
VZA, + k?A,=0. (2.39)
W granicznym przypadku zrodto z pradem J, jest punktem, co oznacza, ze
A, nie jest funkcja 6 i @. Wowczas, w sferycznym uktadzie wspotrzednych, A,
zalezy tylko od odlegtosci r, czyli A, = A,(r) i rdwnanie (2.39) zapisujemy
W postaci

10 0A,(r)
VZA,(r) + k?4,(r) = TZE[ 2 |t k?A,(r) =0 (2.40)
lub po zroézniczkowaniu
d?A,(r) 2dA,(r
A1) 234D 4 yag =0, (2.41)

dr? r dr

Roéwnanie (2.41) ma dwa niezalezne rozwiazania:

e—jkr
Ay =0 . (2.42)
i
e+jkr
Ay, =Cy — (2.43)

ktore odpowiadajg falom rozchodzacym si¢ od zrodta (A,,) i do zrédta (Ay,).
Fizyczne znaczenie ma tylko rozwigzanie dla fali poruszajacej si¢ na zewnatrz.
W zwigzku z tym (po wyznaczeniu wspotczynnika proporcjonalnosci) przyjmu-
jemy, ze rozwigzaniem rownania (2.38) jest

U e Jkr
te= e[| v, @.44)
v

Uwzgledniajgc sktadowe A, i A, dostajemy rozwigzanie niejednorodnego
rownania falowego Helmholtza w postaci

A= f—nﬂf e:krj av’. (2.45)
|4

Jezeli zrédto pradu J potozone jest w punkcie Q(x Ly, z’) poza poczatkiem
uktadu wspotrzednych, to nalezy obliczy¢ odlegtos¢ R migdzy zrodtem a punk-
tem obserwacji P i wowczas
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u e~ JkR
A(ny'Z)ZEfJ-f R ](x'y 'Z)dV' (246)
4
Znajac wartos¢ magnetycznego potencjatu wektorowego A latwo wyzna-
czamy natezenie pola elektrycznego (2.37) i natezenie pola magnetycznego
(2.22) [7, 49, 52].

2.4.  ROZPRASZANIE POL ELEKTRYCZNYCH
PRZEZ OBIEKTY DOSKONALE PRZEWODZACE

Zajmiemy si¢ analizg rozpraszania pol elektrycznych przez obiekty zbu-
dowane z doskonatego przewodnika, dla ktorych nie mozna przyjac¢ zatozenia
upraszczajgcego o rozktadzie pradu jako funkcji jednej zmiennej — potozenia
wzdtuz jednej osi uktadu wspotrzednych. Takimi obiektami sa bryty lub po-
wierzchnie przewodzace. Zakladamy, Zze sa one opisane powierzchnig S
umieszczong w jednorodnym, nieskonczonym osrodku o parametrach p oraz e.

Przyjmujemy réwniez, ze w tym oérodku sa obecne pola pobudzajace E°
oraz H', speliajace rownania Maxwella. W analizie bryt przewodzacych moz-
na wykorzysta¢ rownania caltkowe dla pola elektrycznego lub magnetycznego,
natomiast w przypadku powierzchni otwartych — rownania dla pola elektrycz-
nego.

Poniewaz rownania catkowe sa konstruowane w oparciu o odpowiednie
warunki brzegowe, numeryczne ich rozwigzywanie wymaga obliczania pola na
powierzchni S. W omawianych dalej zagadnieniach zaktadamy, ze powierzch-
nia S jest gtadka, co nie znaczy, ze analizowany obiekt nie moze zawierac kra-
wedzi (eliminowatoby to z analizy powierzchnie otwarte). Stwierdzamy tylko
fakt, ze w procedurze numerycznego rozwigzywania réwnan nie bedziemy
umieszcza¢ tzw. punktéw obserwacji na krawedziach analizowanych po-
wierzchni. W kontekscie zastosowania metody momentéw oznacza to, ze kwa-
dratury stosowane do numerycznego obliczania pewnych catek nie moga zawie-
ra¢ punktow bedacych na krawedziach, a ewentualny osobliwy charakter po-
szukiwane]j wielkosci bedzie uwzgledniony w rozwigzaniu tylko w przyblizony
Sposob.

Jezeli powierzchnia S jest doskonale przewodzaca, w kazdym jej punkcie
sktadowa styczna wypadkowego pola elektrycznego znika, zgodnie z odpo-
wiednim warunkiem brzegowym. Wypadkowa pola elektrycznego jest sumg
dwoch sktadnikow: pola padajacego E* oraz pola wtornego (rozproszonego) E*.
Wymieniony warunek brzegowy przyjmuje wowczas postac

[E‘r) + E()],, =0, res, (2.47)

przy czym symbol ,.tan” oznacza sktadowa styczna do powierzchni S w punkcie
r[8, 23, 72].
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Po podstawieniu za ES zaleznosci
E=—jwA—V, (2.48)

a nastepnie zastosowaniu wzoré6w na magnetyczny potencjat wektorowy
— i ! ! ’
A0 = 4= [ 166 s (2.49)
S
i elektryczny potencjat skalarny

1
() = 7 [ a6 s’ (250)
S

oraz warunku ciggtosci
V-] =—jwq, (2.51)

réwnanie (2.47) otrzymujmy w postaci
[E'(T) — jwA(r) — VO(T)]

tan
= |Ei(r) +
—jwif](r')c(r )dS’ +
in ' (2.52)
5
1 V. -Jir
+V f T ]( )G(T,T,)dS, =0, TES,
4me jw
S tan

w ktorej operator V7, oznacza powierzchniowa dywergencje (symbol () wska-
zuje, ze rozniczkowanie odbywa si¢ wzgledem wspotrzednych zrodta wskazy-
wanych przez wektor ') [15]. Skalarna funkcja G (tzw. funkcja Greena) defi-
niuje zwigzek miedzy zrodlem punktowym a potencjatem w punkcie obserwacji
—jkR
R
przy czym wielko$¢ R = |r - r'| oznacza odleglo$¢ migdzy punktem zrodto-
wym wskazywanym przez wektor ' a punktem obserwacji, ktory jest wskazy-
wany przez wektor r [32].

Na podstawie rownania (2.52) wnioskujemy, ze:

e dane o geometrii analizowanej struktury sg zawarte w informacji

o powierzchni catkowania S oraz w operacji wyodrebniania skta-
dowej pola elektrycznego stycznej do tej powierzchni,

G(r,r) = (2.53)
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e 7 obecnosci operatoréw catkowania prowadzone obliczenia doty-
cza wylacznie punktow nalezgcych do powierzchni S,

e jedyng wielkoscig nieznang jest powierzchniowa gesto$¢ pradu J
[65].

25. METODA MOMENTOW

Rozwigzanie réwnania (2.52) ze wzgledu na nieznany rozklad gestosci
pradu J pozwala okresli¢ pola w dowolnym punkcie przestrzeni. Na ogdt nie
mozna poda¢ analitycznego rozwigzania w formie zamknietej, mozliwe jest
jednak numeryczne uzyskanie rozwigzania przyblizonego. Dokonujemy zwykle
aproksymacji poszukiwanej wielkoSci w postaci liniowej kombinacji

N
J@Y =) b ful). (254)
n=1

Wystepujace w aproksymacji (2.54) znane funkcje f,, (r') sg to tzw. funk-
cje bazowe. Definiujemy je tak, aby byly liniowo niezalezne oraz aby za pomo-
ca skonczonego ich zbioru mozliwe bylo dobre przyblizenie poszukiwanego
rozktadu pradu. Wspoétczynniki I,, definiuja wagi przypisane n-tym funkcjom
bazowym. Przez zastosowanie przyblizenia (2.54) zagadnienie poszukiwania
gestosci pradu w nieskonczenie wielu punktach dziedziny rownania catkowego
sprowadza si¢ do znalezienia skonczonej liczby N wspotczynnikéw rozwinie-
cia. Zwigkszenie liczby N prowadzi do zwigkszenia doktadnosci aproksymacji.
Funkcje bazowe mozna zdefiniowa¢ w catej dziedzinie € S lub mozna po-
dzieli¢ S na mniejsze elementy i zdefiniowa¢ segmentowe funkcje bazowe,
ktére beda niezerowe wylacznie w pewnej poddziedzinie S. Drugie rozwiazanie
jest zwykle preferowane ze wzgledu na elastyczno$¢ w opisie rozktadu zrodet
na obiektach o skomplikowanych ksztattach. W wielu praktycznych przypad-
kach funkcje bazowe definiujemy, przyjmujac za segmenty proste ksztalty
geometryczne, np. odcinki dla tzw. cienkich przewodow lub trojkaty dla po-
wierzchni. Takie postgpowanie jest oczywiscie zrodtem dodatkowych niedo-
ktadnosci w obliczeniach [62].

Dla uproszczenia dalszych zapisow rownanie (2.52) przepisujemy w naste-
pujacej postaci:

L")} = &), res, (2.55)
w ktorej liniowy operator £ jest zdefiniowany jako
_ . H‘ 12 12 1 VT’ ' (*) / /
L{x} = []CU 4ﬂj(*)G(r,r )ds V4n€f o Gr,r)dS'[ , (2.56)
S N tan

&(r) natomiast reprezentuje styczna do S sktadowg pola padajacego
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E(r) = [E'(1)]

Po podstawieniu do rownania (2.55) aproksymacji (2.54) oraz wykorzysta-
niu cechy liniowosci operatora £, otrzymujemy roéwnanie

(2.57)

tan’

N N
L{; I in(r')} = ;171 L{fa(} = E(),  TES (2.58)

W wyniku zastosowania aproksymacji, zamiast réwnania catkowego za-
wierajacego nieznang funkcje, mamy teraz liniowe rownanie algebraiczne ze
skonczong liczba nieznanych wspotczynnikow I, [47, 52].

Roéwnanie (2.52) ma by¢ spetnione dla kazdego punktu obserwacji lezace-
go na powierzchni S. Podobnie, zapis (2.58) oznacza przyblizone spetnienie
oryginalnego réwnania w nieskonczonej liczbie punktoéw obserwacji r € S, co
generuje nieskonczenie wiele rownan liniowych. Aby wyznaczyé N niewiado-
mych, wystarczy rozwigza¢ uktad N r6znych rownan liniowych.

Poszukiwany uktad rownan liniowych uzyskujemy z réwnania (2.58) przez
zastosowanie do obu jego stron tzw. operacji testowania

(w,wy) = fu(r) “wp(r)ds’, m=12,..,N. (2.59)
5

We wzorze (2.59) wielko$¢ u(r) oznacza jedng ze stron rdwnania (2.58),
a w,, (r) jest tzw. funkcjg testujacg (wagows).
Po zastosowaniu operacji (2.59) do obu stron rownania (2.58) dostajemy

N
Z LALU o )Y W (1)) = (ECr); Wy (1)), m=12 ..N. (260
n=1

Zapisowi (2.60) oznaczajacemu N roéwnan liniowych z N hieznanymi
wspotczynnikami mozemy nadaé posta¢ macierzowa

[Zmn 1] = [V, (2.61)

w ktorym: [I,] to macierz kolumnowa nieznanych wspotczynnikow rozwiniecia
(2.54), [Z ] to tzw. macierz impedancyjna dana przez

Zmn = (L@ w, (), mn=12,..,N;
[V;,.] to wektor pobudzenia dany jako
Vi = (E@); wp, (1)), m=1,2,..,N.

Uktad réwnan (2.61) rozwigzuje si¢ typowymi metodami algebry liniowej
[8, 21, 22].

Zauwazmy, ze od poprawnego wyboru zbioru funkcji wagowych zalezy
numeryczne uwarunkowanie uktadu (2.61) oraz doktadno$¢ uzyskanej aprok-
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symacji poszukiwanej wielko$ci. Czestym wyborem jest zbior funkcji delta
Diraca, albo zbior funkcji wagowych takich samych, jak funkcje bazowe uzyte
w rozwinigciu (2.54). Metoda momentdéw z zastosowaniem drugiego wyboru,
uwazanego za prowadzacy do dobrze uwarunkowanych uktadow réwnan linio-
wych, znana jest pod nazwg metody Galerkina lub Bubnova-Galerkina.

2.6. ROWNANIA CALKOWE POLA ELEKTRYCZNEGO

Réwnanie catkowe wprowadzone w punkcie 2.4, wynikajace z konieczno-
$ci spetnienia na powierzchni przewodnika warunku brzegowego dla pola elek-
trycznego, zapisujemy w postaci

_ G(r,r")dS’ =
I (2.62)

tan

.M , N ol 1 (V.- J@")
[]wﬁ—!](r )G(r,r")dS _V47rg_[

= [E{(1)] res.

tan’

Rownanie (2.62) nazywa si¢ rownaniem catkowym pola elektrycznego
(electric field integral equation; EFIE) w dziedzinie czestotliwos$ci.

Zgodnie z zasadami rozwigzywania rownan, opisanymi w punkcie 2.5,
przyjmuje si¢, ze powierzchniowa gesto$¢ pradu wystepujaca w réwnaniu
(2.62) aproksymujemy za pomocg pewnego zbioru funkcji bazowych f,

N
J@) = Y dy fal). (263)
n=1

Po podstawieniu wyrazenia (2.63) do rownania (2.62) oraz wykonaniu te-
stowania wynikowego rownania z wykorzystaniem tego samego zbioru funkcji
(metoda Galerkina), otrzymuje si¢ uktad réwnan liniowych

[Zmn] [In] = [Vm]v (2.64)
w ktorym

Ty = o [ An(0) fn 035 + [ 00, () - fn(r)ds =

5 5

o u
= jw-— Gr,r)f ") frn()dS'dS +
4”! Sf (2.65)

__1 f v f v f )G, r)dS |V £ ()ds,

JjwATme
s
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Vo = [ B0 fm ), (2.66)
S
przy czym magnetyczny potencjat wektorowy

M ! ! !
A1) = 1 [ G, f s (2.67)
s
i elektryczny potencjat skalarny

(1) =~ [ U £ G (2.68)

JjwAime
s

We wzorze (2.65) wystepuja dwa operatory rézniczkowania nabla, ktore
nalezy uwzgledni¢ w procedurze algebraizacyjnej. Wewnetrzny operator dywe-
rgencji oddziatuje bezposrednio na funkcje bazowa, co sugeruje wybor zbioru
funkcji bazowych z klasy funkcji rézniczkowalnych. Do takich funkcji naleza
powszechnie stosowane w modelowaniu tzw. funkcje RWG (nazwa pochodzi
od inicjatéw pomystodawcow; Rao — Wilton — Glisson). Konstrukcja funkcji
RWG zaklada, ze powierzchni¢ S aproksymujemy z uzyciem odpowiednio ma-
tych w stosunku do dtugosci fali elementow trojkatnych [1, 29, 30, 31].

Funkcje bazowa okreslamy na dwoch sasiadujacych ze soba trojkatach
W sposob pokazany na rysunku 2.3.

a) R /

b)

Rys.2.3. Definicja funkcji bazowej RWG:
(a) parametry zwigzane z krawedzig n; (b) rozktad pradu powierzchniowego
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Funkcje RWG definiujemy jako

L.pt +
(2fn_tn, v ey,
24% k)
fﬂf)=4hm£ Pr i} (2.69)
= T ! E T ]
| 24, hy, reh
0, re¢ T uT,,

przy czym A}, A; - odpowiednio pola powierzchni trojkatow T,F, T ; by, hy, -
wysokosci tych trojkatow, liczone od swobodnych wierzchotkow do wspdlne;j
krawedzi; wektor p; jest wektorem od swobodnego wierzchotka trojkata T, do
punktu " (' € T;"); wektor py jest wektorem od punktu r' do swobodnego
wierzchotka trojkata T, (r' € Ty;) [14].

Definicja (2.69) opisuje elementarny rozktad pradu narastajacy (od zera)
od swobodnego wierzchotka trojkata T,f do wspolnej krawedzi [,,, a nastepnie
malejacy do swobodnego wierzchotka T, . Z zaleznosci (2.69) wynika roéwniez
definicja powierzchniowej dywergencji f,, wymaganej w obliczaniu elementéw
macierzy impedancyjnej (2.65). Wyraza si¢ ona zaleznoscia

( 2

E:EJ T, ETT?-,

Vi fu@)={ b _ 2 - (2.70)
Ay hy’ n
0, re¢ T UT,.

Wynika z niej, ze gestos¢ powierzchniowa tadunku elektrycznego zwigza-
nego z pradem, opisanym przez (2.69) rownaniem ciagtosci, jest stata w obrebie
trojkatow, natomiast catkowity tadunek zwigzany z funkcjg bazowa f,, jest
zerowy.

Podstawienie (2.69) i (2.70) do (2.67) i (2.68) pozwala obliczy¢ potencjaly
wytwarzane przez funkcje bazowa RWG [37, 68, 69, 100].

W przypadku catkowego réwnania pola elektrycznego w dziedzinie czasu
(TD-EFIE; time domain electric field integral equation) pole wtoérne (rozpro-
szone) E° powigzane jest z gestoscig pradu J (1, t) na powierzchni S zalezno$cia

JdA(r,t)

ES(r,t) = ———— Vo), (2.71)
w ktorej magnetyczny potencjat wektorowy
_ I'l ](r,’ T) /
Al ) =~ f 7 4S (2.72)
s

i elektryczny potencjat skalarny
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1 q(r’, 1) |,
o(r,t) = EJ‘ R ds’. (2.73)
S

W rownaniach (2.72) i (2.73) T = t — R/c jest czasem opdznienia (R /c to
czas, w ktoérym fala elektromagnetyczna pokonuje odlegto$¢ miedzy punktami
obserwacji i zrodtowym). Jesli predkos¢ rozchodzenia si¢ fali w otaczajacym
os$rodku nie jest rowna predkosci $wiatta, to wyznaczamy predkos¢ v ze wzoru

v = (ue)" /2, (2.74)
Powierzchniowa gestos¢ tadunku q(r, t) powigzana jest z powierzchniowa
dywergencja pradu J (7, t) przez rOwnanie ciagglosci
dq(r,t)
at

Po uwzglednieniu (2.75) elektryczny potencjal skalarny zapisujemy w po-
staci

v-J(rt) + 0. (2.79)

t
1 v.-Jir,t
q§(r,t)=—4ngjf r ]}g )dt’dS’. (2.76)
S0

Wiedzgc, ze na powierzchni S spelniony jest warunek brzegowy (2.47),
dostajemy rownanie [10, 13, 27, 48]

[aA (r,t)

a tan

+Vo(r,t)| =|Ei(rt) r€S. (2.77)
| =[Ewo]

tan’

Zastosowanie (2.72), (2.73) i (2.75) do réwnania (2.77) pozwala ham na
zapisanie rOwnania catkowego pola elektrycznego w dziedzinie czasu w postaci

T
” ajl(r,'r) ’ 1 ffvr"](r',t') .
ds' — 7,7 2das'| =

S S 0

amot) R (2.78)

tan

= [E\(r, t)]mn, res.

Do jego rozwigzania, tak jak w przypadku rownania (2.62), stosujemy opi-
sang wyzej metode momentow z wykorzystaniem schematu Galerkina i funkcji
RWG [41].

2.7.  INNE POSTACI CALKOWEGO ROWNANIA
POLA ELEKTRYCZNEGO W DZIEDZINIE CZASU

Inne postaci catkowego rownania pola elektrycznego w dziedzinie czasu
otrzymujemy przez zastosowanie operacji rézniczkowania wzglgdem czasu lub
wektora Hertza do rownan juz wyprowadzonych. Jedng z nich jest tzw. rd6znicz-
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kowa posta¢ catkowego rownania pola elektrycznego (derivative electric field
integral equation; DEFIE), ktora wyprowadzamy obustronnie rézniczkujac
wzgledem czasu rownanie (2.71), a nastepnie stosujac warunek Lorenza wigza-
cy magnetyczny potencjat wektorowy A z elektrycznym potencjalem skalarnym
P

0P

c? T 2.79
|7A+at 0. (2.79)

W rezultacie otrzymujemy réwnanie
0ES(r,t) 0%2A(r,t)

= - ’ 2py - A(r, t). 2.80
T Sz T (r,t) (2.80)
Wykorzystujac warunek (2.47), rownanie (2.80) przybiera postac
d%A(r, t OE'(r,t
- v ac, t>] -5 )] (281)
ot
lub
U > J@', 1) 6E‘(r t)
s ta

Stosujac obustronne rézniczkowanie wzgle;dem czasu do réwnania (2.78),
otrzymujemy zaleznos$¢

“azf@d va @ ] _

4 at?  4me R
[aE‘(r t)]

tan (2.83)

Z kolei, wyrazajagc powierzchniowa gestos¢ pradu poprzez wektor Hertza
c(r,t) [30, 93]

Jr,t) = %c(r, t) (2.84)

i stosujac zaleznos¢ (2.86) do rownania (2.78) otrzymujemy kolejng forme row-
nania catkowego pola elektrycznego w dziedzinie czasu

u 02 jc(r’,r) .V er"C(r"T)

! — i
warr) R e R ds] =[E‘(r )], (2.85)

S N tan

Zastosowanie wymienionych alternatywnych postaci catkowego rownania
pola elektrycznego w dziedzinie czasu shuzy uproszczeniu oraz poprawie jako-
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$ci (stabilno$¢, powtarzalno$¢) i doktadnosci obliczen numerycznych podczas
wyznaczania pragdow powierzchniowych indukowanych na badanych obiektach.
Jakkolwiek, kazda z tych postaci ma swoje ograniczenia, zalety i wady.

2.8. ANALIZA STRUKTUR
ZBUDOWANYCH Z CIENKICH PRZEWODOW

Modelowanie zachowania si¢ struktur cienkoprzewodowych pobudzanych
impulsami pola elektrycznego ma dtuga histori¢ i pozostaje nadal waznym pro-
blemem badawczym. Od kiedy Pocklington i Hallén jako pierwsi sformutowali
swoje rownania, wielu naukowcow rozpatrywato rozne metody analitycznego
i/lub numerycznego wyznaczania pradu indukowanego na powierzchniach tych
struktur przez padajace impulsowe pole elektryczne lub pobudzanie struktury w
szczelinie utworzonej na jej dlugosci (tzw. delta-gap excitation). Matematycz-
nie problem sprowadza si¢ do jednowymiarowego rownania calkowo-
roézniczkowego.

Przyjmujemy nastepujacy model struktury cienkoprzewodowej. Prostoli-
niowy przewdd cylindryczny o dtugosci L i promieniu a wykonany z doskona-
tego przewodnika umieszczamy w jednorodnym i izotropowym osrodku o pa-
rametrach {e, u} i zaktadamy, ze jest on potozony wzdtuz osi z uktadu wspot-
rzednych tak, Zze wspotrzgdne koncow leza w punktach z=—L/2 oraz
z=1L/2.

el

:

LY
z=-1J2 v

2a
-« »

Rys.2.4. Cienki prostoliniowy przewdd cylindryczny
pobudzany impulsem pola elektrycznego
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Przez okreslenie ,,cienki” rozumiemy przewod, ktérego promien jest duzo
mniejszy od jego dtugosci (a < L) i jednoczesnie duzo mniejszy od dhugosci
fali elektromagnetycznej (a << 1). W praktyce za cienkie uwaza si¢ takie prze-
wody, dla ktorych parametr Kinga Q = 21In(L/a) jest wigckszy od 10.

Z fizycznego punktu widzenia, przewod jest cienki wtedy, jesli mozemy
poming¢ wptyw innych sktadowych pradu niz sktadowa wzdtuz osi przewodu
oraz poming¢ zmiany tej sktadowej w poprzecznym przekroju anteny.

W analizie przyjmujemy, ze straty cieplne w metalu, z ktorego wykonany
jest przewod, zwigzane ze skonczong przewodnoscia, sa pomijalne [7].

Na tak zdefiniowang strukture pada impuls pola elektrycznego o natezeniu
E!, ktory indukuje na niej prad o gestosci powierzchniowej ] i tadunki elek-
tryczne o gestosci powierzchniowej p, ktére sa zrodtem promieniowania roz-
proszonego.

2.8.1. Réwnania Pocklingtona

Konsekwencja przyjecia przyblizenia cienkoprzewodowego jest to, ze prad
elektryczny ptynacy po pobocznicy przewodu ma tylko sktadowa skierowang
wzdtuz osi przewodu oraz, ze warto$¢ gestosci pradu zalezy wylacznie od
zmiennej z.

Zaktadamy, iz pobudzajace impulsowe pole elektryczne E! jest skierowane
réwnolegle do osi przewodu, czyli E! = EL. Punktowi obserwacji przypisujemy
wspotrzedna katowa ¢ = 0. Zwykle tez pomijamy efekty zwigzane z zachowa-
niem si¢ pradu na koncach przewodu.

Uwzgledniajac powyzsze uproszczenia oraz zapisujac odlegltos¢ miedzy
punktem zrodtowym a punktem obserwacji jako [80]

R,=|r—1r'|= J(z —-z')% + 4azsin2%, @ €E(—m,m) (2.86)

rownanie (2.52) przybiera postac
0d(z)
0z

EZi(Z) _ijZ(Z) -

= E;(2) +
L/2 1
—jwﬁ f f]z(z’) “G(z,z',¢") - ade'dz' +
—L/2 —
L/th - " (2.87)
o 1 1 dJ, (' o o
+£ E f f}—w dz’ G(Z,Z,QD) adq) dz =
-L/2 -1
=0, dlaze(-L/2,L/2),
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w ktorej
e_ija
G(z,2z',¢") = (2.88)
R,
Wprowadzajac oznaczenie
1 Y3
K(z,z") = o f G(z,z',9")do' (2.89)
i zastgpujac gestosc pradu elektrycznego pradem catkowitym
1(z") =2ma-],(z") (2.90)
dostajemy
. ) 09 (2)
B — jody(2) = —5 = =
= El(@) +
L/2
. ‘Ll I ! !
—jw— f 1(z") " K(z,z)dz' +
A s (2.91)

L/
j 1 dl(z) K(z,2dz' | =0
az 4me Jjw £z )z =5

Zalezno$¢ (2.91) znana jest jako wersja dwupotencjalowa roéwnania Poc-
klingtona z jadrem doktadnym opisanym wyrazeniem (2.88) [51].

Zaktadajac, ze do rozwigzania problemu rozpraszania wystarczajace jest
potraktowanie pradu catkowitego, tak jakby byt on skoncentrowany na osi
przewodu (z punktem obserwacji znajdujacym si¢ nadal na pobocznicy wal-
ca),mozna przyjac, ze

e~ ik (z=2")2+a?
K(z,z") = : (2.92)
Aproksymacja (2.92) stanowi istote tzw. przyblizenia cienkoprzewodowe-
go. Funkcje po prawej stronie (2.92) nazywa si¢ jadrem zredukowanym
(uproszczonym) roéwnania catkowego (2.91).
Druga catke w rownaniu Pocklingtona (2.91) przeksztatcamy stosujac cat-
kowanie przez czesci i jednocze$nie wprowadzamy zewnetrzny operator roz-
niczkowania pod znak catki
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L L
z 2
d aI(z") , ) aI(z") aK(Z,Z’) ,
& JL. 0z’ K(Z'Z)dz - f 9z’ dz dz' =
2 L (2.93)
I— 2
, aK(z,zf)z_L/z K(z2)
=i =2 - e =
Z Z’=—L/2 A VA
2
z P - punkt obserwacji
TN >l P

>N

b2 _ in®
T sin 7
b= 2asin%

v 1
N
Q(z) '@/Q-punkt zrodtowy
b

A
z

P(z)  P-punkt obserwacji

D)

I

Q - punkt zrédtowy

Rys.2.5. Model przewodu dla rownania catkowego z jadrem doktadnym (gora)
i z jadrem zredukowanym (dot)
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Wiedzac, ze na koncach przewodu prad przyjmuje warto$¢ zero, pierwszy
sktadnik w réwnaniu (2.93) znika. Dodatkowo biorac pod uwagg, ze funkcja K
spetnia zalezno$ci:

0K(z,z')  0K(z2z')

0 A
’ ’ (2.94)
0%K(z,z") B 0%K(z,z")
0z2 - 6212
otrzymujemy alternatywna wersje rownania Pocklingtona w postaci
L/2
1 2 o° ! Ndz' L 2.95
pr f/ k +ﬁ ‘K(z,2z")|-1(z')dz' = —EL(2), (2.95)
-L/2

przy czym, jak poprzednio, k? = w?ue oznacza liczbe falowa charakteryzujaca
osrodek [49, 95].

W dziedzinie czasu, réwnanie Pocklingtona z jadrem doktadnym zapisu-
jemy nastepujaco

L/2 . .
1 [0%2 10 1(z',t — Ry /c) 0E(z,t)
o — 7 Y de'dz = ———~2 2.96
8m2e [822 c? at] ,[ f R, dedz ot (2.96)
-L/2 -1

Z R, opisanym rownaniem (2.86).
Natomiast rownanie Pocklingtona z jadrem zredukowanym przedstawia
wzor [54]

L/2 .
1 [0 1 02 J(z',t —R/c) OE'(z,t)
-~ —  dy =7 2.97
4re [622 2 atZ] f R at (2.87)
-L/2
w ktorym
R=.(z—-2")*+a? (2.98)

tak jak poprzednio, jest odlegloscia pomiedzy lezagcym na pobocznicy przewodu
punktem z obserwacji i lezagcym na osi przewodu punktem z’ catkowania.

Zwroémy uwage, ze rownanie (2.97) jest rownaniem rézniczkowym,
w ktérym niewiadomg jest stojgca po lewej stronie rownania catka. Rozwigza-
nie takiego réwnania rozniczkowego prowadzi do obliczenia wspomnianej cat-
ki. Latwo sprawdzi¢, ze w ten sposob otrzymamy omawiane dalej rOwnanie
Halléna.
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2.8.2. Rownania Halléna

Majac na uwadze wszystkie zatozenia i uproszczenia jakie przyjeto do mo-
delowania struktur cienkoprzewodowych oraz wiedzac, ze na koncach przewo-
du prad zanika, réwnanie okreslajace natezenie pola elektrycznego (2.37) przy-
biera postaé

Bl = oA — i L %4, 1 dZAZ_l_ 2,04 | =

z = TJ0% ]w,us 0z2 Jw,us dz2 O B T
=—j— A,l.
]wus dz? T rd,

Z warunku znikania na powierzchni przewodnika sktadowej stycznej pola
elektrycznego, tzn. EL = 0, dostajemy jednorodne rownanie Helmholtza
d*A

“ivkea =0 (2.100)

Poniewaz gesto$¢ pradu na powierzchni przewodu jest symetryczna wzgle-
dem jego geometrycznego Srodka mamy J, (z ) = ]Z(—Z'), zachodzi réwniez
A,(z) =A, (—z') i rozwigzanie rownania (2.100) dane jest w postaci

A,(z) = —j\/ﬁ- [Bcos(kz) + Csin(k|z|)], (2.101)

przy czym B i C sa stalymi zaleznymi od warunkow granicznych powodujacych
zanikanie pradu na jego koncach [94, 95].
Poréwnujac (2.101) z magnetycznym potencjatem wektorowym
w [ e 2.102
_—— ! .
to=e | 15 (2102)
-L/2

dostajemy rownanie catkowe Halléna dla doskonatych przewodnikow [7]

L2 o JkR .
J Iz 7 dz' = —jAn ; [Bcos(kz) + Csin(k|z|)]. (2.103)
-L/2

W réwnaniach (2.102) i (2.103) R moze by¢ okre$lone wzorem (2.86) lub
(2.98). Zalezy to od przyjetego w rownaniu catkowym jadra (jadro doktadne lub
jadro zredukowane).

Roéwnanie Halléna w dziedzinie czasu okreslamy dla przewodu potozonego
wzdhuz osi z ukladu wspotrzednych tak, ze wspotrzedne koncow przyjmuja
warto$ci 0 i L. Przewod pobudzany jest impulsem pola elektrycznego o nateze-
niu E* pochodzacym z lokalnego generatora umieszczonego w geometrycznym
srodku przewodnika.
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Roéwnanie Halléna z jadrem zredukowanym przybiera wowczas postac

L R
Iz t—=
f ( o C)dzl:
0 (2.104)

L
—F(t Z)+F(t L_Z)+1fEi - |z —Z'| dz’
-0 c L c 2n Z c Z
0

przy czym n =./u/e to impedancja charakterystyczna osrodka (dla prozni
n = 120w Q); funkcje Fy(t) i F,(t) opisujace wielokrotne odbicia fal prado-
wych na koncach przewodu sa rozwigzaniami réwnania falowego
02 1 02
d0z? c?0t?
w ktorym G (z, t) to funkcja Greena, a §(z) i §(t) — funkcje delta Diraca.
Funkcje Fy(t) 1 F; (t) definiujemy zaleznos$ciami:

oSl ) S22

]G(Z, t) = —=48(2)58(0), (2.105)

) P (2.106)
RO =Y k(-2 - Y gy (- EEDD)
n=0 n=0

w ktorych funkcje pomocnicze K, (t) i K;(t), wyznaczone dla warunkow gra-
nicznych na koncach przewodu, sa rowne:

L ', R L
Ky(t) = dez’—if@i (z’,t—g) dz’,

4nR 2n
0 0 (2.107)
U PR YRR
KL(t)=f4n—Rdz —%J_Ez<z,t— p )dz.
0 0

Rownanie catkowe Halléna w dziedzinie czasu mozemy rozwigzaé stosujac
aproksymacj¢ pierwszego rzedu. Wprowadzong przez Halléna catke po lewej
stronie rownania (2.104) zapisujemy nastepujaco [9]
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anrR 0 T
ay L L.(,. Ry _ _a (2.108)
_ I (Z,;T— E)f%dz’ N f I (Z ,t CzﬂRI (Z,t c) iy
0 0
Zaktadajac, ze zachodzi
il e —BY_ _a
jl(z ,t CZHRI (Z,t c) iy =0 (2.100)

0

dokonujemy kolejno nastepujacych przeksztatcen catki po lewej stronie wyra-
zenia (2.108):

L ' _B _a) L
fI(Z‘t C) dZI :I(Z':T[ C) j%dzl JRE—
0

0 b a (2.110)
=W[ln Z’—z+\/z’2—222’+zz+a2”z:
a
:W[IH(L—Z-F (L—Z)2+a2)+

—ln(z+ (L—z)2+a2)] =

=I(Z,t—%)

[ _ — 2+ a2) —
py _ln(L z++(L—2) +a) InL +

+lnL+1n(z+\/(L—Z)2+a2)—lnL+lnL] =
a _
I(z,t—E) L z+Vz? + a?
=—21n<—>+ln — |+
4r a L

L—z++(L—2)?+a?
+In 7 =

i dostajemy rownanie (2.104) w postaci



(o9

4w .
= F, (t Z)+F (t L_Z)+ : fEi oA\ P -
=Tl c L c 21 zZ, c z,

0

przy czym okreslenie wielko$ci (z) wynika z zapisu wyrazenia (2.110).
Rozwigzaniem rownania (2.111) jest prad ptynacy wzdtuz przewodu pobu-
dzonego impulsem pola elektrycznego o nat¢zeniuE*

‘N(z) =

1
2nAz . a |Z—7L|
I(z,t) =———=FE'|t+——"—""F— |+
n-02(z) c c
(2.112)

4 4m F (H_a z)+ 4m F (H_a L—Z)
2(z)° c ¢ =" c c /
przy czym Az jest dtugoscia szczeliny, w ktorej umieszczono lokalny generator
[9].

Po wyznaczeniu funkcji Fy(t) 1 Fy,(t), Z warunkow granicznych na kon-
cach przewodu oraz zatozeniu, ze wspotczynniki odbicia fal pradu na koncach
przewodu sg rowne I' = —1, a czas opoznienia przy odbiciu jest rowny zero
dostajemy ostateczng forme zaleznosci (2.112) w postaci rownania (2.113).

I(z,t) =
1
2nAz . a |Z—7L|
= t+———2— |+
n-02(2) c c
00 1
2mAz . a zt5L 2nL
-~ Elt+-———2-""|+
n-02(z2) c c c
n=0
o 3
e Y P ) 2113
n-02(z2) c c c (2.113)
n=0
0 3
2mAz : a 3Ltz 2nL
+t——— Y Eilt+-———— |+
n-02(2) c c c
n=0
oo 5
2mAz . a EL—Z 2nL
+ Eift+-——0——-—)

n-02(z) c c c
n=0
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Dodajmy, ze znane sa roézne odmiany rownan Pocklingtona i Halléna,
wtym dla: przewodow krzywoliniowych, przewodéw z dotgczonymi obcigze-
niami impedancyjnymi i pary przewodoéw utozonych dowolnie wzgledem sie-
bie.

2.8.3. Rownania Halléna w dziedzinie czasu
dla ukladu dwéch przewodow prostoliniowych

Uktad poddany modelowaniu w dziedzinie czasu sktada si¢ z dwoch pro-
stoliniowych przewodow A; i A,, o dlugosciach i promieniach odpowiednio
rownych (Li,a;) i (Lp,a,), Spetniajacych wszystkie zatozenia przyblizenia
cienkoprzewodowego i umieszczonych w jednorodnym i izotropowym osrodku
o parametrach {e, u}.

Potozenie przewoddéw w przestrzeni (rys. 2.6) moze by¢ dowolne, ale dla
wigkszej przejrzystosci przyjeto dwuwymiarowy uktad wspotrzednych z prze-
wodem A; potozonym réwnolegle do osi x.

W geometrycznym $rodku przewodu A; umieszczono lokalny generator
impulséw pola elektrycznego o natezeniu E} (impulsy pobudzaja przewod A,).
Pola elektryczne w uktadzie spetniaja nastepujace warunki brzegowe:

1,1 % (E + Ef; + Ef;) =0,

(2.114)
1o, X (E3, + E31) =0,
y A AL, a)
Ez
(X2 Y1)
CER e
(X9, Yo,
E Ai(L1,ay)
° H ] > J
(to5.¥) Ay ro k)
1
0 X

Rys.2.6. Model uktadu dwoch prostoliniowych przewodow
przyjety do wyznaczenia rOwnan Halléna w dziedzinie czasu
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przy czym:
1,1, 1,,, — wektory normalne do przewodow,
E! — pole elektryczne lokalnego generatora pobudzajacego przewod Aj;
generator umieszczono w geometrycznym $rodku przewodu A4,
— pola elektryczne na przewodzie A;:
E3, — sktadowa pochodzaca od pradu I,
E3, — skltadowa pochodzaca od pradu I,
— pola elektryczne na przewodzie A,:
E3, — sktadowa pochodzaca od pradu I,,
E3, — sktadowa pochodzaca od pradu I;.
Dla przyjetego modelu przewodoéw piszemy uktad rownan Halléna z nie-
znanymi pradami I; (x, t) i I, (x, t) [60]:

X R X
A (x’,t— al) 2 I, (x’,t —&—1) cosa
c ’ C ’
47R dx’ + 4R dx’ =
X01 aq on d
X —x X, —X
=Fo, (t———2)+F, (¢t - L1C )+
X1,
r f g (e - X220 g
— x',t— x',
21 1 c (2.115)
X01
X X
L111 x',t—&—r cosa 2L« — =22
J < dx' + f € dx' =
4R, r AR,
01 02
— Xo XL, —X
_Foz(t— 2)+FL2(t— ZC )

Zaktadajac w rownaniach (2.115) jadra zredukowane, okreslamy odlegto-
$ci miedzy punktami obserwacji i punktami zrédlowymi:

Rq, = /(x —x])% + a2,

Re, = (=) + =y + 3 2.116)

I I 2 ! 2
Ra= (G- — =) + (0= v - )"
Czas opOznienia T w pobudzaniu elementow x' jest rtowny
x'+sina

=2 0 (2.117)
(s
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przy czym znaczenie kata a objasniono na rysunku 2.6.
Funkcje Fop, () 1 Fin(t) (m = 1,2) opisujace wielokrotne odbicia fal pra-
dowych na koncach przewodoéw okreslaja zaleznosci:

: 2nL - 2n+1)-L
Fom (t) = Z Kom (t T m) - Z Kim (t - fm),
n=0 n=0

= 2nL = (2n+1)-L
Fin(® = ) Ko (6= =7) = D Kom (e =52,
n=0 n=0

w ktorych funkcje pomocnicze Kg ,, (t) i K, (t) dane sg rownaniami:
Ko,m (t) =

R
[

4R

(2.118)

dx' +

am
xOm

me

1 . [x — x| ,
~ E,f,f§l<x,t—7m>dx,

xOm

(2.119)
KL,m (t) =

R
[l )

4R

dx' +

am
xom

me ,
1 L, — |x — x|
T f E;{f,;(f,t—%)dx'.
xOm

Wypadkowe natezenia pol elektrycznych EY, (m = 1,2) pobudzajacych
przewody A, i A, sg rowne:

ESE = EL + ES, + cosa - ES), (2.120)

ext = E3, + cosa - E3.

Rozwiagzanie powyzszego zbioru réwnan, np. metoda momentéw, prowa-
dzi do wyznaczenia pradow I, (x, t) i I,(x, t) ptyngcych wzdtuz przewodow A,
i 4.
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3. ROZWIAZANIA ROWNAN CALKOWYCH
POLA ELEKTRYCZNEGO W DZIEDZINIE CZASU
DLA PRADOW INDUKOWANYCH
W STRUKTURACH CIENKOPRZEWODOWYCH

W rozdziale jest omawiana metoda numerycznego rozwigzywania rownan
catkowych pola elektrycznego w dziedzinie czasu, ktorej celem jest wyznacze-
nie pragdéw indukowanych na powierzchni struktur doskonale przewodzacych.
Analizuje si¢ takze dyskretyzacj¢ przestrzeni i czasu w rozwigzywaniu rownan
EFIE i DEFIE. Podane sg istotne cechy tych rozwigzan za pomocg klasycznych
schematow MOT 1 MOD oraz efektywniejsze, zaawansowane techniki MOD,
wykorzystujgce liniowe kombinacje wielomianow Laguerre'a w procesie dys-
kretyzacji czasu.

3.1. METODA GALERKINA W PROCESIE DYSKRETYZACJI
PRZESTRZENI W ROZWIAZYWANIU ROWNAN
CALKOWYCH POLA ELEKTRYCZNEGO

Na 0g6t nie mozna podac¢ analitycznych rozwigzan rownan catkowych opi-
sujacych zjawiska elektromagnetyczne (promieniowanie, rozpraszanie) w for-
mie zamknigtej. Mozliwe jest jednak uzyskanie, za pomoca obliczen numerycz-
nych, rozwiazan przyblizonych. W wigkszo$ci przypadkéw techniki numerycz-
nego rozwigzywania rownan catkowych pola elektrycznego w dziedzinie czasu
opierajg si¢ na metodzie Galerkina rozdzielania przestrzennej i czasowej proce-
dury testujgcej w kontekscie metody momentow.

Rozwiazujac réwnania catkowe pola elektrycznego, aproksymujemy po-
szukiwang wielko$¢ — gestos¢ pradu J(r, t) indukowanego na badanej struktu-
rze — za pomoca kombinacji liniowej zbioru przestrzennych wektorowych funk-
cji bazowych f (1) i nieznanych, zaleznych od czasu wspotczynnikow I (t)

M
1@ = ) L(®) fir), 3D
k=1

Podstawiajac to rozszerzenie do rownan (2.78) i (2.83), dostajemy rowna-
nia:
- rownanie EFIE (electric field integral equation)
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H falk(T) fk(T') v,

4_ =T  4me
M T (3.2)
|74% ! .
Z” I (£) =5 f"( Lavas' = o),
k= 0
- rownanie DEFIE (derivative electric field integral equation) [3, 18]
M ! A
iz %I (1) fk(r) Zfl()v fk(T)
4 012  4me k
k=1g k=1g (3.3
OE! (r t)
T

Przestrzennymi wektorowymi funkcjami bazowymi f (r) sa powszechnie
stosowane w modelowaniu funkcje RWG zdefiniowane zaleznosciami (2.69)
[87, 88].

Do réwnan catkowych (3.2) i (3.3) stosujemy proces dyskretyzacji prze-
strzennej w ramach metody Galerkina, tzn. wykorzystujac jako zbior funkcji
wagowych takie same wektorowe funkcje bazowe f,,(r),m =1,2,...,M. Za-
stosowanie tej procedury prowadzi do zaleznosci:

- rownanie EFIE

zfalk(f)ffm( . fr(r ,)dS d5+%

|
ME;

j L, (t)dt' - (3.4)
’ 7, o)
R

1

V) [

N

(h\ﬁ‘

ds'ds = f fm(@) - EX(r,t)dS,
S

- rownanie DEFIE

1S [P0 o[B8+ 25 o

e V0 fulr) aE‘(r 0 (35)
fv fm()f—"des ffm() ds.

S
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Do testowania gradientow potencjatow skalarnych w rownaniu (3.2) i
(3.3) wykorzystujemy wlasnosci funkcji f,,, w powigzaniu z tozsamoscig wek-
torowa

Vi (@fm) =fm Vi@ + OV, frn. (3.6)

Dla uzyskania wigkszej przejrzystosci, porownywania i latwiejszej nume-
rycznej implementacji sktadnikow algorytméw niezaleznych od czasu, wpro-
wadzamy oznaczenia:

nie= e [ ) [P as'as, 37)
S S
Ve fr@) .,

Bk = g | S0 Sf e as'as, 38)
em = ffm(r)-nx (n x E'(r,t))dS, (3.9)

S
ff ) nx|nx—— OF'(r,) ds. 3.10
m T (3.10)

Zastosowanie do zaleznos$ci (3.3) - (3.10) definicji wektorowych funkcji
bazowych (2.69) i zwigzku

(@) = fr (@) + f () (3.11)
prowadzi do rownan:
1
Ab = AT f P f ds'ds, (3.12)
T+

B = A+ i f f ds'ds, (3.13)

Tm Tic

+ 1 + i
emn =5 | PhE (r,tp)ds, n=12,..,N, (3.14)
m
1 OE'(r,t,)
st — ., + g =

em’n = A;"n J.pm at S; n= 1121 IN (315)
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Zauwazmy, ze z wyjatkiem sktadnikow pobudzenia e, , i €, ,, wartosci
sktadnikow niezaleznych od czasu, tzn. A}, | B, nie wymagaja obliczania
w kazdym kroku czasowym t,, [5, 17, 75, 76].

3.2. DYSKRETYZACJA CZASU W ROZWIAZYWANIU
ROWNAN CALKOWYCH POLA ELEKTRYCZNEGO.
SCHEMAT MOT (MARCHING-ON IN TIME)

Po dyskretyzacji przestrzeni, kolejnym krokiem w procesie numerycznego
rozwigzywania rownan catkowych pola elektrycznego jest dyskretyzacja czasu i
wzgledem niego catkowanie.

Stosujac do rownan (3.4) i (3.5) dyskretyzacje czasu i przestrzeni,
i sprowadzajac je do postaci uktadu rownan, wartosci nastgpujacych sktadnikoéw
algorytmow musimy oblicza¢ w kazdym kroku czasowym:

Pl
Amikn = W mkn Amk' (3.16)
Ll
b = 161 SZ bmkn mk' (3.17)
: Ml 4 _
Ak = %Z Ao * At (3.18)
+,_
. Ll _
bmin = 167e Z bmkn ) B;r-lk' (3.19)
— Lm +
n— 7 emns (3.20)
+
— L 5+
€mn = 7 emn- (3.21)
+
Czas opo6znienia aproksymujemy zaleznoscig
R R
T=t-— ; CZyli mkn =t, — T, (322)

w ktorej R} jest odlegloscig migdzy $rodkami cigzko$ci trojkatow T i Ty
[90, 91.

Woéwecezas dostajemy:

— w przypadku rownania EFIE
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_ Ol (T
atg = eomen) (3.23)
i
bin = | IOt (3.24)

0
— w przypadku rownania DEFIE

e _azlk('[;z?c,n (3.25)
mkn — 012 4

bln = L(thin): (3.26)
mkn k\!mk,n

Ostatecznie catkowe rownania pola elektrycznego mozemy zapisa¢ w po-
staci uktadu rownan liniowych:
—rownanie EFIE (3.4)

M
Z (amk,n + bmk,n) =Cemn (3.27)
k=1
—réwnanie DEFIE (3.5)
M
Z(amk,n + bmk,n) = ém,n (3'28)
k=1

lub uktadu rownan macierzowych

1

Zoly =V — ) Zn_+ly, n=12..,N, (3.29)
1

S
|

<
I

w ktorym I, = 0.

Istota rekurencyjnego schematu MOT wyznaczania nieznanych wspot-
czynnikdéw wartosci pradu I, - uktad (3.29), jest jego sukcesywne rozwigzywa-
nie w czasie, tzn. dla kolejnych krokow At [34, 38, 45].

Do wyznaczenia warto$ci I, musimy wyznaczy¢ warto$¢ I, do wyznacze-
nia warto$ci I3 musimy zna¢ I; i I,, itd. Innymi stowy uktad réwnan (3.29) ma
postaé

ZOII = Vl
Zol, =V, — 72114
2013 = V3 - lez - 2211 . (330)

2014 = V4 - 2113 - Zzlz - 2311
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Schemat MOT mozemy réwniez wizualizowac za pomoca blokow
Zo Z1 In_1 ZZ In—2 Zn-1 l1

SR T -

lub struktury

[2011] 'V1] [0 ”11]
Zolz | Vz Zl 0 0 12
= [11.]

[l

ZoLl=1vil-lz, z, o0 (3.32)

llZ°514J| V4,J| _23 Z, Z; 0 JlI?J

Koszt obliczen numerycznych schematu MOT w swojej klasycznej postaci
jest towny O(N.N2), przy czym N, oznacza liczbe krokéw czasowych, a N -
liczbe przestrzennych wektorowych funkcji bazowych uzytych do wyznaczenia
wartos$ci wspotczynnikow I, .

3.3. APROKSYMACJA WIELKOSCI ZAWIERAJACYCH
POCHODNE WZGLEDEM CZASU

Rozwigzujac numerycznie rownania catkowe pola elektrycznego do aprok-
symacji wielko$ci zawierajagcych pochodne wzgledem czasu mozna zastosowaé
schemat znany jako ,,metoda theta” [94, 104]

A(T', tn) - A(T', tn—l)
At
= E'(1,tn-(1-0)),

+0Vd(r,t,) + (1 —-0O)Ve(r, t,_1) =
(3.33)

przy czym odpowiedni wybor wartosci parametru 6 prowadzi do znanych spo-
sobow obliczania ilorazéw réznicowych:

—dla 8 = 0 jest to metoda Eulera ,,do przodu”,

—dla @ = 1 jest to metoda Eulera ,,wstecz”,

— warto$¢ 6 =§ wykorzystuje si¢ w metodzie Galerkina rozwigzywania
réwnan rézniczkowych,

— podstawienie 6 =% daje nam iloraz réznicowy ,,centralny” nazywany
rowniez metodg Crank-Nicolsona.

Zastosowanie metody theta do aproksymacji pochodnej pradu (3.23) daje
iloraz réznicowy [66, 67]

T alk(‘[;l;,n) _ L (tr) — L (tr—1) (3.34)
mk,n ot At '




51

Zaktadajac zastosowanie liniowej interpolacji do aproksymacji wartosci
pradu, catke (3.24) obliczamy z zaleznosci:

—dlag =0
tr—2
5% 1 52
mkn = At Z Ik(t) + - 7 - E ' Ik(tr—z) + 7 ) Ik(tr—l): (335)
—dlag =1
tr-1 1 52
bykn = At- Z I () + ( - E) T (te—q) + > I (L)), (3.36)
w ktorych
e, —t
5= Tmkn — tr—1 (3.37)
At '

Pochodng magnetycznego potencjatu wektorowego wzgledem czasu, tj.
QA(rt)

, mozna najdoktadniej aproksymowaé schematem drugiego stopnia

Jat
,,wstecz”
0A(r,t)  3A(r t,) —4A(r,t,_ 1) + A(r, t,_3) (3.38)
at 24t '

Woéwczas rownanie (3.23) zapisujemy w postaci

ats = aIk (kan — 31k(tr) - 4'1k(tr—1) + Ik (tr—z). (3_39)
mien = g7 24t

Analizujac rownanie DEFIE (2.83), druga pochodng magnetycznego po-

2()

tencjalu wektorowego wzgledem czasu, tj. , TOwniez mozemy aproksy-

mowac ,,wstecz” zalezno$cia

aZA(r,t) A(T n)—ZA(T n— 1) HA(r,t n- 2)

3.40
ot? At? (3.40)
Dla powyzszego przypadku rownania (3.25) i (3.26) przybierajg postaci:
g = (i) _ T(E) = 20 () + () (3.41)
min 012 At? ’
bmkn - Ik(kan =1-9)- Ik(tr—l) +4- Ik(tr)- (3-42)

Dodajmy, ze pod nazwa Newmark-Beta znana jest nastgpujgca postac rOw-
nania DEFIE (aproksymacija ,,wstecz”)
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A(r, tn) - ZA(T' tn—l) + A(T, tn—Z)
At?

- V(D(T, tn—l) + QV(p(T, tTl—Z) =

+ OV, t,) + (1 — 26) -

OE(r ¢ (3.43)
%, 0<6<1,

w przypadku ktorej apy. ,, jest identyczne z (3.41), a

b;ll_cn =
=0(1—-6) L(tr-3) +[(1 = 6) + 636 — 2)] - L (tr-2) + (3.44)
416 4001 —38)] - L(ty_y) + 65 - I (t,).

34. CZASOWE FUNKCJE BAZOWE
W ROZWIAZYWANIU ROWNAN CALKOWYCH POLA
ELEKTRYCZNEGO

Stosujac metode rozdzielania zmiennych do rozwigzywania réwnan cat-
kowych pola elektrycznego, nieznang gestosé pradu J(r,t) aproksymujemy za
pomoca kombinacji liniowej zbioru przestrzennych wektorowych funkcji bazo-
wych f . (r) oraz zbioru czasowych skalarnych funkcji bazowych T, (t)

N M
J@,0 = D" BT~ nbt)fi(r). (3.45)
n=1k=1

Podstawienie tej zaleznosci do rdwnania (2.78) i (2.83) prowadzi do iden-
tycznych réwnan macierzowych (3.27) i (3.28), z ktorych wyznaczamy niezna-
ne wspotezynniki I3} [24].

Czasowe funkcje bazowe moga by¢ definiowane zalezno$ciami:

— funkcje liniowe (pierwszego stopnia) (rys.3.1)

g lton At dla |t At| <t
T (D) = Ac A= (3.46)
0, w pozostatych przypadkach

— funkcje kwadratowe (drugiego stopnia) (rys.3.2)

( 3 /¢t 1 /t\?
1+§-(A_t)+§-(A—t>, dla —At<t<0
£\2
3 /t\% 1 /t)\?
1—§(E> +§(E) , dla At <t < 2At

\ 0, w pozostatych przypadkach



=i 05 0 05 1 15 2
HA

Rys.3.2. Funkcje kwadratowe drugiego stopnia

— funkcje trygonometryczne (rys.3.3 i 3.4) [26]

, (T t—n-At d Al < A
Tn<t)={“’5 =) dale-n-adsar
0, w pozostatych przypadkach
( ) t 0,3 70:462
| |sin|m- |E|
T(t) = # ) dla |t] < At
™ il

0, w pozostatych przypadkach

53

(3.48)

(3.49)
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Rys.3.4. Funkcja trygonometryczna T (t)

— funkcja wyktadnicza (rys.3.5)
T(t) =

( 35,487 - (Ait)2

- {“: (@) (s (@)

w pozostatych przypadkach.

dla |t] <At (3.50)
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Rys.3.5. Funkcja wyktadnicza T (t)

35. NUMERYCZNE ROZWIAZANIA ROWNAN
CALKOWYCH POLA ELEKTRYCZNEGO
Z WYKORZYSTANIEM WIELOMIANOW LAGUERRE’A.
SCHEMAT MOD (MARCHING-ON IN ORDER)

Potaczenie przestrzennych wektorowych funkcji bazowych f, (r) ze zbio-
rem wspotczynnikéw zaleznych od czasu ci (t), pozwala aproksymowac indu-
kowang gesto$¢ pradu zaleznoscig

M
@0 = a® - fi). (351)
k=1
W powyzszym rownaniu wspotczynniki ci (t) definiujemy
() = ) iy by (st (352)
j=0

przy czym ¢;(st) sg funkcjami Laguerre’a

¢j(st) = e Li(st). (3.53)

Wielomiany Laguerre’a rzgdu j, tzn. L;(t), moga by¢ wyznaczane:
— z definicji za pomocg pochodnych
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et d/ . _
L](t) = ]—| E(tj e ), dla j= 0,t =0, (354)
— ze wzoru elementarnego
j
Joy (=DF
(+) = . 3.55
L® kzo(j—k> k!’ (3:55)

— z zaleznosci rekurencyjnej
Lo(t) =1, L) =1-t,
JoL®=@2j—1-1)Li4(®) =~ D L), (3.56)
dlaj>2;t>0.

Wielomiany Laguerre’a sa ortogonalne w przedziale (0, ) z funkcjg wa-
gowg f(t) = et tzn. zachodzi

i 1, dlai=j
fe t-Li(t)-Lj(t)dt={0 o i) (357)
0

05

Magnitude

u=3

05 . . ‘ ‘ .
0 5 10 15 20 25 30
t[s]

Rys.3.6. Funkcje Laguerre’a ¢;(st)

Funkcje Laguerre’a ¢;(st) tworza ortonormalny zbior funkcji bazowych
{bo, D1, 2, ... } i prawdziwa jest dla nich zalezno$é¢

o dl . — .
f bi(st) - b, (sD)d(st) = {(1) o iij (3.58)
0



57

Charakterystyczne wtasciwosci tych funkcji sa przyczyna zastosowania ich
w numerycznej analizie procesow elektromagnetycznych w dziedzinie czasu.
Okreslone sg w przedziale (0, ), co odpowiednio reprezentuje naturalne od-
powiedzi obiektow na pobudzenia impulsowe. Ze wzrostem czasu do nieskon-
czonosci, wartosci funkcji Laguerre’a sa zbiezne do zera i dlatego rozwigzania
rOwnan z ich zastosowaniem nie wykazuja niestabilnosci [44, 46, 53].

Wykorzystujac ortogonalno$¢ tych funkcji wyznaczamy pierwsza i druga
pochodna wspotczynnikow ¢y (t) wzgledem czasu:

j-1

dick(t) =S- Z 1 Ck,j + Cr1 | ¢j(5t), (359)
j=0 1=0
dt2 ck(t) =52 Z [— cj+ Z(} D)y dj(st) (3.60)
oraz catke
t ) & j-1
f Ck(T)dT =E ' Z Ck,j +2- Z(—l)]+l " Ckl (p](St) (361)
0 j=0 =0

Podstawiajac rownanie (3.52) do (3.51) dostajemy

M oo
@0 =) > ay dy(s0) - fim). (362)
k=1j=0

Zastosowanie (3.59), (3.61) i (3.62) do rownania EFIE (2.78) prowadzi do
zalezno$ci [55, 59]

=1J= = S
s Z (3.63)

+22( 1)+, l‘f [¢J(ST)V “fr (")

ds' = E(r,¢).

Podobnie, zastosowanie (3.60) i (3.62) w rownaniu DEFIE (2.83) pozwala
nam zapisaé



IJZOM ® , . (3.64)
41te . k.j r R = FTE
k=1j=0 S

Wykorzystujac w (3.63) i (3.64) procedur¢ Galerkina testowania z funk-
cjami przestrzennymi, dostajemy:

—rownanie EFIE

ZZ Ck]+chl ffm() fd)l( ) f(r )deS+

_1]_

ZHESZZ ck]+22( /¥, f r’ (3.65)

k=1j=0 3

fm(r)f [¢](S‘E)V; fk(r')] ds'ds = ffm(r)-Ei(r,t)dS,
S S

—rownanie DEFIE

M o j-1

us? 1 _

T 2 2 3000+ 2,0 =Dk | [ fmr)
k=1 j=0 1=0 5

_J¢j(5f)fk(r') 4S'dS +

M

4jstick1fV Fm(r )f [(pj(sr)v;;'f"(r’)] ds'ds =
k

=1 ]:

ffm 6‘(1')

(3.66)

Ostatecznie, zastosowanie funkcji ¢;(st) (i = 0,1,2, ..., N) do rozszerzenia
czasowego, daje nam:
—rownanie EFIE
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Svf1© R\ £ ()
us k
_TL'Z E Ck,1 ffm( ) f1v<5?) ds'dsS +
k=1 j=0 =0
M i
! 2 1)+t v
+ e vy Ck,j T ( ) ey r (3.67)
=1j= 1=0 S

—rownanie DEFIE

o M i 1 j-1
us .
—nzz 7 Gl +Z(l — Dey, ffm(r)'
i=1j=0 1=0 5

'f’v (Sg)fk;r’) ds'ds +
J | (3.68)

+4Lmzzck,j [0 fnt Sf [lv (s?)%"m] ds'ds =

W ostatnich rownaniach, po wykorzystaniu tozsamosci Sheffera [43, 102]

Lt +D) = ) Li(® - i = L1 (9] (369)
k=0

i ortogonalnos$ci funkcji Laguerre’a, zdefiniowano (przyjmujac v =i — j)

_) = Jo-oqbi(st) b; (st - Sﬁ)d(St) =

( sk R
e 2c- [Lv (s ?) —L,_ 1( )] dlav>0 (3.70)
= _SR
e 2c, dlav=0
l 0, dlav <0

lub
()=o) (69
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zaktadajac, ze ¢, = 0 dlav < 0 [35].
W réwnaniach (3.67) i (3.68) symbole e, ; i é,, ; oznaczaja

mi = f B0 [ fnr)- B0 a5 (st (372)
0 s
( t)
¢;(st) - fm( ) ————dS d(st). (3.73)
PodstaW|en|a
Rt~
ar-'r;c,v =s-1, <S : Zlk>: (3.74)
2 R
by = Iy <s —Zl ) (3.75)
pozwalaja zapisa¢ rownanie EFIE w zwartej postaci
M [ i
a k,
Z Z( n; Y + bmk,v) Ck,j +
k=1|j=0
i j- (3.76)
ZZ Uiy +2(— 1)]+ mkv)ckl = €m,i
i
R}
arth,v =s?- I, <S ' %k) (3.77)
Rt
bmkv =1, (5 ' %k> (3.78)
daja zwarta posta¢ rownania DEFIE
M i Jj-1
a k, .
z z( Tr; V+bmkv)ck] +Zz(] l)amkvckl _emt (3-79)
k=11]j=0 j=01=

Zaktadajac, ze wartosci wszystkich wspotczynnikow rozszerzenia dla rzg-
dow i — 1 sg znane, obliczamy warto$¢ wspotczynnika dla rzedu j = i.

Rozwigzujac numerycznie rownania (3.67) i (3.68) do rozszerzenia prze-
strzennego i czasowego mozemy zastosowac te same funkcje ¢; (st).



Otrzymujemy wowczas:
—rownanie EFIE

5 o | [ )2
_4712'6522 i ¥

+22( 1))+, f [ V f"(r’)]dse

= f ¢i(st)E'(r, t) d(st)
0

zapisane w postaci zwartej

M
Amk,0
Z( >+ bmk,o) “Chi =
k=1
=em,i Tt
i-1 M
Amk,v
- Z ( 5 + bmk,v) ' Ck,j +
j=0k=1

-
|
Ju

01=0 k=1

~.
Il

i w postaci uktadu rownan macierzowych
Zol; =

~
-
|
=

- Z (28 + (—*zd), i=0,1,2,..,N,

j=01=0

—rownanie DEFIE

M
(amry +2(=1) " bpyey) sy, m=1,2, ...

61

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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i

et YLt
_nz Z%j"‘Z(/—l)thf 2 as' +

k=1]=0

V fk(r) ]
4n€zzck ; f [ ds’ = (3.83)
_f (st) aEl( )d .
- 0 ¢i S at (S)
zapisane w postaci zwartej
Mo
Amk,0
Z( njl_ bmko) Ck,i =
k=1
i-1 M .
. Amk, ;
= i D (T b )y + (3.84)
j=0k=1
i J-1 M
- Z(j_l)'amk,vlck,b m= 1,2, ,M
j=01=0 k=1
i w postaci uktadu rownan macierzowych [4, 6]
i j-1
Zoly = V; - ZZ I - 220 0z, i=012.,N. (389
j=0 1=

Odp0W|edn|e elementy macierzy w (3.81) i (3.84) definiujemy nastepuja-
co:

Uiy = f fm (@) f f "( Fem) 1o ds, (3.86)

f v fm () f L"(’)dS'ds, (3.87)

MY T o mes

mi = [ Fn @ [ $:OB G 0AG0 ds, (3.88)
S 0
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f Fn)- f pi(st) ( OE @D yistyas, (3.89)
dmk,v = SAmk,v» (3-90)
bmk,v = %bmk,v- (3.91)

Minimalng liczbg czasowych funkcji bazowych N mozemy wyznaczy¢ ze
wzoru

N = 2BToq, + 1, (3.92)

w ktorym B jest szerokoscia pasma impulsu pola elektrycznego padajacego na
obiekt, a T,q4, 0znacza czas odpowiedzi obiektu na pobudzenie tym impulsem
[39, 43].

Zaktadajac, ze impuls padajacy jest opisany rownaniem (funkcja Gaussa)

. 4 2
E'(r,t) = E, T\/_exp < (t—t0)> ‘ (3.93)

z parametrami: T - szerokos$¢ impulsu, E, - natezenie pola elektrycznego, t, -
przesuni¢cie maksimum impulsu w stosunku do poczatku uktadu wspotrzed-
nych, otrzymujemy jego transforrnatf; Fouriera w postaci [27, 28]

(ﬂ f)?

Ei(r,f) = —e p|— —jantO]. (3.94)

o
=
=1

.
i
=

=
=
=1

L
m
=1

w
=
=

]
I
=1

200

Intensity of el. field [v/m]

=
m
=1

Time [ns]

Rys.3.7. Przebieg funkcji Gaussa (E, = 12011%,T = 6ns,t, = 8ns)
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Przyjmujac warunki:

|EX(r, T)|
———— < =10,001 3.95
max|Ei(r, t)| ~ £=0 (3.9
i
|Et(r, B)|
B L Ar ] B 3.96
max e, ) o (499

oraz Toqp = 150 ns i £y = 6 ns dostajemy minimalng liczbg czasowych funkcji
bazowych N = 151.

Zauwazmy, ze koszt obliczen numerycznych schematéw MOD jest rzedu
O(M?N3) i w przypadku rozwigzywania rownan (3.81) i (3.84) dotyczy glow-
nie ich lewych stron zawierajacych iloczyny przestrzeh — €zas (Amky, Amp.v
bmicy | Dniey). Réwniez obliczanie podwojnyeh sum ¥i_o ¥/20 w kazdej ite-
racjii = 0,1, 2, ..., N podnosi w sposob znaczacy ilo$¢ cykli CPU.

Alternatywne, efektywniejsze rozwigzania rownan pola elektrycznego ma-

ja postaci:
—rownanie EFIE
N Amk,0 a;'n ern . —.
D P+ byo] it = emi - (—7 + 7> — (@ —bh),  (397)
k=1
—réwnanie DEFIE
o [d al
D[ F by it = éms - (f + an) (@, + ), @99)
k=1
w ktorych:
M i-1
Q,in = Z Z Imiy " Ckj, 9 =a,b,q, b, (3.99)
k=1j=0
G =

=b-gnt+gmt+

u o (3.100)
+ Z ImkoChi-1» 9 =aba  gn=9m=0,
k=1

Go=G-14 gl G0 =0, (3.101)
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Schematy (3.97) i (3.98) zmniejszaja ilo$é¢ operacji z O(M?N?3) do rzedu

0(M?N?) zblizonego do schematow MOT [61, 74, 77].
Dodajmy, ze wykorzystanie nastgpujacych zaleznosci:

«(:3)-

:%f ¢;(st)— (l)](st—s )d(st)—

<¢v< >+¢v1<’§>>,
()= S (65).

j=0

SIS

'\-
”M
o

j=0

d _1d
() = 5By () + pya (sD)]

oraz definicji

(D)< 3 (D)o Jon () T

prowadzi do nowej, roOwniez OSZCZQdHlC_] szej postaci rownania (3.83)

EIMES S
R '
4nszzck1fvrlv S?)V}:.fk(r) ds’ =

_1]

qu() T 4sm),

co zapisujemy w zwartej formie uktadu réwnan jako

M i-1

Z[amk0+bmk0]ckl_eml ZZ[amkv-l'bmkv]Ck]

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

Rowniez podstawienie W rozszerzeniu (3.62) liniowej kombinacji funkcji

Laguerre’a
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M oo
J@,0 = D) ay[dy60 — 205150 + B2 (D] fiur)  (3108)

k=17j=0
i zastosowanie do rownania (2.83) pochodnej

9 SRS
SHEO =YY [ty + 20,60 + dua(sD] fulr)  (3109)
k=17=0

oraz procedury testujacej Petrova — Galerkina, daje nam kolejng alternatywna
wersj¢ rownania DEFIE [70]

S )
WZE% j [’new Ln(r’)]db"= (3.110)

_ T, t)
= —[o ¢i(5t)Td(5t);

w ktorej

IgleW( ) [1( ) ZIvl(s§)+Iv_2(S§>]. (3.111)

i I I Og(st)-20,(st}+o,(st)
— — 0, (st)-20,(st)+o,(st)
***** oztst}-203(st}+o4(st}
o — - Oy(st}20,(st)0(st)
05 - 3
= 0 "*f'\'; """"""" y T ’ -
e Y P
I s s s s
NP AN
. N |
0 5 10 15 20 25 30
tfs]

Rys.3.8. Kombinacje liniowe trzech kolejnych funkcji Laguerre’a
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W formie uktadu rownan macierzowych zaleznoé¢ (3.110) ma postaé

-1
Zol; =V — Z Z,l;, i=012..N (3.112)
j=0
1 jest rozwigzywana rekurencyjnie, tzn.
Zolo = VO
Zoly =V = Z41,
Zolz = V2 - lel - ZZIO . (3113)

Zoly = V3 =211, — 2,1, — Z3l,
Uktad ten mozemy wizualizowaé za pomocg blokoéw
ZD l,, Z1 In.1 Z2 In-2 Zn Io

00000000 o=

Iy
i
lzol2 =|V2|—|Zz Z; 0 |12|.

lZO;I3J| |lV3 J l23 Z, Z; 0 Jll53 J

lub struktury

0
@252] [5‘1’] [Zl 0 0 ]i (3.115)

Nalezy podkresli¢, ze schematy MOD wykazuja istotne podobienstwo do
schematow MOT. Identyczny jest sposdb rozwiazywania uktadow rownan, a
mianowicie - rekurencyjny.

W procesie wyznaczania kolejnych wartosci pragdu wyraznie widac:

—w MOT - kroczenie po czasie (n - At),

—w MOD - przyrost kolejnych stopni wielomianow Laguerre'a.
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4. NIESTABILNOSCI W ROZWIAZANIACH ROWNAN
CALKOWYCH POLA ELEKTRYCZNEGO
W DZIEDZINIE CZASU

Pojawienie si¢ niestabilno$ci w numerycznych rozwigzaniach réwnan roz-
niczkowych 1 calkowych (w tym calkowego réwnania pola elektrycznego
w dziedzinie czasu, TD-EFIE) to prawdopodobnie splot kilku parametrow i ich
wzajemne oddziatywanie na siebie. W ponizszym rozdziale rozprawy przedsta-
wiane sg czynniki mogace destabilizowa¢ rozwigzania réwnan oraz podane sg
kryteria oceny stabilnosci tych rozwigzan w sensie Lapunowa. Zaprezentowany
jest rowniez algorytm numerycznego rozwigzania rownania TD-EFIE metoda
kroczenia po czasie (schemat MOT). Dokonana jest ocena stabilnos$ci tego roz-
wigzania w funkcji dtugosci krokow czasowych dla przypadku anteny liniowej i
uktadu dwoch przewodow prostoliniowych (anten liniowych), a takze udowad-
nia si¢ teze o wplywie wzajemnego potozenia anten liniowych wzglgedem siebie
na stabilno$¢ ich odpowiedzi pradowych.

4.1.  STABILNOSC I DOKLADNOSC METOD
ROZWIAZYWANIA ROWNAN CALKOWYCH POLA
ELEKTRYCZNEGO W DZIEDZINIE CZASU

Symulacje komputerowe zazwyczaj w sposob przyblizony rozwigzujg pro-
blemy zwigzane z modelowaniem zjawisk fizycznych. Ze wzgledow technicz-
nych i praktycznych istnieje okreslona doktadno$¢ aproksymacji rzeczywistych
modeli. Z drugiej strony zastosowane metody numeryczne muszg by¢ na tyle
doktadne, ze przy narzuconych ograniczeniach wyniki ich obliczen powinny w
niewielkim stopniu odbiega¢ od rozwigzan doktadnych. Bedzie to zagwaranto-
wane tylko wtedy, kiedy przyjety zostanie stabilny schemat obliczen. W prakty-
ce stabilnych rozwigzan mozna oczekiwaé tylko dla specyficznych schematow
numerycznych i przy zastosowaniu bardzo doktadnych metod obliczeniowych.

Nalezy podkresli¢, ze na stabilno$¢ schematu numerycznego ma wptyw
wybor analizowanego modelu, badz tez analizowanego rownania.

Metoda MOT (marching-on in time; kroczenie po czasie) jest prawdopo-
dobnie najpowszechniej stosowanym narzedziem numerycznym w rozwiazy-
waniu rownan catkowych pola elektrycznego w dziedzinie czasu (TD-EFIE).
Nalezy ona do grupy metod iteracyjnych, w ktéorych nowe informacje o okre-
slonej wielkoSci wyznaczane sg z poznanych wczes$niej warto$ci. Powszechny
wybor schematu MOT wiaze si¢ z jego efektywnoscia (krotki czas obliczen,
stosunkowo niewielkie potrzeby sprzetowe) oraz doktadnoscia obliczen.
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Stabilnos¢ rozwigzan rownan TD-EFIE metoda MOT, tak jak przy zasto-
sowaniu innych schematéw, zalezy od wielu parametréw numerycznych: dtugo-
$ci kroku czasowego przyjetego w obliczeniach, sposobu dyskretyzacji prze-
strzeni, wyboru metody catkowania numerycznego, doktadno$ci obliczania
macierzy, itd.

Jakkolwiek nie ma jasnych i precyzyjnych przestanek wptywu dowolnego
z tych parametréw na stabilno$¢ rozwigzan w kazdym przypadku.

Prawdopodobnie pojawienie si¢ niestabilnosci to specyficzny splot kilku
parametréw numerycznych, to ich wzajemne oddzialywanie na siebie plus
obecne w trakcie obliczen btgdy numeryczne i zastosowanie arytmetyki o skon-
czonej doktadnosci. Zakladajac, ze Zrodlem btedow numerycznych (i utratg
stabilnos$ci rozwigzan) sa procedury catkowania, wykazano bezposredni wptyw
na ich doktadnos¢: wielkosci kroku czasowego, dyskretyzacji badanych obiek-
tow elementami geometrycznymi (rodzaj i wielko§¢ elementow), wyboru cza-
sowych funkcji bazowych [14, 79].

W rozwiazaniach rownan TD-EFIE metodg MOT niestabilno$ci maja za-
zwyczaj formg eksponencjalnie narastajacych sinusoid, ktérych czestotliwosci
leza poza spektrum pobudzenia obiektu (anteny) i pojawiaja si¢ tylko dla cza-
sOw pozniejszych, tzn. dla takich czasow, gdy impuls pobudzajacy antene prak-
tycznie zaniknie. Dodajmy, ze obecno$¢ pdznoczasowych niestabilnosci jest
waznym czynnikiem ograniczajgcym wiele zastosowan tej techniki badania
odpowiedzi anten (i innych obiektow) na pobudzenie impulsowe.

Szukanie sposobow rozwigzania problemu niestabilno$ci ma swoja dhuga
histori¢ i jest wcigz na uwadze naukowcoéw w wielu osrodkach badawczych. Jak
dotad zaproponowano juz wiele technik "stabilizacyjnych". Migdzy innymi:

— technike filtrowania i uSredniania rozwigzan [16],

— zastosowanie specjalnych czasowych funkcji bazowych [50, 99],

— wprowadzenie nowych wersji (odmian) rownania EFIE,

— zastosowanie nowych sposobow dyskretyzacji czasu i przestrzeni oraz
bardzo doktadnych metod catkowania numerycznego.

Mimo poprawy stabilnosci kazda z tych technik ma réwniez swoje wady.
Moze poprawi¢ stabilno$¢ rozwigzan metodg MOT, ale nie w kazdym przypad-
ku i nie w calej dziedzinie czasu. Co wigcej, sposoby poprawiajgce stabilno$¢
rozwiazan sg w wigkszosci przypadkéw nieefektywne (rosng koszty oblicze-
niowe), zazwyczaj obnizaja doktadno$¢ obliczen i moga by¢ zrodtem nowych
niestabilnosci.

W uzupetnieniu dodajmy, ze opracowano techniki bezwarunkowo stabilne
rozwigzan rownan TD-EFIE. Zastosowanie ich w praktyce daje nam gwarancje,
ze pdznoczasowe niestabilnosci nie pojawig si¢ podczas badania pojedynczych
obiektow, jak i struktur ztozonych. Nalezy do nich:

— metoda MOD lub MOO (marching-on in degree lub marching_on in or-
der), w ktorej odpowiedz obiektu na pobudzenie impulsowe aproksymuje si¢
zbiorem funkcji Laguerre'a,
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— metoda FDDM (finite difference delay modeling); zaawansowana tech-
nika wyzszego rzedu dyskretyzacji czasu w rownaniach TD-EFIE oparta na
kwadraturze Lubicha.

Jednak metody te nie naleza do grupy schematow MOT.

Do oceny stabilno$ci numerycznych rozwigzan réwnania TD-EFIE metoda
MOT przyjmujemy nastgpujacy podziat w oparciu o kryteria stabilnosci w sen-
sie Lapunowa: rozwigzania stabilne, rozwigzania asymptotycznie stabilne oraz
rozwigzanie niestabilne.

Rozwiazania stabilne - jezeli dla dowolnie matej liczby € > 0 i dla kazdej
liczby 6 (6 > 0i 6 < €) odpowiadajace warunkom poczatkowym rozwigzania
I(t) réwnania dla wszystkich warto$ci t > t,, spetniajg warunek |I(t)| < €, to
jednoczesnie zachodzi |1(t)| < 4.

Innymi stowy: istniejg takie wartosci t > t,,, dla ktdrych wszystkie rozwig-
zania I(t) rownania zawarte s3 w przedziale (—§, +8), co zapisujemy za pomo-
cg kwantyfikatorow

A4 3 v
£>0 6>06<¢e t>t, > HOI<E

A

N

A

VAN Poa
VY

NERVAR
V

Rys.4.1. Rozwiazanie stabilne w sensie Lapunowa

Rozwiazania asymptotycznie stabilne - przy warunkach, jak dla rozwigzan
stabilnych, dodatkowo zachodzi, Ze rozwigzania I(t) =y dla wszystkich
t>t, 2 0iy€e (=6, +96).

Powyzsze oznacza, ze istnieja takie wartosci t = t,, dla ktorych wszystkie
stabilne rozwigzania I(t) rbwnania asymptotycznie zblizajg si¢ do pewnej licz-

by y € (—6,+9):
- przypadek dlay # 0
v E| E| \4

£>0 8§>08<e Y<8y>—-6 tn,>t,
= [Itm)] < 8, 11t < 8, lim [1(t) = 1(t)] = V],
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Rys.4.2. Rozwigzanie asymptotycznie stabilne w sensie Lapunowa.
Przypadek dlay # 0

—przypadek dlay = 0

\4 3 \4 N
e>0 6>06<e¢e tp=t,

= (11t < 8,11(t)] < 8, Jim |1 () = 1(t)] = 0]
IOA

s ln

RTA

LA A s
RTINS

LA

v

Rys.4.3. Rozwigzanie asymptotycznie stabilne w sensie Lapunowa.
Przypadek dlay = 0

Rozwigzania niestabilne - dla dowolnie matej liczby € > 0 i dla kazdej
liczby 6 (6 > 0i 6 < ¢) istnieja takie wartosci ty > t,, ze odpowiadajace wa-
runkom poczatkowym rozwigzania I(t) rOwnania spetniajg warunki |I(t,)| < &
i I(te)| = &, tzn.

\4 3 3
e>0 6>00<e txy>t,

= [[I(t)| < 8, 11(t)] = el.
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Rys.4.4. Rozwigzanie niestabilne w sensie Lapunowa

Opierajac si¢ na powyzszych kryteriach ocenimy stabilno$¢ numerycznych
rozwigzan réwnan catkowych pola elektrycznego w dziedzinie czasu metodg
MOT w przypadku:

— anteny liniowej pobudzonej impulsem o ksztatcie krzywej Gaussa,

—uktadu dwoch anten liniowych potozonych dowolnie wzgledem siebie
i pobudzonych impulsem jak wyzej.

4.2. ALGORYTM NUMERYCZNEGO ROZWIAZANIA
CALKOWEGO ROWNANIA POLA ELEKTRYCZNEGO W
DZIEDZINIE CZASU METODA MOT

Przyjmujac podany w punkcie (2.8) model symetrycznej struktury cienko-
przewodowej (anteny liniowej) zaktadamy, ze padajgcy na nig impuls pola elek-
trycznego o natezeniu E! jest rownolegly do osi z uktadu wspétrzednych. Im-
puls ten indukuje na powierzchni anteny tadunki elektryczne o gestosci po-
wierzchniowej p i prad o ggstosci powierzchniowej J. Wymienione tadunki sa
zrédlem promieniowania rozproszonego.

Zmiany pradu wzdluz osi z opisuje magnetyczny potencjal wektorowy,
ktérego sktadowa wzdhuz osi przewodu wynosi

£=L/2]Z (g’ f M)

U c
AZ(Z,I') =E f

4.1
( ,8) des ( )
e=-L/2

a zmiany gestosci fadunkow elektryczny opisuje potencjat skalarny

= R(z, ¢
@ 1 ) L/2p<£'t_ (C ))d (4.2)
<  4me f R(z,¢) & '
e=—L/2

przy czym
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Rys.4.5. Podzial anteny liniowej na segmenty

R(z,&) =+/a? + (z — €)?. (4.3)

Stosujac do zaleznosci (2.71) warunek brzegowy (2.47) dostajemy rowna-
nie

0AzY) | 09z,
ot dz '

ktorego rozwigzaniem jest nieznany prad J.

Uktad rownan (4.1) - (4.4) rozwigzujemy numerycznie, stosujac:

- dyskretyzacj¢ przestrzeni; wykorzystujemy metod¢ momentéw do zamia-
ny réwnan catkowych na uktad rownan algebraicznych,

- dyskretyzacje czasu; do wyznaczonego uktadu rownan algebraicznych
aplikujemy metode kroczenia po czasie.

Anteng dzielimy na N segmentow, kazdy o dtugosci Az.

Wspohrzgdne koncoéw segmentdw oznaczamy zg, zq, Zy, -.., Zy 1 zakladamy
stala warto$¢ tadunku elektrycznego na odcinkach zg — 24,2y — 25, ..., Zy_1 —
zy. Analogicznie, wspotrzedne $rodkow segmentéw oznaczamy odpowiednio

Ei(z,t) = (4.4)

z8, 24,25, .., z% i 25,27, 25, ..., zy 1 zakladamy stalg warto$¢ pradu na odcin-
kach zd —zt,zf —zf,..,zi_1—z% lub na odcinkach zy —zy,z7 —
Zy, .., Zy_1 — Zy. Dla segmentéow, w ktorych wyznaczamy wartosci pradu
przyjmujemy funkcje bazowe
1 dl d <z<z,+ Az
, azp——<z<z,+—
fa(2) = { ) nty o, (4.5)
0, w pozostatych przypadkach

a nieznany czasowo - przestrzenny rozktad pradu J(z, t) aproksymujemy zalez-
noscia

N
J(z,0) ~ Z 1,0 fu(2), (4.6)
n=1

w ktorej I, (t) to nieznane, zalezne od czasu, wspotczynniki warto$ci pradu [83,
89].
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Czas odpowiedzi anteny na pobudzenie impulsem pola dzielimy na rowne
interwalty o dlugosci At kazdy. Przyjmujemy, ze t, =k-At dla k =
0,1,2, ..., 0. Rozklad pradu bedzie wyznaczany w tych interwatach czasowych.

Podstawiajac (4.5) i (4.6) do (4.1), magnetyczny potencjal wektorowy
w punkcie z,, i w chwili t;, mozemy zapisa¢ w postaci

. £=L/2] (s, £, — R(Z,Cn, s))
Az, ty) = yp= f de =

T 2 — 12
e=21/2 Ja? + |z, — €|

o s (6 - B £

~—— de = (4.7)
41 [a2 — 22
=212 a’ + |z, — €|
N
= ) In(talm,m) - K(m,m),
n=1
w ktore;j:
K(m,n) =
e=zy+Az/2
_ J d _
4w 2 —cz
e=z,—Az/2 as+ |Zm £|
u Az Az\? 5
= In zm—zn+7+ (zm—zn+7) +a?|+ (4.8)
Az Az\? 5
—In Zm—Zn—7+ (Zm—Zn—7> +a“|,
R(m,n
b, m) =t~ 9)
R(m,n) =a2 + |zy, — 2, %, (4.10.1)
R(m,n) = |z — zy|. (4.10.2)

Do wyznaczenia odlegtosci R(m, n) w rownaniu (4.9) moze by¢ wykorzy-
stana zalezno$¢ doktadna (4.10.1) lub przyblizona (4.10.2), w ktérej pominieto
promien a anteny. Stosujac zaleznos$¢ przyblizong zwigkszamy stabilnos¢ algo-
rytmu, jakkolwiek mozliwe jest to tylko w przypadku, gdy zachodzi At - ¢ > a.
Jezeli warunek ten nie jest spetniony, to istotnie zmniejszamy doktadnos¢ obli-
czen.
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W kolejnym etapie konstrukcji algorytmu dyskretyzujemy elektryczny po-
tencjat skalarny, w ktorym nieznanag wielkos$cig jest czasowo - przestrzenny
rozktad tadunkéw elektrycznych.

Gestos¢ tadunkdéw wyznaczamy z rOwnania cigglosci (2.75)

p(z,t) = — f 9 E,ZZ D 4. (4.11)

Podstawiajac (4.6) do (4.11) i aproksymujgc ilorazem réznicowym po-
chodng pradu wzgledem zmiennej z dostajemy

p(z,t) = —%(i f]n(t) dt'fn(z)> ~
n=1
~ _éi (f Iy (8) dt — f I,(t) dt) [ (2).

(4.12)

Zastosowanie rownania (4.12) do (4.2) pozwala na zapisanie elektrycznego
potencjatu skalarnego w punkcie z;, i w chwili ¢, rGwnaniem

— +
oy R5)
@ +It = f d =~
(Zmi tk) dme R(Z{'{l,tk) £
e=-L/2
E= L/2 N m'
j zf n+1(t)dt f" c I(t)dt
47'[8 Az
g=—1/2 N=0
1 e =
h® R »
N ctge(m*,n®) - (4.13)
J L,(©)dt - K(m*,n*)
= +
Az
n=1
N ,tpe(m*n7)
[ RE L,(t)dt - K(m*,n™)
-2 v = D(z4", 1) — P2k, 1),
n=1

w ktorym
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K(mt,nt) =
e=zt+Az/2
1 de B
~ 4me 2
e=zi-Az/2 [a? + |Zr,il - €|
1 Az Az\?
:E In ZT%—Zni+7+\/(Z"il—Zni+7) +a?|+ (414)

R(m*,nt
tre(m®,n®) =t — ¥, (4.15)
R(m*,n*) = Jaz + |zt — 7% 2 (4.16.1)
R(m*,n*) ~ |z;, — z7|. (4.16.2)

Podobnie, jak w przypadku magnetycznego potencjatu wektorowego, do
wyznaczenia odleglosci R(m*,nt) w réwnaniu (4.15) mozna wykorzystaé
zaleznos$¢ (4.16.1) Iub (4.16.2). Nalezy tylko pamigta¢ o spetnieniu wlasciwego
warunku.

W identyczny sposdb wyznaczamy elektryczny potencjat skalarny w punk-
cie z,, i w chwili ¢,

P (zm, ti) = P(zm', i) — P(zm ™, t)- (4.17)

Podczas obliczania elektrycznych potencjatow skalarnych (4.13) i (4.17)
niezbedne jest catkowanie pradu wzgledem czasu. W tym celu mozna wykorzy-
sta¢ dowolng metod¢ catkowania numerycznego. Ze wzgledu na tatwos$é im-
plementacji i duza doktadno$¢ wybrano metode trapezéw, co pozwala nam za-
pisa¢

tk I(t,=0) <& 1(t)
I(t)dt ~ At - [0—_ + ) I(t) + —= ] (4.18)

0
Pochodne potencjatéw w rownaniu (4.4) aproksymujemy zalezno$ciami

0A(z,t) _ Az, ty) — A(Zp, tie—1) (4.19)
ot At '
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00(z,t)  P(Zm, ti) — P(Zm, ti) N P (Zm, tie-1) — P(Zm) ti-1)

: (4.20)
at 2Az 2Az
dzigki ktorym wyznaczamy ich wartosci w punkceie zp, i w chwili ¢, 1 .
Podstawiajac (4.19) i (4.20) do rownania (4.4) dostajemy
Az, t) — A(Zp, t—1)
+
At
1 + - + -
o4, (@2, tie) = Pz, tie) + P(zZih, ti—1) — Pz, te—1)) = (4.21)

= E{(2 tr ).

Oddzielajac "nieznane" warto$ci wyrazow w chwili t;, od "znanych" war-
tosci w chwili ¢, _; otrzymujemy réwnanie

At . )
A(Zm' tk) + E (d)(zm; tk) - d)(sz tk)) =
= At- Ei(Z, tk—l/Z) + A(Zm, tk—l) +

(4.22)
At . )
Y (4’ (Zm) ti-1) — P (2, tk—l));

ktore zapisane w postaci macierzowej ma postac¢ uktadu rownan (3.29).

Zgodnie z algorytmem, przy zatozeniu {I,(m,t,)} = {0}, wyznaczamy
wartoSci  {I;(m,t;)}, a nastepnie {l,(m,t;)}. Znajac wartoSci pradow
{I,(m,t)} i {I,(m, t,)} wyznaczamy prad {I5(m, t3)}, i tak dalej.

4.3. OCENA SIABILNOSCI NUMERYCZNYCH ROZWIAZAN
ROWNANIA TD-EFIE (SCHEMAT MOT)
DLA PRZYPADKU ANTENY LINIOWEJ

Antene liniowa o dtugosci L = 1 m i promieniu przekroju poprzecznego
a = 0,002 m podzielono na 20 segmentéw o jednakowej dtugosci Az. Do $rod-
kowych segmentow przytozono pobudzenie polem elektrycznym o ksztalcie
funkcji Gaussa (rys.3.7).

W obliczeniach numerycznych przyjeto dlugosé odpowiedzi pradowej ante-
ny réwna 400 ns.

Analizie poddano stabilno$¢ odpowiedzi, tzn. wartosci pradow indukowa-
nych na antenie w funkcji dtugosci krokow czasowych At. Obliczenia przepro-
wadzono dla sze$ciu roznych wartosci At:
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Rys.4.6. Odpowiedz prgdowa na wej$ciu anteny liniowej
(rozwigzanie réwnania TD-EFIE) dla dtugo$ci kroku czasowego At;, At,, At
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Rys.4.7. Odpowiedz pragdowa na wejsciu anteny liniowej
(rozwigzanie réwnania TD-EFIE) dla dtugos$ci kroku czasowego At,, Atg, Atg



At; = 0,5 -
At, =1,0-
At; =152
At, =2,0-

C

% — 0,3334ns,

A—CZ = 0,0834 ns,
% — 0,1667 ns,
2 = 10,2501 ns,

Ats = 2,25 = 0,3751 ns,

Atg = 2,52 =0,4168 ns.
Wyniki symulacji komputerowych pokazano na rysunkach 4.6 i 4.7.
Porownawczej oceny stabilnosci odpowiedzi pradowych dokonano przez:
1. podanie wartosci obliczonego pradu po czasie okoto 15 ns (I;5),
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2. podanie wartosci indukowanego pradu po czasie okoto 100 ns (I4g);

3. podanie wartosci indukowanego pradu po czasie okoto 400 ns (I4q0)-

Dla przypadkoéw rozwigzan niestabilnych okreslono czas pojawienia si¢ po-
czatkow niestabilnosci oraz pordwnano wartosci pradéw I4q¢ z pradem I, dla
przypadku rozwigzania stabilnego At = 1,0 - Az/c (tzn. 00 = 3,7 - 1071% mA).

Wyniki obliczen numerycznych zebrano w Tabeli 1.

Analiza wynikow obliczen numerycznych (rozwigzania rownania TD-EFIE
metodg kroczenia po czasie; MOT) prowadzi do wnioskow:

1) Doktadno$¢ i stabilno$¢ numerycznego rozwigzania rownania TD-EFIE
jest silnie skorelowana z dlugoscia kroku czasowego At przyjetego w procesie
obliczen; dlugos¢ kroku At ma réwniez wplyw na czas trwania obliczen (ze
wzrostem At czas obliczen skraca si¢ przy jednoczesnym zmniejszeniu ich do-
ktadnosci, szczegolnie w pozniejszej czesci odpowiedzi).

Tabela 1. Poréwnanie stabilno$ci wynikow numerycznych rozwigzan rownania

TD-EFIE metodg MOT dla réznych warto$ci kroku At po czasie
dla przypadku anteny liniowej

S s I
Stabilno$¢ Poczatek 400
At |5 [mA] Lo [MA]  Lso0[mA] rozwiazania  niestabilnoci [ns] 3,7 - 10710
Az 110 asymptotycznie )
0,5? 48,65 0,1583 3,3-10 stabilne 0,89
1022 | 4863 01614 37107 asymplotycznie - 1,0
Ve stabilne
1,5¥ 4875 01676 18107 niestabilne ~300 ~5-102
C
2,0 E 48,86 0,1731 2,543 niestabilne ~151 ~7-10°
c
2,25 E 48,91 0,2023 2,802 niestabilne ~131 ~8-10°
c
2,5 Az 4893  0,3216 4,532 niestabilne ~108 ~12-10°
C
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2) Dla dtugosci krokow czasowych At < Az/c, tzn. spetniajacych warunek
Couranta, w odpowiedziach pradowych anteny (rozwiazaniach rownania TD-
EFIE) nie obserwujemy narastajgcych z czasem oscylacji (rys.4.6, Aty i Aty);
p6znoczasowe odpowiedzi pradowe maja postaci wyktadniczo thtumionych sinu-
soid; rozwigzania rownania TD-EFIE sg asymptotycznie stabilne w sensie La-
punowa.

3) Dla dtugosci krokow czasowych At > Az/c péznoczasowe odpowiedzi
pradowe anteny zawierajag wyrazne i narastajace z czasem niestabilnosci, maja-
ce posta¢ wyktadniczo narastajacych oscylacji; dla tych przypadkow maksy-
malne warto$ci pradu na koncu odpowiedzi (I49¢) W stosunku do rozwigzania
asymptotycznie stabilnego (I,00 = 3,7 - 1071°mA) zwickszaja si¢ ze wzrostem
wartosci At i s3 nawet okoto 1010 razy wieksze (At = 2,5+ Az/c); ze wzrostem
wartosci interwalow At niestabilno$ci w odpowiedziach pradowych pojawiaja
si¢ dla coraz mniejszych wartosci czasu.

4) Aby nie dopusci¢ do utraty stabilno$ci rozwigzan roéwnania TD-EFIE
nalezy tak dobiera¢ wartosci interwatow At, aby bezwzglednie spelniony byt
warunek Couranta; tzn. At < R/, Przy czym R, jest najmniejsza z odle-
glosci miedzy srodkami dwoch segmentow Az [103].

4.4. OCENA STABILNOSCI NUMERYCZNYCH ROZWIAZAN
ROWNANIA TD-EFIE DLA PRZYPADKU UKLADU
DWOCH PRZEWODOW PROSTOLINIOWYCH

Analizie poddano stabilno$¢ rozwigzan rownan TD-EFIE w funkcji dtugo-
sci krokéw czasowych At i wartosci katow a pod jakimi impuls pola elektrycz-
nego pobudza przewod (anteng) A,. Przyjeto model uktadu dwoéch prostolinio-
wych przewodow pokazany na rysunku 2.6 i uktad rownan Halléna z niezna-
nymi pradami (2.115).

Anteny, kazda o dlugo$ci L = 1 m i promieniu przekroju poprzecznego
a = 0,002 m, podzielono na 20 segmentow o jednakowej dlugosci Ax. Do
srodkowych segmentow anteny A, przytozono pobudzenie polem elektrycznym
o ksztatcie funkcji Gaussa (rys.3.7).

Przyjeto dtugosci odpowiedzi pradowych anten rowne 400 ns. Obliczenia
przeprowadzono dla dwoch réznych wartosci At:

Ax
Aty = == 0,1667 ns,

Ax
Aty =25 = 0,4168 ns

oraz dla dwoch warto$ci kata a: 30° 1 60°.
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Rys.4.8. Odpowiedz pradowa anteny A, dla kroku czasowego At; = 0,1667 ns
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Rys.4.9. Odpowiedz pradowa antenyA, dla @ = 30° i kroku At; = 0,1667 ns
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Rys.4.10. Odpowiedz pradowa anteny A, dla « = 60° i kroku At; = 0,1667 ns
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Rys.4.11. Odpowiedz pradowa anteny A, dla kroku czasowego At, = 0,4168 ns
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Rys.4.12. Odpowiedz pradowa anteny A, dla « = 30° i kroku At, = 0,4168 ns
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Rys.4.13. Odpowiedz pradowa anteny A, dla « = 60° i kroku At, = 0,4168 ns
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Uktad rownan (2.115) rozwigzano numerycznie, wyznaczajac wartosci
pradéw indukowanych na antenach w ich $rodkach odlegltych od siebie o
Rd =2m.

Wyniki symulacji komputerowych pokazano na rysunkach: dla kroku cza-
sowego At; = 0,1667 ns na rysunkach od 4.8 do 4.10, a dla kroku czasowego
At, = 0,4168 ns na rysunkach od 4.11 do 4.13.

Oceny stabilno$ci odpowiedzi pradowych anten dokonano przez:

1. podanie wartosci indukowanych pradéw po czasie okoto 15 ns (I;5),

2. podanie wartoéci indukowanych pradow po czasie okoto
100 ns (I190),

3. podanie warto$ci indukowanych pradow na koncu odpowiedzi (I4q¢),

4. poréwnanie wartosci pradéw I,o0 z pradem I, dla przypadku roz-

wigzania stabilnego At = ATx (tzn. I4o0 = 3,7 - 10710 mA).
Wyniki obliczen numerycznych zebrano w Tabeli 2.

Tabela 2. Poréwnanie stabilnosci wynikoéw numerycznych rozwigzan roéwnania
TD-EFIE metodg MOT dla r6znych wartosci kroku At po czasie dla przypadku dwoch
anten liniowych

s P AL olmA] Lo[mAl ooiarenta BT
A, 4863 01614 3,710 asyr?tgmr’]‘;z”ie 1,0

ATX {2 00550 62310° 505107 asyr?tgﬁtlﬁzme ~0,00136
[ omr0 038210° 794107 asyr;gﬁ%‘;znie ~0,00215
A, 4893 03216 4,532 niestabilne  ~12 - 10°

2,5.AC_" 54020 00674 -0243-10°  -3,10-10° niestabilne  ~8,4- 106
01170 039810°  -950-10%  AYTPONENE 40557

Analiza wynikéw obliczen numerycznych prowadzi do wnioskow:
1) Dla dlugosci kroku czasowego At = ATx, tzn. speltniajagcego warunek

Couranta, w odpowiedziach pradowych anten nie obserwujemy narastajacych z
czasem oscylacji; rozwigzania uktadu réwnan Halléna w dziedzinie czasu sa
asymptotycznie stabilne w sensie Lapunowa, bez wzgledu na polozenie anten
wzgledem siebie (wartosci kata ).

2) Dla dtugosci kroku czasowego At > ATX przyjetego W wyznaczaniu od-
powiedzi pradowej anteny pobudzanej bezposrednio impulsem pola elektrycz-
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nego (antena A,), dostajemy rozwigzanie niestabilne; odpowiedzi pradowe an-
teny A, dla pewnych (matych) wartosci katow a sa niestabilne i przechodza
W odpowiedzi stabilne dla wiekszych warto$ci a; wartos$¢ kata a istotnie wpty-
wa na zmniejszenie dlugosci kroku czasowego przy wyznaczaniu odpowiedzi
pradowej anteny A, (zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalna).
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S. APROKSYMACJA STABILNEJ CZESCI
ROZWIAZANIA CALKOWEGO ROWNANIA POLA
ELEKTRYCZNEGO W DZIEDZINIE CZASU

W rozdziale omowione jest zagadnienie aproksymacji dyskretnej funkcji ze
zwrdceniem szczegblnej uwagi na zastosowanie w tym procesie macierzy nie-
osobliwych 1 wielomiandw ortogonalnych, co istotnie upraszcza obliczenia
wyznaczajace funkcj¢ aproksymujaca. Przedstawione sg procedury obliczenio-
we z zastosowaniem wielomianéw ortogonalnych (Hermite’a i Laguerre’a) oraz
zmodyfikowanych funkcji sferycznych Bessela pierwszego rodzaju. Procedury
te pozwalaja uzyskiwa¢ zadowalajaca doktadnos¢ przyblizania przy stosunkowo
niskich stopniach funkcji aproksymujacych. Pokazano jak zastosowaé z dobry-
mi efektami wymienione wielomiany i funkcje do zapewnienia stabilnos$ci poz-
noczasowych rozwigzan rownan catkowych pola elektrycznego w dziedzinie
czasu. Przedstawiono wyniki obliczen numerycznych, ich dyskusje i analize.
Zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego rodzaju Sg oryginalnym
wktadem autorki rozprawy do procedury aproksymacji péznoczasowej odpo-
wiedzi pradowej anten liniowych.

51. APROKSYMACJA SREDNIOKWADRATOWA
DYSKRETNA

Aproksymacja nazywamy procedurg zastgpowania jednej funkcji (funkcja
aproksymowana) inng funkcja (funkcja aproksymujaca) w taki sposob, aby
funkcje te niewiele si¢ roznity w sensie okreslonej normy. Jesli funkcja dana
okreslona jest w catym przedziale, w ktorym dokonujemy aproksymacji, mamy
do czynienia z aproksymacja funkcji ciagtej. W przypadku, gdy funkcja dana
okreslona jest wylacznie na skonczonym zbiorze punktéw zwanych weztami,
mowimy o aproksymacji funkcji dyskretnej (punktowej).

W dalszym ciggu bedziemy zajmowac si¢ wylacznie aproksymacja funkcji
dyskretnej.

Celem aproksymacji jest wyznaczenie funkcji (zwykle ciaglej), ktora be-
dzie przebiegata w poblizu danych punktow. W szczegdlnym przypadku funk-
cja aproksymujaca moze przebiegaC przez niektore z tych punktow. Przyczyna
stosowania aproksymacji moze by¢:

—che¢ zastgpienia funkcji niedogodnej do obliczen numerycznych inng,
dogodniejsza funkcja, ktora bedzie niewiele odbiega¢ od funkcji wyjéciowej;
z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze taka funkcja moze by¢ odpowiednio
dobrany wielomian (twierdzenie Weierstrassa: jezeli f(x) jest funkcja okreslo-
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ng i ciagla w przedziale [a,b] i dane jest € > 0, to istnieje taki wielomian
W (x), okreslony w [a, b], ze |f(x) — W(x)| < € dla kazdego x € [a, b]),

— potrzeba wyznaczenia wartosci funkcji danej dyskretnie (na skonczonej
liczbie punktow) w innym punkcie obszaru,

— konieczno$¢ znalezienia dostatecznie gladkiej funkcji ciaglej przecho-
dzacej w poblizu zadanych punktéw,

— rézniczkowanie lub catkowanie numeryczne.

Aby dokona¢ aproksymacji musimy utworzy¢ funkcje aproksymujaca zde-
finiowang przy pomocy pewnej liczby parametréw (najczesciej jest to wielo-
mian uog6lniony, bedacy kombinacja liniowa pewnych funkcji bazowych) oraz
wybra¢ metode mierzenia bledu (okresli¢ doktadnos¢ aproksymacji) czyli, mo-
wigc inaczej, norme w ktorej bedziemy ten blad obliczac.

Ostatecznie, minimalizujac btad aproksymacji, wyznaczamy parametry
funkcji aproksymujace;.

Najczesciej stosowang norma btedu, odniesiong do funkcji aproksymujace;j
danej dyskretnie, jest norma 1£,, (euklidesowa; $redniokwadratowa)

m

&2 = IFG) = GGl = | ) (FGx) = 6(x)” 61

=0

Aby unikna¢ trudnos$ci obliczeniowych, rozpatruje si¢ kwadrat normy

lel3 = > (Fex) = 6 ()" 52)
i=0

W rownaniu (5.1) i (5.2) F(x;) oznacza warto$¢ weztows funkcji aprok-
symowanej, a G (x;) warto$¢ weztowa funkcji aproksymujace;j.

Aproksymacja z wykorzystaniem normy euklidesowej nosi nazwe najlep-
szej aproksymacji.

W dalszym ciggu ograniczymy si¢ do funkcji aproksymujacej, bedacej li-
niowg kombinacjg funkcji bazowych p;(x), j = 0,1, ...,n i minimalizacji btedu
obliczeniowego przy uzyciu normy 5 ,,, czyli

n

6() =) api() 53)

j=0
2

min & = min Z F(x;) — Z aj-pj(x) | ) (5.4)
. =

j=0,1,...,n j=0,1,..n
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Warunkiem koniecznym minimalizacji wyrazenia (5.4) ze wzgledu na
wspotczynniki a; jest

%2 _o k=01 (5.5)
aak — Y, =4y4..,n .
co jest rtownoznaczne
2
a m n
—Z F(Xi) —Za] p](xl) =0, k=0, 1,..,n (56)
day i=0 =0

Wykonanie rézniczkowania zapisanego w (5.6) prowadzi do réwnania

n

2p () Z F(x;) — Z a;-pj(x;) | =0, k=01,..,n (5.7)
i=0

Jj=0

Dzielac obustronnie wyrazenie (5.7) przez 2, wprowadzajac czynnik
pr (x;) pod znak sumy i zmieniajgc kolejno$¢ operacji w nawiasach, dostajemy
m

D bl Fx) +

=0 m (5.8)
—Zaj-Zpk(xi)-pj(xi) =0, k=0,1,..,n.
j=0 =0
Wprowadzajac oznaczenia:
m
N CORIICn) (59)
i=0
m
Fe= ) ) - F@xo) (510)
i=0
i przenoszac odjemnik na prawg stron¢ mozemy zapisaé
n
Z 4 Py = Fp, k=0,1,..,n (5.11)
j=o

Jest to wyrazenie przedstawiajace uktad liniowych réwnan algebraicznych
(uktad rownaf normalnych) wzglgdem wspotczynnikow a;
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Poo  Po1 Py Pon] rao Fy
Py Ppq Py Pin [a1] [Fll
: N R

: = \ 5.12

PkO Pkl Pk] PkTL [a]j leJ ( )
Pno Poi oo Pnj o Pupl L0 E,

ktory w postaci macierzowej zapisujemy
]P) . al = ]F. (5.13)

Macierz IP w rownaniu (5.13) to macierz Grama, ktora - przy wykorzysta-
niu pojecia iloczynu skalarnego w przestrzeni lfn, tzn.

Brop)) = D By el (514)
j=0
przybiera posta¢
(Do, Po)  (Po,D1) - (Po'pj) v Do P
(p1,po) (Pup1) - (PLPj) - (D1 PR)
P= (pk:po) (pk:pl) (pk;pj) (pk,'pn>' (5.15)
(Gwpod Bwb) o Pup) o i)

Z liniowej niezaleznosci funkcji pg, py, ---, Pn Wynika nieosobliwos¢ macie-
rzy Grama (ktora jest symetryczna), a wigc jednoznacznos$¢ rozwiazania uktadu
rownan (5.12).

Przypiszmy odlegtosciom poszczegolnych weztow aproksymacji od funk-
cji aproksymujacej wagi, na przyklad zwigzane z istotnoscia tych punktow lub
poziomem zaufania do wartosci, jakie przyjmuje funkcja aproksymowana w
tych punktach.

Jezeli, tak jak powyzej, ograniczymy si¢ do aproksymacji przy pomocy li-
niowej kombinacji funkcji bazowych (5.3), a wagi przypisane poszczegdlnym
weztom oznaczymy jako w(x;),i =0,1,..,m, to wyrazenia (5.1) i (5.4)
przyjma postaci:

& = IF) =6l = | ) wixd - (FGx) = 6(x)’, (5.16)
i=0
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n

m

- 2 _ : Y- Ny — e (s

omin e2= min (> wG) [ Fe-) g p@)] | 617
i=0 j=0

Z warunku minimalizacji (5.5) po przeksztalceniach rownania (5.17) (ana-

logicznie jak (5.6) i (5.7)), dochodzimy do odpowiednika wyrazenia (5.8)

> W) P - F) +

Tz (5.18)
=N Y W) Pl By ) =0, k=01,.m.
j=0  i=0
Jezeli przyjmiemy oznaczenia:
m
Pyj = Z w(x) o (x) - pj (), (5.19)
i=0
m
Fie = Z w(x;) - pie(x) - F (x), (5.20)
i=0

to rownania (5.11) - (5.13) pozostang bez zmian.

Aproksymacja $redniokwadratowa dyskretna z zastosowaniem wielomia-
now ortogonalnych znacznie upraszcza obliczenia wyznaczajace funkcje aprok-
symujaca.

Uktad wielomiandw py(x), (%), ..., P (x) nazywamy uktadem ortogo-
nalnym z wagami w(x;) na zbiorze X = {xg, xq, ..., X} Wtedy i tylko wtedy,
gdy

n
0, dlaj#k
ppp) = ) we) pi) ) ={, o geie g 62D
i=0

gdzie wskazniki j i k okres$lajg stopien wielomianu.

Uktad ortogonalny wielomianoéw jest uktadem funkcji liniowo niezalez-
nych. Mozna zatem uktad taki potraktowac jako baze pewnej podprzestrzeni
funkcyjnej i aproksymowac funkcje F(x) za pomocg liniowej kombinacji wie-
lomianéw tej bazy.

W takim przypadku uktad rownan normalnych (5.12) przyjmuje postaé
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[(Po.po) 0 . 0 . 0 ] a [pb]
| 0 (pvp1) - 0 0 | I[a'lll IF'll
; = R : K S 5.22
| 0 0 o Popk) - O lQRj le} (5.22)
L o 0 v 0 (pup] lad LE
a jego rozwigzania znajdujemy z zaleznosci
.’F. n_ w(x;:) p:(x:) " F(x;
aj _ (p] ]) _ 4i=0 ( 1) p]( 1) ( 1) — 0' 1’ T (523)

B (Pj'Pj> B Zicow(xy) 'p]g(xi)

Btad aproksymacji dany jest rtownaniem

X (W) - pre(xp) - F(x7))?
eMin = % w(x;) F?(x;) — : (5.24)

?:0 w(x;) P;% (xp)

Zauwazmy, ze " > g > N > ... ¢o oznacza, ze odchylenie $red-
niokwadratowe maleje monotonicznie wraz ze wzrostem stopnia wielomianu
aproksymujacego.

W przypadku, gdy zachodzi w(x;) = 1, to iloczyn skalarny

n
0, daj#k
W AR NS (5.25)
i=0

i uktad wielomianow pg(x), p1(x), ..., pm (%) nazywany jest ukladem ortonor-
malnym na zbiorze X = {xy, xq, ..., x,}. WoOwczas uktad réwnan normalnych
(5.12) redukuje si¢ do zestawu réwnan pozwalajacych na bezposrednie wyzna-
czenie wspotczynnikow ay, a4, ..., any,

QO = 2 P () - F(xy). (5.26)

Podsumowujgc: zastosowanie do aproksymacji wielomianéw ortogonal-
nych kolejnych stopni prowadzi do bardzo dobrze uwarunkowanego uktadu
rownan normalnych (5.22), co pozwala na szybkie i doktadne wyznaczenie
wspdtezynnikow a; funkcji aproksymujgce;.

5.2. APROKSYMACJA DYSKRETNA
METODA GAUSSA - HERMITE'A

Wyznaczanie funkcji aproksymujacej dla danych punktow t;,t,, ..., t, pa-
rami roznych (t; # t; & i # j) oraz danych wartosci funkcji aproksymowane;j
w tych punktach y;, y,, ..., y, metodg Gaussa - Hermite'a zaproponowat V. M.
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Strutinsky w 1966 roku. Zastosowal on do aproksymacji dyskretnej funkcje

Gaussa modyfikowang wielomianami Hermite'a (stad nazwa metody).
Rozpatrzmy zbior punktow {t;}, ktore sa w jednakowych odleglosciach

roztozone na przedziale [a, b]. Kazdemu punktowi t; przypisana jest wartos$¢ y;.
Zalozmy, ze istnieje taka funkcja y(t), ze

yi =y(t) i=0,1,..,n (5.27)

Niech j,(t,t") bedzie funkcja argumentow t symetryczng w taki sposob,
ze ju(t, t") = j,(t', t) i posiadajacg nast¢pujace wlasciwosci:

+00
f Jn(t, tHdt =1, (5.28)
+o00
P (t) = f P (t)jn(t, tHdt', k>0n>0,k<mn, (5.29)

przy czym K i n to liczby parzyste, a P, (t) jest dowolnym wielomianem stopnia
k. Przypisujac kazdemu punktowi (t;, y;) funkcje y;(t) zdefiniowang zalezno-
$cig
+00
50 = [ w8 = ) jn( e (530)

w ktorej & (t) jest funkcjg § Diraca, dostajemy rownanie
yi(t) = yi - ju(t, ty). (5.31)

Wykorzystujgc rownanie (5.28) mozemy tatwo zweryfikowac, ze zachodzi
400
f y;(H)dt = y;. (5.32)
Sumujac wszystkie funkcje y;(t) odpowiadajace kazdemu punktowi t; do-
stajemy

N
OEDYRAG) (539)
i=1
Z pordwnania nastepujacych rownan:
b +o0 N
Jy(t)dt ~ _[ y®)dt = Z w; * v; (Lebesgue), (5.34)
i=1

a —o0
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b N
fy(t)dt = I\l]im Z y(t;) - At; (Riemann),
i=1

a (5.35)
1
At; = E(ti“ —ti-1),to = @ ty4g = b,
wnioskujemy, ze w; = At; i mozemy zapisac
N
F(O) = Y yi Bty jut, ) (536)
i=1

Przyjmujemy, ze j,(t,t") jest zmodyfikowana funkcjg Gaussa i ma postaé

) = _<t‘t'>2 .f<t‘t'> (5.37)
(6, ) = = exp . =) :

— ! - -
w ktorej y jest parametrem ksztattu, a f (%) oznacza tzw. wielomian korygu-

jacy rzedu n wyznaczony z warunku (5.29).

Wykorzystujac wlasciwosci wielomianow Hermite'a, ktore tworza uktad
wielomianéw ortogonalnych na przedziale (—oo,+o0) z funkcjg wagows
exp(—t?) bedacy szczegdlnym przypadkiem funkcji Gaussa, obliczamy wspot-
czynniki wielomianu f (%)

Po wprowadzeniu nowej zmiennej okre$lonej na przedziale (—oo, +0)

t—t'
u= (5.38)
14
mozemy zapisac zaleznoSci:
, exp(—u*)
tt)=——f,(w), 5.39
Jn(t,t") y\/E fu(w) (5.39)
Pt =Pt =y w) = BKi(w) (5.40)
oraz
P,(t) = B,(t +v - 0) = B, (0). (5.41)
Funkcj¢ P, (u) zamieniamy na szereg wielomianéw Hermite'a H; (u)
n
PAw) = ) ag i, (5.42)

i=1

Przyjmujac k = n w warunku (5.29) mamy
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Pg(o>=%- [ B exp-u)- fua (5.43)

a po wykorzystaniu (5.42) dostajemy rownanie

+00

n
1
Yar| = [ eweud - fdu-m© | =0, (644
i=1 \/E —o0
ktore jest spetnione dla dowolnych wartosci a; # 0. Zachodzi wowczas

1 rs
= | ewed) B fadu=H©), i=01.n (649
s

Z drugiej strony wielomian korygujacy f,, (1) moze by¢ zastapiony szere-
giem

fu00 = ) G- W), (5.46)
i=1

ktory zastosowany do réwnania (5.45) daje nam zalezno$¢

n 1 +00
H;(0)= ) Ci-— | exp(—u?)-H;(u) - Hy(w)du. (5.47)

Poréwnujac znang wlasciwos¢ wielomianow Hermite'a jako uktadu wielo-
mianow ortogonalnych

f H;(w) - H(w) - exp(—u?)du = 2% - il - /18y (5.48)

z rownaniem (5.47) dostajemy ostateczng zalezno$¢ na wspotczynniki wielo-
mianu korygujacego

1

Warto$ci wielomianow Hermite'a dla t = 0 sg rowne

1, dlai =0,
Hi(t=0)=4{ 2"-(-D"-2n-1!, dlai = 2n, (5.50)
0, dlai =2n+1,
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wigc
1, dlai =0,
(2n—1)!
C. = _— n._____- [ = 551
i =41 2 )l dlai = 2n, (5.51)
0, dlai =2n+ 1.

Dla poczatkowych warto$ci i mamy:

Cz = -, Hz(u) = 4u2 — 2,
1 (5.52)
C, = 37 H,(u) = 16u* — 48u? + 12,
1
Ce = — He(u) = 64u® — 480u* + 720u? — 120,
384,
a odpowiadajace tym wartosciom wielomiany korygujace sa rowne
fO(u) = 1;
3
fow) = —u? +§,
) = tut 32 15 (5.53)
i) =qu —gw g
1 7 35 35
fow) = ——ub +—-u*——u? +

6 4 8 16
Ostatecznie funkcje aproksymujaca wyznaczona metoda Gaussa - Hermite'a
zapisujemy w postaci

$(t) = - 1\/5 : iyi At; - exp <_ (t ; ti)2> ) (t ; ti)_ (5.54)

Warto$¢ parametru ksztaltu y jest dowolna i moze by¢ inna dla kazdego
punktu t;. Powinna by¢ jednak powigzana z dlugoscig interwalu At;, warto-
sciami y; funkcji aproksymowanej oraz stopniem wielomianu korygujacego.
Doktadnos¢ aproksymacji mozemy zmierzy¢, poréwnujac wartosci funkcji
aproksymujacej i aproksymowanej w punktach (t;, y;), jak i miedzy nimi. Istot-
ng (i uzyteczng) wiasciwoscig funkcji (5.54) jest to, ze poza przedziatem,
w ktorym dokonujemy aproksymacji, ma warto$¢ rowng zero, tzn.

v y =0
t ¢ [a,b]y(t) -
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Obliczenia numeryczne pokazuja, ze bardzo dobre rezultaty aproksymacji
(duza zgodnos¢ pod wzgledem wartosci funkceji aproksymujacej 1 aproksymo-
wanej) uzyskujemy juz dla wielomianu korygujacego drugiego stopnia (n = 2).

Niski stopien wielomianu korygujacego to znaczne uproszczenie (a tym
samym przyspieszenie) obliczen numerycznych.

Dodajmy, ze funkcja (5.54) i jej wszystkie pochodne sg ciagte w catej swo-
jej dziedzinie, co znaczaco rozszerza zakres stosowania metody aproksymacji
dyskretnej metodag Gaussa - Hermite'a.

5.3. APROKSYMACJA DYSKRETNA Z WYKORZYSTANIEM
WIELOMIANOW LAGUERRE'A

Wielomiany Laguerre'a nalezg do obszernej klasy funkcji specjalnych, a ich
znaczenie w teorii aproksymacji jest nie do przecenienia.
Uogolnione (lub stowarzyszone) wielomiany Laguerre'a {Lgl“)(t)} sg
n=0

rozwiazaniem szczegdlnym réwnania rozniczkowego

d*f (1) df (t)
t- 1—-t)-—— t) =0,
arz @t == fO) (5.55)
n=2012.., a€(—1,0)
nazywanego rownaniem Laguerre'a.
Moga by¢ wyznaczane:
— z definicji (formuta Rodriguesa)
@y et dt 5.56
_ . (p—t . inta _ .
LY (@) = — dt”(e t"t), n=0,1,2,..., (5.56)
— ze wzoru elementarnego
1) = Z( (L)L (557)
n—i/ i’
— z zaleznosci rekurencyjnej
m+1) L0 +@¢-2n—a-1D)-LY2D+n+a):
(5.58)

I =0 n=x2

przy czym LE,“) t)=1i L(l‘x)(t) =a+1-t.
Uogodlnione wielomiany Laguerre'a najnizszych rzgdéw maja postaci:
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L0 =1,
P20 =-t+a+1,

L(Z“)(t) = %(tZ —2(a+2)t+ (a+1)(a+2))), (5.59)

1) =
= %(—t3 +3(a+3)t? —3(a+2)(a +3)t +
+ @+ 1D(a+2)(a+3)).

Dla a =0 dostajemy wielomiany zdefiniowane zalezno$ciami (3.54) -
(3.56).

Jezeli @ > —1, to uogolnione wielomiany Laguerre'a stanowia baze ortogo-
nalng w L?([0, 0]) z funkcja wagowg et - t%, tzn.

( n+a)!
j et -t 190 LD (0)dt = ot ol - ) S (5.60)
; !
przy czym symbol delta Kroneckera
_ (1, dlan=m _
8n,m—{0’ dlanim’ m,n—0,1,2,....

Wielomiany LE{") (t) wykorzystamy w nastepujacych funkcjach Laguerre'a

n!
19 = ’_(n pah et/2. ¢a/2. [ @y (5.61)

i stowarzyszonych funkcjach Laguerre'a

lsr(tp) t) = (-1)" \/ﬁ - L,(2pt) - e Pt (5.62)

okre$lonych na przedziale [0,0],n = 0,1, 2, ..., p jest wspotczynnikiem skali,
p > 0.

Ortogonalnos¢ tych funkcji odpowiednio reprezentuje naturalne odpowiedzi
obiektow na pobudzenia impulsowe. Ze wzrostem czasu do nieskonczonosci
(t — o0), warto$ci tych funkcji sg zbiezne do zera i dlatego rozwigzania rownan
TD-EFIE z ich zastosowaniem nie wykazuja p6znoczasowych niestabilnosci.

Zbiory funkeji 17(t) i 1s(t) bedace ukladami funkcji liniowo niezalez-
nych, potraktujemy jako bazy i zastosujemy do wyznaczania funkcji aproksy-
mujacych.
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5.4. APROKSYMACJA DYSKRETNA Z WYKORZYSTANIEM
ZMODYFIKOWANYCH FUNKCJI SFERYCZNYCH
BESSELA PIERWSZEGO RODZAJU

Rozwiazania rownan TD-EFIE (przebieg pradu indukowanego na antenie
liniowej jako odpowiedz na poddanie jej dziataniu impulsu pola elektrycznego)
moze by¢ aproksymowana (i ekstrapolowana) z wykorzystaniem zmodyfikowa-
nych funkcji sferycznych Bessela pierwszego rodzaju. Sa to nowe funkcje Bes-
sela wprowadzone przez autorke rozprawy. Funkcje te wyznaczamy bezposred-
nio z definicji

n+1 n :
2 (k) = (—1)" - t d (sm(kt)

. > = 5.63
o ke ) t20, n=123,., (569

przy czym k oznacza czgstotliwo$¢ katowa przebiegu pradu indukowanego na

antenie, a (tZ:)" = % : %{% : % (% : % )} lub z zaleznosci rekurencyjnej
nrazy
2n+1
]£+1(kt) = kt ]ﬁ(kt) _]ﬁ—l(kt)l n= 2; 31 4'; sy (564)
w ktorej j5(kt) = sin(kt) i j7 (kt) = T2 — cos(kt).

Funkcje (5.63) powigzane sa z funkcjami Bessela pierwszego rodzaju rzg-

déw utamkowych (]n+1(kt)> saleznoscia
2

. kt
Jn(kt) = ’T 'ln%(kt). n=0,1,2,.. (5.65)

i z funkcjami sferycznymi Bessela pierwszego rodzaju (j,, (kt)) wzorem
JjE(kt) = kt - j,(kt), n=0,1,2,.... (5.66)
Zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego rodzaju najnizszych
rzedow maja postaci:
Jg(kt) = sin(kt),
sin(kt)
kt
3sin(kt) 3 cos(kt)
k)2 kt

Ji(kt) = — cos(kt),

(5.67)

j3(kt) = sin(kt),
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15sin(kt) 15cos(kt) 6 sin(kt)
(kt)3 (kt)? kt
Ze wzrostem czasu do nieskonczonosci (t — oo0) wartosci tych funkcji z
czynnikiem ttumigcym exp(—bt) sag zbiezne do zera, a ich uklad stanowi do-
godng baze do aproksymacji (i ekstrapolacji) rozwigzan réwnan TD-EFIE po-
zbawionych pdznoczasowych niestabilno$ci.

Jj3(kt) = + cos(kt).

55. APROKSYMACJA /EKSTRAPOLACJA PRADU
INDUKOWANEGO W ANTENIE LINIOWEJ.
WYNIKI OBLICZEN

Wykorzystujac algorytm MOT wyznaczono warto$ci pradéw indukowa-
nych na zaciskach anteny liniowej (parametry anteny i impulsu pola elektrycz-
nego jak w 4.3) w funkcji czasu na przedziale od t = O ns do t = 112 ns, tzn.
wyznaczono bezwzglednie stabilng czes¢ odpowiedzi impulsowej anteny. Obli-
czono rowniez - korzystajac z metody Prony'ego - wspodtczynniki pierwszego
bieguna funkcji pradu. Jego czes$¢ rzeczywista a; = —0,067714; czg$¢ urojona
(tozsama z czgstotliwoscia katowa przebiegu pradu) w; = 0,89264; wiec
sy =—0,067714 + j - 0,89264.

Do aproksymacji péznoczasowej czeSci odpowiedzi impulsowej anteny
wybrano osiem probek pradu obliczonych dla czasow od t = 98,669 ns do
t = 111,059 ns z krokiem t = 1,77 ns.

Wyznaczono funkcje aproksymujace wykorzystujac:

- metode Gaussa-Hermite'a,

- wielomiany Laguerre'a,

- zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego rodzaju.

Wyniki obliczeh:

1) Aproksymacja metoda Gaussa-Hermite'a (rys. 5.1)
Przyjeto wielomian korygujacy drugiego stopnia (n = 2), tzn.

(t—ti)_ (t—ti)2+3
z wartos$cig parametru ksztattu y = 1,7.
Wobec powyzszego funkcja aproksymujaca ma postac

4
1 Z (t - ti)z (t - ti>2 N 3
S q -expl — = ~),
17 ve &P T Y 2
w ktorej a; = I; - At (I; - wartosci probek pradu).

Obliczono wartosci wspotczynnikow a;:
a, = 0,0002856249,

I(t) =
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Rys.5.1. Przebieg funkcji aproksymujgcej wyznaczonej metodg Gaussa-Hermite'a;
funkcja G-H. MOT - wyniki obliczen z wykorzystaniem algorytmu numerycznego

a, = —0,0002251263,
a; = 0,0001775133,
a, = —0,00014024418.
Dla czterech probek z warto$ciami I = 0 wspotczynniki sg rowne zero.
Przebieg funkcji aproksymujacej I(t) w przedziale od 98,669 ns do 111,059
ns pokazano na rysunku 5.1.

2) Aproksymacja wykorzystujaca wielomiany Laguerre’a (rys. 5.2)
Przyblizajac funkcjami z zastosowaniem wielomianow Laguerre'a do obli-
czen przyjeto maksymalny stopien funkcji Laguerre'a (n = 5) oraz wartos¢
wspoétczynnika a = 50.
Po wyznaczeniu wspotczynnikéw a,, funkcja aproksymujaca opisana jest
zalezno$cig

5
I(t) =t%5- exp( %) -sin(w; * t) Z a, ’(n+n—'50)' AL30(t) =
n=1

t
-sin(0,89264 - t) - 10736 -
-(0,000010503783 - t> — 0,002481541928 - t* +

+0,2408904109 - t3 — 11,48045819 - t + 284,3414177 - t +
— 3463,686641),
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Rys.5.2. Przebieg funkcji aproksymujacej wyznaczonej z zastosowaniem wielomianow
Laguerre'a; funkcja Laguerre'a - FL. MOT - wyniki obliczen z wykorzystaniem
algorytmu numerycznego

a jej przebieg w przedziale od 98,669 ns do 111,059 ns przedstawiono na ry-
sunku 5.2.

3) Wykorzystanie stowarzyszonych funkcji Laguerre’a (rys. 5.3)

Do aproksymacji zastosowano stowarzyszong funkcj¢ Laguerre’a stopnia
piatego (n = 5) z warto$cig wspotczynnika skali p = 0,2.

Posta¢ funkcji aproksymujacej (po wyznaczeniu warto§ci wspotczynnikow
a, z rbwnania macierzowego 5.22) opisuje wzor

I(t) = (=1)"-\/2p - exp (=p - ) " sin (w1 * t) * T7=1 Gn - Ly (2pt) =
V04 - exp (—0,2 - t) - sin (0,89264 - t) - (0,00000427 - ¢5 +
0,000095 - t* + 0,0201 - t3 + 2,032 - t2 + 217,21 - t — 570,42).

Przebieg funkcji aproksymujace;j 1(t) w przedziale od 98,669 ns do 111,059
ns pokazano na rysunku 5.3.

4) Aproksymacja zmodyfikowanymi funkcjami sferycznymi Bessela
pierwszego rodzaju (rys. 5.4)
W obliczeniach zastosowano funkcje aproksymujaca postaci

2
1(©) = exp (=19 ) an 3 (@10)
n=0

Obliczone wartosci wspotczynnikow a; (po rozwigzaniu rownania macie-
rzowego (5.13) sa rowne:
a, =—0,17613, a, =0,02918, a, =—0,32001.
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Rys.5.3. Przebieg funkcji aproksymujacej wyznaczonej z zastosowaniem wielomianow
Laguerre'a; stowarzyszona funkcja Laguerre'a - SFL.
MOT - wyniki obliczen z wykorzystaniem algorytmu numerycznego

r i i i i i i

‘s 100 102 104 106 108 110 112
t[ns]

Rys.5.4. Przebieg funkcji aproksymujacej wyznaczonej z zastosowaniem
zmodyfikowanych funkcji sferycznych Bessela pierwszego rodzaju;
zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju - FB.

MOT - wyniki obliczen z wykorzystaniem algorytmu numerycznego
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Wzér dla funkcji 1(t) ma postaé

I®) =
=exp(—0,067714-t) -
sin(0,89264 - t)
[ —1,205 -

sin(0,89264 - t)
+ 0,0327 - +
t2
co0s(0,89264 - t) _
+ 1,0755- " + 0,1439 -sin(0,89264 - t) +

—0,0292 - c0s(0,89264 - t)).

Jej przebieg w przedziale od 98,669 ns do 111,059 ns przedstawia rysunek
5.4.

Zastosowanie do aproksymacji péznoczasowej czesci odpowiedzi impul-
sowej anteny niewielkiej liczby probek pradu i duzego kroku czasowego jest
glowng przyczyng najwiekszych réznic migdzy funkcja aproksymowana (wyni-
ki obliczen z wykorzystaniem algorytmu numerycznego MOT) a funkcjami
aproksymujgcymi z zastosowaniem wielomianow Laguerre’a (funkcja Laguer-

re’a l;“) (t) i stowarzyszona funkcja Laguerre’a ls,(lp)(t)).

Najlepsza zgodnos$¢ (jakos¢ aproksymacji) migdzy funkcja aproksymujaca
a wynikami obliczen metoda MOT uzyskano stosujagc metode Gaussa-
Hermite’a i zmodyfikowane funkcje sferyczne Bessela pierwszego rodzaju.

Wyznaczone funkcje aproksymujace jednoczes$nie ekstrapoluja pdznocza-
sowe czesci odpowiedzi impulsowej anteny dla czasow procesu wigkszych od
111,059 ns.

Zastosowanie metody hybrydowej numeryczno-analitycznej do zapewnie-
nia stabilnosci péznoczasowego rozwigzania rownan EFIE w dziedzinie czasu
dla wybranych funkcji aproksymujgcych/ekstrapolujacych pokazano na poniz-
szych rysunkach od 5.5 do 5.8.

Z wykreséw wynika, ze zaproponowana metoda hybrydowa, polegajaca na
mieszanym numeryczno-analitycznym opisie odpowiedzi anteny liniowej na
pobudzenie impulsowe zapewnia jej stabilnos¢ w czgsci péznoczasowej. Zasto-
sowanie do opisu analitycznego (aproksymacja/ekstrapolacja) wybranych wie-
lomianéw i funkcji pozwolito na uzyskanie poréwnywalnych wynikéw i po-
twierdzito duzg doktadno$¢ metody. Mimo iz warunek Couranta nie jest spet-
niony, odpowiedzi anteny sa stabilne i poprawne w catym zakresie czasu.

Wykorzystujac dane z wczesnego okresu pozniejszego, jesteSmy w stanie
wyznaczy¢ doktadng i stabilng informacj¢ p6znoczasowa.
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Rys.5.5. OdpowiedzZ anteny na pobudzenie impulsowe z wykorzystaniem algorytmu
numerycznego MOT (rbzne wartosci krokdéw czasowych At) od 0 ns do 98,669 ns
i ekstrapolacja metoda Gaussa-Hermite’a od 98,669 ns do 400 ns
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Rys.5.6. OdpowiedzZ anteny na pobudzenie impulsowe z wykorzystaniem algorytmu
numerycznego MOT (rdzne wartosci krokdéw czasowych At) od 0 ns do 98,669 ns i
ekstrapolacja funkcjg Laguerre’a od 98,669 ns do 400 ns
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Rys.5.7. Odpowiedz anteny na pobudzenie impulsowe z wykorzystaniem algorytmu
numerycznego MOT (r6zne wartosci krokoéw czasowych At) od 0 ns do 98,669 ns i
ekstrapolacja stowarzyszong funkcja Laguerre’a od 98,669 ns do 400 ns
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Rys.5.8. Odpowiedz anteny na pobudzenie impulsowe z wykorzystaniem algorytmu
numerycznego MOT (r6zne wartosci krokow czasowych At) od 0 ns do 98,669 ns i
ekstrapolacja zmodyfikowang funkcjg sferyczng Bessela pierwszego rodzaju od
98,669 ns do 400 ns
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6. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

Majac na uwadze wyniki przeprowadzonych w rozprawie analiz teoretycz-
nych oraz obliczen numerycznych nalezy stwierdzi¢, ze postawiona przez au-
torke teza zostala udowodniona. Jednoczesnie zrealizowano wyznaczone na
poczatku pracy cele.

Zastosowanie metody hybrydowej polegajacej na powiazaniu ze sobg nu-
merycznego i analitycznego opisu odpowiedzi anteny liniowej na pobudzenie
impulsowe pozwala unikngé¢ utraty stabilno$ci obliczen p6znoczasowego roz-
wigzania catkowych rownan pola elektrycznego w dziedzinie czasu.

Implementacja metody kroczenia po czasie (MOT) do wyznaczania bezwa-
runkowo stabilnej cze$ci odpowiedzi anteny jest przyktadem na wykorzystanie
w obliczeniach numerycznych procedury bardzo efektywnej pod wzgledem
szybkosci, doktadnos$ci i powtarzalnosci uzyskiwanych wynikow. Pomimo swo-
jej niedoskonalosci, jaka jest utrata stabilnosci pdznoczasowego rozwigzania
rownan EFIE dla dtugosci krokéw czasowych nie spetniajacych warunku Co-
uranta, MOT jest algorytmem popularnym i powszechnie stosowanym w anali-
zie procesow elektromagnetycznych.

Dodajmy, ze stabilne w catym zakresie czasu rozwigzania réwnan catko-
wych pola elektrycznego w dziedzinie czasu (metody MOD lub FDDM) row-
niez nie s3 wolne od wad. Koszty obliczen numerycznych tych schematéw sa
istotnie wigksze niz klasycznego algorytmu MOT. Poza tym wymagaja bardziej
rozbudowanego (a tym samym drozszego) sprzetu komputerowego i oprogra-
mowania. Réwniez techniki tzw. stabilizacyjne (filtrowanie i usrednianie roz-
wigzan, stosowanie specjalnych funkcji bazowych) nie w pelni poprawiaja
i gwarantujg uzyskanie stabilnych obliczen péznoczasowego rozwigzania rOw-
nan EFIE w dziedzinie czasu. Sposoby te zazwyczaj zmniejszaja doktadnosé¢
koncowych wynikow i stajg si¢ zrodlem nowych niestabilnosci.

Zastosowanie do czes$ci analitycznej proponowanej metody hybrydowej
aproksymacji sredniokwadratowej dyskretnej z wielomianami i funkcjami orto-
gonalnymi jako baza podprzestrzeni funkcyjnej znacznie upraszcza obliczenia
wyznaczajace funkcje aproksymujgcg ze zbioru danych z poczatkowej czgsci
okresu pdzniejszego. Z liniowej niezaleznosci tych wielomianéw i funkcji wy-
nika nieosobliwos$¢ stosowanych macierzy i bardzo dobre uwarunkowanie ukta-
dow rownan, a tym samym jednoznaczno$¢ rozwigzan przy wyznaczaniu
wspotczynnikow funkcji aproksymujacych.

Nalezy podkresli¢, ze istotng zaleta zaproponowanych rozwigzan w czesci
analitycznej metody hybrydowej jest wykorzystanie macierzy o niskich stop-
niach, a tym samym wyznaczanie funkcji aproksymujacych niewielkich rze-
dow, ktére z duzg dokladnoscig aproksymujg i ekstrapolujag dane obliczone
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z wykorzystaniem algorytmu MOT. Jest oczywistym, ze zastosowanie w proce-
sie obliczen liczniejszych zbiorow danych mogtoby poprawié¢ jako$¢ wynikow.

Wobec powyzszego (i na podstawie wynikow testow numerycznych), teza
rozprawy o mozliwosci zastosowania wiclomianow wybranej klasy (wielomia-
now i funkcji ortogonalnych oraz zmodyfikowanych funkcji sferycznych Besse-
la pierwszego rodzaju) do uzyskania stabilnego pdznoczasowego rozwigzania
catkowych rownan pola elektrycznego w dziedzinie czasu modelujacych anteny
liniowe zostala udowodniona, a numeryczno-analityczna metoda hybrydowa
opisujaca odpowiedz anteny liniowej na pobudzenie impulsowe jest sposobem
na zapewnienie jej stabilno$ci w petnym zakresie czasu.

Zdaniem autorki rozprawy metoda w przedstawionym ksztalcie nie byta
dotychczas stosowana w praktyce obliczeniowe;j.

Do oryginalnych pomystow i wlasnych osiggnie¢ autorka zalicza:

e stworzenie nowych, zmodyfikowanych funkcji sferycznych Bessela
pierwszego rodzaju,

o wykorzystanie zmodyfikowanych funkcji sferycznych Bessela pierw-
szego rodzaju do analitycznego opisu dalszej czesci procesu w czasie
pozniejszym,

e opracowanie hybrydowej numeryczno-analitycznej wersji rozwigzywa-
nia rownania EFIE dla cienkich przewodow (najpierw FDTD, potem
formuta analityczna),

e stworzeniec modulu wyznaczajacego ckstrapolacj¢ w czasie pdzniej-
szym,

e poréwnanie skutecznosci stosowania réznych wielomianéw do ekstra-
polacji pradu w czasie pdzniejszym.

Liczne watki badan powinny by¢ kontynuowane. Ciekawe i atrakcyjne
wydaja si¢ nastepujace zagadnienia:
e rozszerzenie metody hybrydowego opisu pradu na przewody krzywoli-
niowe i lezace blisko siebie,
¢ zbadanie wrazliwos$ci potozenia rezonansOw anteny — w szczegolnosci
pierwszego — na parametry procesu obliczeniowego,
¢ zbadanie mozliwosci skracania czasu obliczen numerycznych i szyb-
$zego wyznaczania opisu ekstrapolacyjnego.
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The use of the selected class of polynomials
to stabilize late time solution of EFIE
for linear antennas modeling
(Abstract)

In the doctoral thesis is presented new hybrid method of solution of inte-
gral equations of the electric field in the time domain, modelling linear antennas
with impulse excitation. The method consists in mixed, numerical-analytical
description of the process, that makes limits or avoidances of the losses of the
stability of calculations over late time.

In the hybrid method one applied the classes of polynomials and functions
giving the essential simplification of the extrapolation process in analytic part.

The matter of the hybrid method of solution of TD-EFIE equations of
modelling linear antennas, moves to the appointment, with the utilization of the
algorithm MOT, the unconditionally stable answer of the antenna on the im-
pulse excitation and to the connection this answer with the analytic extrapola-
tion formula for the late-time part of the answer.

To define the analytic part of current, it is necessary comparatively small
number of samples obtained by the MOT algorithm from the beginning of the
late time of the answer of the antenna. Applied in the analytic part polynomials,
orthogonal functions and modified spherical Bessel functions of the first kind
let on the extrapolation with the large accuracy and low-order expressions.

The modified spherical Bessel functions of the first kind have oscillatory
character and the connection it with an exponential factor makes it conven-
ient to the extrapolation of the answer of the antenna with the pulse excitation.
There are new functions introduced to the computational practice by the author-
ess of the thesis.



