DARIUSZ BUCHANIEC, MARIA OLEJNICZAK,
MYKHAYLO DELYAVSKYY

Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy

MODEL MATEMATYCZNY BELKI TIMOSHENKI

W pracy analizuje si¢ belke¢ Timoshenki, na ktdra dziata statle w czasie obcia-
zenie normalne i styczne. Okres§lono funkcje opisujace stany: tarczowy i gigtny.
Uwzgledniono takze $cinanie oraz skrecanie. Zbudowano model matematyczny,
ktory pozwala obliczy¢ charakterystyki kinematyczne i statyczne w belce
Timoshenki.

Stowa kluczowe: belka Timoshenki, réwnanie rézniczkowe, odksztalcenia, prze-
mieszczenia

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W pracy zaproponowano pewne sformutowanie modelu matematycznego belki
Timoshenki [6]. Rozwazaniom poddano belkg o grubosci 2/ dowolnie podparta. Stan
odksztatcen 1 naprgzen sformutowano w prawoskrgtnym uktadzie wspoirzednych
Ox1x,x3 z poczatkiem w $rodku cigzkosci przekroju poprzecznego. Przyjgto, ze o$ Ox;
pokrywa si¢ z osia oboje¢tna belki. Belka obciazona jest dowolnym obcigzeniem nor-
malnym g5, oraz stycznym ¢, , & =1,2, przylozonym do jej powierzchni gornej oraz

obcigzeniem ps, przylozonym do powierzchni dolnej.
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Rys. 1. Schemat obcigzonej belki

Przy tak przyjetym obciazeniu w belce powstana momenty zginajace M, 1 skreg-
cajace M, Mo, sity tnace Q;3, O,3 oraz sity normalne Nj;, N,y 1 sily styczne



Nip (rys. 2). Belkg rozpatruje si¢ jako pasmo o jednostkowej szeroko$ci wycigte
z plyty nieskonczenie dtugiej w kierunku osi Ox, [2+6].

Rys. 2. Sity wewngtrzne w belce Timoshenki

Przyjeto, zgodnie z uscislong teoria belek, ze ugigcie belki jest state na jej wyso-
kosci. Z tego zaloZenia wynika, ze £33 =W; =0.

2. MODELOWANIE PRZEMIESZCZEN BELKI
Pole przemieszczen belki opisano w postaci funkcji:

4
up (x1,x3) = Uy (x) = x3U31(x)) = hdg (6)F o (x))+ D, 7 (8) Vi (xp) (D)
=1

6
Uy (x1,%3) = Up () = h Ay () @1 (xp) + D 75 (6) Vi (xy) 2
s=5

uz(x1,x3) =Uz(x) A3)

gdzie § = x73 , A (8), 7 (8) sa funkcjami bezwymiarowymi.

W podobny sposob przyjmowano funkcje okreslajace przemieszczenia u; w pracy [2].
W wyrazeniach (1+3) funkcja Usz(x;) opisuje ugigcie belki, natomiast U;(x))
i U, () przedstawiaja stan tarczowy. Funkcje F(x) 1 @(x) sa funkcjami opisuja-
cymi odpowiednio $cinanie oraz skrecanie w belce. Wystepujace we wzorach (1-3)
Vi (x;) oraz V(x) sa to tzw. korektory i zapewniaja one spetnienie warunkow brzego-



wych na powierzchniach belki, a funkcje 4y(d) 1;(9), ¥,(d)opisuja rozktad prze-

mieszczen na grubosci belki.
Zauwazmy, ze S. Timoshenko sformutowal model bez uwzglednienia stanu tar-
CZOwego oraz przemieszczen poprzecznych u, [6].

Zatozono, ze w belce przemieszczenia poprzeczne u, sa state na jej szerokosci, co
ma miejsce w przypadku czystego skrgeenia belki. Proponowany model pozwala wige
uwzgledni¢ jednoczes$nie stan gigtny i tarczowy oraz skrgcanie w belce.

Korzystajac ze zwiazkow geometrycznych &;;

|
i 2( i +u;;) okreslono od-

ksztalcenia normalne:

&1 =Uy1-x3U3 11 —hAy (6 »11+z7k Wi

Eyy = E33 =0 (4)
postaciowe:
1 1
81225(”1,2”2,1) 2|:U21_h/‘10 »11+Z7’v Voa (3 } )
1 1 ' ' -
€13 :5(”1,3 +M3,1)=5{_/1 (6)F1+ Z 7 (6)Ve (x1) 1} ©)
k=1

1 1 S, . _
€3 =§(”2,3 +”3,2)=5{—20(5)¢',1+Z7’s(5)Vs(x1)h 1} @)

s=5
oraz odksztatcenie objgtosciowe:

O=¢ 1+ +E33 =6 (8)

3. OKRESLENIE NAPREZEN W BELCE

Belka znajduje si¢ w plaskim stanie naprezenia w kierunku osi Ox, . Skladowe
tensora naprezen okreslone sa na podstawie rownan fizycznych:

gdzie 51]- jest symbolem Kroneckera, a 4 i g sa statymi Lame okreslonymi dla pta-

skiego stanu naprezenia. W celu ich okre$lenia przyjgto &5, # 0. Jest to sprzeczne z za-

lozeniami (4), jednak w inny spos6b nie mozna zrealizowa¢ ptaskiego stanu naprezenia
na tym kierunku. Rozwazono zwiazek:

0oy = A&y +24ey; + A&y =0
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gdzie:
A

&y =——§&
2=

Korzystajac ze zwiazkow fizycznych otrzymano:
o1y = ey +2ue = (A+2u) 8
033 = Aéyy
O3 =23, =12

_ 2ul
A+2u”

gdzie: (10)

Uwzgledniajac w rownaniach fizycznych (10) zwiazki (4-8) wyprowadzono wyra-
zenia na napr¢zenia w belce Timoshenki, zawierajace nieznane funkcje — korektory
Vi (x1),V,(x) . Funkcje te okreslono z warunkow brzegowych na powierzchniach belki.

Wobec tego, ze przyjeto obciazenie gornej i dolnej powierzchni belki: g3, 1 p3y
(a=1+3) musza by¢ spelnione nastgpujace warunki brzegowe:
O30 (h) ==D3¢> O30(-h) =434 (In

Wykorzystujac wzory (5-7) i (10) zapisano warunki brzegowe dla naprgzen Scina-
jacych 031(x1,x3) , 035 (%1, %3) :

k=1

031 (~h) = /{—ﬂoy (-1 F;+ i Vi (=) Ve (% )h_l} =-q31

i (12)
o3y (—h)= l{—ﬂ'o (D@, +> 7, (-1)V; (x )h_l} =—q3
s=5

031 (h) :/{—ﬂo' (1) F, +§: 7 )V (xl)h_l} =-p3;

(13)

o3 (h)= l{—ﬂ'o (1)@ + i 7s )V, (x )h_l} =-p3
s=5

Po to, aby utatwi¢ spelnienie warunkoéw brzegowych (13) przyjeto:
% (1)=0, k=131 %5 (1)=0,a 3, ()=y, (1) =1 (14)

skad otrzymano:

h ' h .
V4=—;P31+h/70 (1) Fy, V6=—;P32 +hio (1)@, (15)



11

Podobnie spetniono warunki brzegowe dla naprezen o3, na gornej powierzchni
belki przyjmujac, ze:

7 ()=0.k=1+2, 35 (-1)= 75 (=) =174 (-1)=0.% (-1)=0  (16)

h !

V3=——gq31+hly (-1)F)

W (17)

Vs = PR +hi (1)@

Przyjeto ponadto dla naprezen normalnych o33 (x;,x3 ) na powierzchni dolnej wa-

runki:
033 xy=h PR (18)
033 xy=—h = 033 (19)
skad otrzymano:
4
033 = A {Ul,l ~h6Us 1 —hlg (8)Fay+2 % (5)Vk,1} (20)
k=1

W celu spetnienia warunku brzegowego (18) przyjeto 7 (1) =0, 7 (1)=-1, z czego
wynikaja nastgpujace wzory:

4
A |:U1,1 —hUy 1 =h2g () Fq1+ 2. % (1)Vk,1(x1)} =-p33 (21)
k=1
4
VaCe) =] pasCnds + 3 7 (D )+ Uy =hUs = (DFah - (22)
k=3

Funkcje V,: (x;) okreslaja czg$¢ korektorow wyrazonych tylko przez obciazenie
zewnetrzne. Podobnie przyjmujac 7 (—1)=-1 oraz warunek brzegowy (19) okreslono

funkcje — korektor ¥ (x;):

4
Vi) = [ass o) + 3 73 (<175 (a)+ Uy +hUs = o (<) P (23)
k=2

Podstawiajac otrzymane wyrazenia na korektory do wyrazen na przemieszczenia
poziome u , u, 1 uzyskano:

4
up = Ay (O (x)) +hAy (8)Us 1 (x1) +hAg(8)F . (x))+ D 7 (6) Vi (1)
k=l (24)

6
1y = U () + hAz (8) @,y (x)+ D 7, (8); (1)
s=5
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gdzie wprowadzono oznaczenia:
A(0) =1-%(6)- 1 (9)
Ao(8)==2(8) =29 (1)72(8) =40 (~1) 1 (8)+ 73 (8) Ao (-1)
Ay(8)==8-[7(8)- n ()]
A3(8)==20(8)+75(8) 2 (—1)+ 75 (8) g (1) (25)

Okreslono odksztalcenie normalne i postaciowe:

4
11 =AM (6)Uy 1 +hAy()Usz 11 +hAo(O)F 1+ 7 (6) V i
k=1

é1s %{Ao' (5)F, + i 7 ()W (1) +h7A (O)U = 72.(8) - (5)JU3,1}
k=1

[ SR
e =5{A3 (8 + Y7, (), (xn}
s=5

| 6
€1y :E{Ull+hA3(5)<D,11+Z7’s(5)Vs,1(x1)} (26)
s=5

4. OKRESLENIE FUNKCIJI OPISUJACYCH ROZKLAD
PRZEMIESZCZEN PO GRUBOSCI BELKI

Funkcje 7, (), 7, (&) wybrano w postaci:

Vo) (5) =aq +a15+ 0252 +a353

27
}/1 (5) =aq —a15+a252 —a353
Nieznane parametry «; okre$lono z warunkéw brzegowych:
n(1)=0,7(-1)=-1, p(1)=-1, 1, (-1)=0, 7 (£1)= 1, (£1)=0 (28)

Jezeli spelnione zostang warunki dla funkcji (x3) , to beda one spelnione toz-

samosciowo rowniez dla funkeji 7, (x3) .

Rozwiazujac uktad rownan (27-28) uzyskano:

aoz—Ea a1=—za a2=0,a3=z (29)

Funkcje 7 (x3) wybrano na podstawie warunkow brzegowych:

7 (1)=0 75 (-1) =1 (30)
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Funkcjg t¢ mozna okresli¢ w nastgpujacy sposob:

% (8)=hyd*> +b S gdzie b(,:—%, bI:%. (31)
Funkcje 74 (x3) spehiajaca warunek 7 (8) =1wyrazono w postaci:
n(8)=16+1s (32)
4° "2
W tej samej postaci wybrano funkcje ¥ () .
Funkcje y5(J) przyjeto tozsamosciowo rowna funkeji 3 (J):
¥5(6)=7(9) (33)

Zatozono, ze funkcja A (&) jest dowolna funkcja zmiennej x3 spetniajaca warun-
ki Ag(=1)=1,4 ¢(=1)=0,44(1)=0, 4 (1)=1i zapisano ja w postaci:

/10(5):—1(52—26—3) (34)
4
Korzystajac z podanych funkcji wyprowadzono nastgpujace zaleznos$ci:
1
A(8)=~4(8) =12 () +73(d)=~7

A3(8) =4 (5)+¥5(9) (35)

(254 +8° 2682 +75+3)

A2(§)=%h(53—55)

5. OKRESLENIE MOMENTOW I SIEL. TNACYCH
Momenty i sity tnace w belce przyjeto zgodnie z definicja:

h h
My = j O3y , Oy = j O35 (36)
—h —h

W celu wyprowadzenia funkcji okreslajacych uogélnione sity wewngetrzne w belce
wprowadzono oznaczenia:

h h
[ Ai(@)dey =hl;, [ x3Ai(S)dxy =2,
p i @7

[ 7(@)dxy =Ty, [ x373(8)dns = HGy
—h —h
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Na skutek tego, ze A (J) jest funkcja parzysta, a A3 (8) nieparzysta zmiennej &,
otrzymano: I3 =J; =0.

Podstawiajac do wzordéw (36) wyrazenia (9)-(10) i uwzgledniajac oznaczenia (37)
wyprowadzono nastepujace wzory:

4
My =(A+ 2#)[h3J2U3,11 +h3J0F,11 +y thle:,lJ (38)
k=1
6 *
M22 = ,u h3J3(I),11 + z thSI/s,l (39)
s=5
4 *
Nip = (e + 20| RLU L + R LF + Y iV (40)
k=1
_ 2 & *
Nip —ﬂ[thZ,l_h 13‘D,11+ZthVs,1j (41)
s=5
M21=0 N22 =0 (42)

O3 :ﬂ[h[/\o(l)]FJ + i[?ﬁc(l)]h_ll/lj (xl)—[i"z (8)-n (5)JU3,1] (43)

k=1

6
03 = u[As (D], + X [y, O]V (44)
s=5

Wyrazenia w nawiasach kwadratowych wzordéw (43-44) oznaczaja skok funkcji na
grubosci belki. Zaznaczono, ze skok[A;(1)] =0, poniewaz funkcja A;(J) jest funkcja

parzysta.
Wprowadzono oznaczenie:

J2U3 +JOF=Q (45)

i przepisano rownanie (38) w postaci:

4
M12 :(ﬂ* +2:U)[h9,11 +ZGka,1Jh2 (46)
k=1

Nastepnie podstawiono wyrazenia (38-44) do roOwnan rownowagi:
Niit+g31—p31 =0
Nigi+q3=p3 =0
M1 =03+ (g31+p31)h=0
My =03 +(q32 + p32) =0

Oi31—q33+p33=0 47)
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Z trzeciego rownania rownowagi okreslono sil¢ tnaca Q)3 :

4
O3 =My +(q31+ p31 ) h = (A +2ﬂ)[h9,111 +ZGka,11Jh2 +h(gqz +p31) (48)
k=1

Podstawiajac zwiazek (48) do ostatniego rownania roéwnowagi (47) otrzymano
réwnanie czwartego rzedu wzgledem funkcji Q:

4

x 2
(A +2ﬂ)(h9,1111 +3 GV 11]}1 +(g311+ P311 ) h=a33 — P33 (49)
=1

Rozwiazanie tego rownania ma postac:
4
h3Q (Xl) = CO + Clxl + C2x12 + C3)C13 - h2 Z GkJ-Vk*(xl)dxl -
k= 1 (50)
+ p31) dxydxydx) +———— doxydxydx,dx
(ﬂ*+2u)J.” q31 + P31) dxydx dxy e+ 2#)”” q33 — P33 ) dxydxydydxy.

Podstawiajac wyrazenia (38) i (43) do trzeciego rownania rownowagi uzyskano:

4
(D +2,U)(h9,111 + ZGka,n]_
k=1

4
+ﬂ{h[Ao(1) Fy+ 2 [V —[72(5)_ 7’1(5)]U3,1}+ (51
k=1

+(g311 + p311)h =0,
skad:

B (A +2 &
h[Ao(l)]F—[}/z (1)— N (1)](]3 = M(hg,ll + Z Gka’lJ_
a = (52)

—Z [V (x )j Vi (x1)dx, +—J (q31+ P31 Jdxy.
k=1

Ze zwiazkow (45) 1 (52) okreslono funkcje ugigcia belki:

Ua{[Ao(l)]Jz +J0[7’2 -7 (1)]} =

2 4
=[Ao()]Q-Jg {@(}’Q,n +szV1:,1]— (53)

k=1

3 . 1
2 [% (1)]_[ Vie (v)dxy +;I(‘i31 + P31 )i }
k=1

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli nie uwzgledni si¢ skrgcania zarowno
w belce Timoshenki, jak i Eulera, to teorie te pozwalaja spetni¢ tylko po dwa warunki
brzegowe zamiast naturalnych trzech warunkow. Nieuwzglednienie efektow skrecania
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przy budowie modelu belki Timoshenki prowadzi do modelu sprzecznego, w ktorym
rzad rownania rdzniczkowego jest mniejszy niz liczba warunkow brzegowych.

Po to, aby spehi¢ trzy warunki brzegowe na kazdej krawedzi belki nalezy uwzgle-
dni¢ skrecenie w belce, a to sprowadza si¢ do spetnienia czwartego rownania rOwnowa-
gi (47). Podstawiajac do tego réwnania wyrazenie na moment skrgcajacy M,, 1 silg

tnaca O3 otrzymano rownanie drugiego rzgdu wedtug funkcji @ (x;):

,U[ M4‘D111+ZGSVSMJ+#[A3(1) Z[Vs(l) 107 +(g32+ P32 ) h =0 (54)
s=5 s=5

Rozwigzanie ogdlne tego roéwnania podano w postaci sumy @ =@, + P catki

ogblnej @ (x; ) rownania jednorodnego:

[As(D)]

4

011~ @) =0 (55)
oraz catki szczegolnej P« niejednorodnego rownania (54). Po to, aby okresli¢ funkcje
@+ (x) roztozono obciazenie $cinajace przylozone do goérnej i dolnej powierzchni belki
w szereg Fouriera:

Gz (x) = Z a,, cos é'E]xl + an sin y,[ql]xl (56)
m=1 n=1
P3(x)= Z ¢, COS é‘,[,:]xl + Z d, sin 7E]xl (57)
m=l1 n=l
2 1
gdzie: 5,9] ik ;/[1] La (58)

Funkcje <I>*(x1) wybrano w postaci:

oo Sl K
®.(x) = Y 4, cos Sl + 3 B, sin gl + 3 ¢k (59)
m=l1 n=l1 k=1
gdzie: A4,, B,, Cj sa to nieznane wspolczynniki, natomiast a,,, b,, ¢, , d, sa to

znane wspotczynniki rozkladu obciazenia zewngtrznego w szereg Fouriera.
Na podstawie porownania wspotczynnikow przy jednakowych funkcjach trygo-

nometrycznych i potggowych okres$lone zostaly nieznane parametry 4,,, B, , C; .
Caltkg ogdlna @ (x;) réwnania (55) przyjgto w postaci:
@ (x)) =R exp(ex)) (60)
Parametry @ sa pierwiastkami rownania charakterystycznego:

h,
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Podstawiajac wyrazenia (40), (41) okreslajace sity normalne i styczne do pierw-
szych dwoch réwnan rownowagi (47) otrzymano:

4
(A +2ﬂ)[2hU1,11 +hlgFq; + ZFkaJI}L‘IB -p13=0 (62)
k=1
6 %
1| 20U, 11 +hJy® g1+ D Ty |+ 43— p3a =0 (63)
s=5

Calka szczegolna tych rownan zostata okreslona podobnie jak catka rownania (54).
Calki ogdlne rownan jednorodnych:

Un=0,U;11=0 (64)
przyjmuja postac:
Ui (%)=Cx+Cy, Uy (%) =Dixy + D, (65)

6. PRZYKLAD

Analizie poddano belke Timoshenki swobodnie podparta na obu koncach oraz ob-
cigzong rownomiernie na powierzchni gornej obciazeniem poprzecznym gz; (x;) = qp =
= const = 10 kN. Do obliczen przyjeto nastgpujace dane: dhugosé belki / = 4 m, wyso-
ko$¢ & = 0,8 m, modut Younga £ = 30 GPa oraz wspotczynnik Poissona v =0,3 .

W takim przypadku korektory przyjmuja wartosci:

Vo (x1)=V5 (x1) =Py (1) =V5 (1) =Vs (x1)=0, ¥} (x1)= %M (66)
Korzystajac ze wzorow (50), wyznaczono funkcje Q(x;):

B3Q(x1) = Co+Crxy +Cox2 +Caxd +—— 20 (442G 490 2 67
(x1)=Co +Cixy + Coxi +C3xj A+ 2 15, (67)

Z warunkow symetrii zagadnienia otrzymano, ze C; =C; =0 i okres$lono funkcje
ugigcia oraz momentu zginajacego:

1 2 90 4 2 qo 2
Uz(x1,X%3)=U=———| Co+ Coxj +—————x7 —h"Gy——x; |+
3(1 3) 3 J2 ]JO|: 0 2 24(2 ) ) 1 122 1

o 20 L G0 2 26 90 06 90 |90 2L

2
_ q0X1 68
My = (A +2ﬂ)[2cz+2(2*+2#)J (68)
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Nieznane wspotczynniki Cyi C, okresla si¢ zakladajac, ze spetniaja one warunki
brzegowe na koncach belki:

Znajac wspotczynniki Cyi C, obliczono ugigcie i moment zginajacy, a nastgpnie
sporzadzono odpowiednie wykresy.

Wykres ugigcia
dtugos¢ belki [m]

-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

Wartos¢ [m]

Wykres momentu zginajacego
Dtugosé belki [m]

-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

Warto$¢ [kNm]

7. PODSUMOWANIE

Zbudowano model belki Timoshenki, ktory opisano uktadem réwnan rézniczko-
wych dziesiatego rzedu. Na belke dziala obciazenie normalne i styczne przylozone do
obu powierzchni. Okreslono funkcje opisujace stany: tarczowy, gigtny oraz §cinanie
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i skrgcanie, co pozwala obliczy¢ przemieszczenia oraz wszystkie skladowe sit we-
wnetrznych w belce Timoshenki. Ustalono, ze przy obciazeniu symetrycznym (bez
skrecania i bez uwzglednienia stanu tarczowego) model belki Timoshenki opisuje si¢
réwnaniem czwartego rzedu, tak jak w modelu belki Eulera.
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THE MATHEMATICAL MODEL OF TIMOSHENKO’S BEAM

Summary

The Timoshenko’s beam loaded with normal and tangential load is presented in
this paper. The functions describing tension, bending, non-dilatational strain and torsion
(twisting) conditions are specified. The mathematical model to calculation cinematic
and static characteristics in Timoshenko’s beam has been built.

Key words: Timoshenko’s beam, differential equation, strains, displacements



