NIESPREZYSTE MODELE ZDERZENIA
PRZY SWOBODNYM SPADKU OPAKOWAN

Przemystaw Osowski'

1. WSTEP

Materialy przeciwwstrzasowe wykorzystywane w opakowaniach pelnig wiele
funkcji. Jedng z wazniejszych jest ochrona zawartosci opakowania przed oddziatywa-
niem mechanicznym spowodowanym zderzeniem, bedacym gtéwng przyczyng uszko-
dzenia tadunkow podczas swobodnego spadku na podtoze. Samo zderzenie nie powodu-
je uszkodzenia. Powoduje je nagte zatrzymanie si¢ obiektu w wyniku zetknigcia si¢
z podlozem. Przyczyng uszkodzenia jest intensywny wzrost przyspieszenia, jak rowniez
czas jego trwania (zazwyczaj 2+50 ms) [Yam 2009]. Warto$¢ maksymalnego przyspie-
szenia, uzyskiwanego przez zawartos¢ tadunku, zalezy od wysokosci upadku i cech ma-
terialu przeciwwstrzasowego: jego rodzaju, grubosci i obcigzenia statycznego. W celu
identyfikacji zachowania si¢ materialu przeciwwstrzasowego podczas zderzenia wyko-
rzystuje si¢ jego charakterystyke, tzw. krzywa amortyzacji (ang. cushion curve) [Yam
2009]. Przyktadowa charakterystyka przedstawiona na rysunku 1 opisuje zalezno$¢ po-
mi¢dzy obcigzeniem statycznym wypetnienia (wyrazonym ilorazem sity cigzkosSci za-
warto$ci tadunku i powierzchni jego podparcia) a maksymalnym przyspieszeniem do-
znanym przez tadunek. Za pomoca tej krzywej mozna wyznaczy¢ przedzial obcigzenia
statycznego, w ktorym materiat chronigcy jest najbardziej efektywny, a takze przedzia-
ty, ktorych nalezy unika¢ ze wzglgdu na zagrozenie uszkodzenia produktu [Kirkpatrick
2013].
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Rys. 1. Krzywa amortyzacji [Yam 2009]
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W celu okreslenia wlasciwos$ci materiatu chronigcego (sprowadzajace si¢ do uzy-
skania danych do wygenerowania krzywej amortyzacji) stosuje si¢ badania ekspery-
mentalne. Musza by¢ one jak najprostsze, oddajace nature zderzenia wystepujacego
W procesie transportowym oraz opisane jasnymi i jednoznacznymi zasadami. Wytyczne
dotyczace zastosowania wymaganych urzadzen, jak i przebiegu badan eksperymental-
nych sa okre$lone w normach [ASTM 2011, PN-O79003:1988P]. Badania te opieraja
si¢ na probach zderzeniowych bijaka spowodowanych swobodnym spadkiem z wysoko-
$ci na materiat przeciwwstrzasowy. Eksperymenty przeprowadzane sg wielokrotnie dla
zmienianych z zadanym krokiem: masy bijaka, wysoko$ci swobodnego spadku i grubo-
$ci testowanego materiatu przeciwwstrzagsowego. Ponadto dla celéw analiz statystycz-
nych poszczegélne proby powinny by¢ wykonywane wielokrotnie.

Wyznaczenie wspomnianej charakterystyki jest dlugotrwate i kosztowne, gdyz dla
jednego materiatu badania zajmuja 175 h oraz wymagaja wykonania 10 500 préb [Gil-
bert i Batt 2015]. Z prezentowanych danych wynika, Ze istnieje zapotrzebowanie na me-
tody, ktére wspomogg procedure wyznaczania krzywej amortyzacji, minimalizujac czas
potrzebny do wykonania zmudnych i pracochtonnych testow eksperymentalnych. Roz-
wigzaniem tego problemu jest postuzenie si¢ niesprezystymi modelami zderzen, ktore
odzwierciedla proces zderzenia materiatow przeciwwstrzasowych z przeszkoda. W pra-
cy dokonano przegladu trzech niesprezystych modeli zderzen dostgpnych we wspotcze-
snej literaturze. Przedstawione modele naleza do grupy modeli ciagtych. Druga grupa
modeli — modele dyskretne — zostatla pominicta, gdyz oparta jest na hipotezie ciat
sztywnych i nie moze by¢ zastosowana do opisu materiatdow przeciwwstrzasowych pod-
dawanych duzym odksztatceniom [Gilardi i Sharf 2002].

Prezentowane w pracy modele ciagte wykorzystujg podstawowe parametry mate-
rialowe, takie jak modul Younga oraz wykres naprezenia $ciskajacego w funkcji od-
ksztatcenia wzglednego. Na przyktadzie wybranego modelu wyznaczono maksymalne
przyspieszenia, ktore postuzyly do stworzenia wykresu krzywej amortyzacji, ktory na-
stepnie poddano weryfikacji eksperymentalnej.

Osiagniecie akceptowalnych wynikdw z przeprowadzonej analizy bedzie motywa-
cja do podjecia dalszych wysitkow nad opracowaniem skutecznego modelu niesprezy-
stego zderzenia w celu wyznaczania wlasciwosci przeciwwstrzasowych wypelnien opa-
kowan i efektywnego ich projektowania.

2. NIESPREZYSTY MODEL ZDERZENIA WANG-LOWA

Matematyczny model materiatu przeciwwstrzasowego zostal przedstawiony jako
uktad wibracyjny, ktory sktada si¢ z wielu nieliniowych sprezyn jednostkowych
0 sztywnosci k., ktory zmienia si¢ wraz z ugieciem sprezyny x. i wspotczynniku thumie-
nia wzglednego {. Material ten wraz z zaproponowanym tadunkiem poddawany jest
swobodnemu upadkowi z wysokosci h (rys. 2).

Podczas badan pod uwagg brane sa tylko warto$ci maksymalne odksztatcenia ma-
teriatu przeciwwstrzgsowego oraz maksymalne przyspieszenia tadunku w kierunku pio-
nowym.

Rownanie ruchu sprezyny jednostkowej wyrazamy wzorem [Wang et al. 2005]:

m¢Xe +Cc (X ke +k¢(x¢ Jxg =0 1)
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S Sprezyna l

w ktorym sa wykorzystywane nastepujace symbole [Wang et al. 2005]:

ke  celxc) @
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gdzie:

X. —ugiecie sprezyny jednostkowej podczas zetknigcia z podtozem,
m. — masa zawartosci tadunku przypadajaca na spr¢zyne jednostkows,
. — niethumiona czestos¢ drgan,

C. — wspodtczynnik thumienia sprezyny jednostkowe;.

Z powodu trudno$ci w wyznaczeniu ugigcia w poszczegolnych sprezynach jed-
nostkowych w réwnaniu (1) autor zaproponowal wyznaczenie zastepczej sztywnosci
uktadu. Polega to na tym, ze uktad jest catkowany w poszczegbdlnych plaszczyznach X, Y
i Z (rys. 3). Najpierw (krok 1) wyznaczana jest sztywno$¢ zastgpcza zgodnie z piono-
wym kierunkiem spadku (osi X), gdzie sztywno$¢ jednostkowa sprezyn traktowana jest
jako uktad szeregowy. Nastepnie (krok 2 i 3) tworzona jest sztywnos¢ zastepcza W Kie-
runkach Y i Z. Sprezyny jednostkowe traktowane sa jako uktad rownolegly. Nalezy
zwrocié uwage, ze na rysunku 3 w poszczegdlnych krokach pojawiaja si¢ elementy
%:73% Przedstawiajg one liczbe sprezyn jednostkowych wystepujacych w po-
szczegolnych osiach X, Y i Z.
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Rys. 3. Laczenie sprezyn jednostkowych [Wang et al. 2005]

Skoro materiat przeciwwstrzagsowy w modelu matematycznym traktowany jest ja-
ko izotropowy, to parametry takie, jak napre¢zenie o i odksztatcenie wzglgdne ¢ sa jed-
nakowe. Dzigki temu sztywno$¢ w kazdej sprezynie jednostkowej jest taka sama, przez
o sztywno$¢ zastepceza sprezyny przyjmie posta¢ [Wang et al. 2005]:

K_o-YoZo_oA
Xy o

3)

gdzie:

A — powierzchnia kontaktu przedstawiona na rysunku 2,

d - grubos$¢ materiatu amortyzujacego.

Wykorzystujac réwnania (2) i (3) mozemy uzyska¢ rGwnanie na zastepczy Wspot-
czynnik thumienia [Wang et al. 2005]:

C=2cVKM = 24% 4)

¢ — wspodlczynnik thumienia wzglednego,
M —masa catkowita artykutu.

gdzie:

Po uwzglednieniu réwnan (3) i (4) interpretacje geometryczna struktur przeciw-
wstrzasowych opakowania wraz z jego zawarto$cig mozna przedstawic tak, jak na ry-
sunku 4, a rtownowazny model matematyczny ujaé rownaniem [Wang et al. 2005]:

MX¢ +Cxc +Kxg =0 5)



71

.

K =iC

bl

S S S S

Rys. 4. Model swobodnego spadku o jednym stopniu swobody [Wang et al. 2005]

Na podstawie powyzszego modelu wyznaczane jest maksymalne przyspieszenie
masy M. Wiadomo, ze podczas swobodnego spadku maksymalne przyspieszenie wyste-
puje w momencie naglego zahamowania obiektu (gdy X=0). W tym momencie cata
energia kinetyczna opakowania jest absorbowana oraz rozpraszana przez materiat prze-
ciwwstrzgsowy. Mozna jg wyznaczy¢ stosujac dwa warunki. Pierwszy warunek dotyczy
dynamicznego zachowania bijaka w momencie osiagnigcia maksymalnego przyspiesze-
nia. Wystepuje ono, gdy opakowanie osiaga zerowa predkos$¢ i nastepuje w tym mo-
mencie natychmiastowe odbicie. Wyznaczajac rownanie na maksymalne przyspieszenia
z réwnania (5) i pamietajac o warunku, mozna otrzymaé rownanie [Wang et al. 2005]:

1_2

ZUmax_acc [hj
d

€max_acc

. _ - e S 6
Xmax =9 W (6)
A
gdzie ¢ wyrazony jest wzorem [Wang et al. 2005]:
g=tan L £ @)

\[1—;2
gdzie:

Omax_acc — haprezenia wystepujace przy maksymalnym przyspieszeniu,
€max_acc — odksztalcenie wzgledne wystgpujace przy maksymalnym przyspiesze-
niu.

Drugi warunek dotyczy zabsorbowanej energii podczas maksymalnego przyspie-
szenia. W tym momencie cala energia kinetyczna jest przeksztalcona na energi¢ powo-
dujaca deformacj¢ materiatu przeciwwstrzasowego, jak rowniez na te, ktora zostata roz-
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proszona przez jego wilasciwosci ttumigce. Zaleznos$¢ t¢ mozna zapisaé¢ nastepujacym
wzorem [Wang et al. 2005]:

1. X
= Mx?2 = [MaX_8CC K (x)xdx + Eq )
2 0
gdzie:
Eq —rozproszona energia przez thumienie,
Xmax_acc — ugiecie sprezyny uzyskane przy maksymalnym przyspieszeniu.

Eq4 to rozproszona energia przez ttumienie. Korzystajac z rownan (3) i (8), otrzy-
mujemy zalezno$¢ [Wang et al. 2005]:
Wh Ey

£max_acc _Wn_ Ed
Jo oxds=--—C ©)

Lewa strona réwnania (9) opisuje energi¢ zgromadzong przez material przeciw-
wstrzgsowy az do otrzymania maksymalnego przyspieszenia masy M. Kumulacje t¢ od-
czytuje sie z wykresu energii w funkcji odksztatcenia wzglednego, ktory jest tworzony
z wykresu naprezenia $ciskajacego w funkeji odksztatcenia wzglgdnego, na podstawie
wynikow z badafn doswiadczalnych. Przyktadowy wykres napre¢zenia $ciskajacego
w funkcji odksztalcenia wzglgdnego przedstawiono na rysunku 5.
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Rys. 5. Wykres naprezenia $ciskajacego w funkcji odksztalcenia wzglednego
[opracowanie wlasne]

3. NIESPREZYSTY MODEL ZDERZENIA GIBERTA-BATTA

Model przedstawiony na rysunku 6 opiera si¢ na metodzie badan podanej w nor-
mie ASTM D1596. Model ten ma kilka zatozen uproszczajacych:
e bezwladno$¢ pianki jest pomijana i zamodelowana jako sprezyna z thumikiem,
e straty tarcia pomig¢dzy bijakiem a prowadnica sa pomijane,
e material przeciwwstrzasowy deformuje sie tylko w momencie zderzenia; efekt
relaksacji moze by¢ zauwazalny podczas zderzenia; po zdje¢ciu bijaka materiat
przeciwwstrzasowy powraca do pierwotnej postaci,
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o zaklada si¢, ze relaksacja materiatu przeciwwstrzasowego w wyniku efektu
Mullena (dostrzegalna zmiana krzywej naprezenia w funkcji odksztalcenia
wzglednego poddanego wezesniej obcigzeniu) jest minimalna.
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Rys. 6. Model swobodnego spadku przy wykorzystaniu oscylatora drgan
[Gilbert i Batt 2015]

Model (rys. 6) sktada si¢ z masy m reprezentujacej bijak, sprezyny o0 nieliniowej
charakterystyce f, oraz sprezyn liniowych K,; i thumikow cy;; 0 ustawieniu szeregowym.
Nieliniowa sprezyna reprezentuje hiperelastyczne zachowanie materiatu przeciwwstrza-
sowego. Wiasciwosci relaksacyjne przedstawione sg za pomoca rownan [Gilbert i Batt
2015]:

Kyi =——.7j =— (10)

gdzie:
kyi — sztywnos¢,
Ei —modut relaksacji,
L - grubo$¢ materiatu przeciwwstrzasowego,
Cii — wspodtczynnik thumienia,
A — powierzchnia kontaktu.

Bijak jest upuszczany z wysokosci h-L i na wysokos$ci y = L nastepuje kontakt oraz
inicjacja $ciskania materiatu przeciwwstrzgsowego. Jezeli materiat zostanie $cinigty
w 100%, to zostaje to potraktowane jako zetknigcie bijaka z podtozem. Chociaz zdarze-
nie to nie jest realistyczne, jednakze jest potrzebne dla stabilnosci procesu symulacji
modelu. W tym przypadku nastepuje zmiana kierunku predkosci i jej wartosci o wspot-
czynnik restytucji podtoza r. Nieliniowe réwnanie ruchu bijaka przedstawione jest za-
leznosciami [Gilbert i Batt 2015]:

y=—gdlay(t)>L (11)

=~ fat(y-L)- [ of - )y(e)e-gdlay@ <L (12)
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y(r* j - —ry(t‘j dla y(t)=0 (13)

. K _ Ok
fn|(y-L)=(%jkz m [y '-+1j -1 (14)

g (t)= i"ie_m (15)

gdzie [Gilbert i Batt 2015]:
fu —nieliniowa sita sprezyny,
U Ox —parametry materiatu,

Warunkami poczatkowymi modelu sg y(0) = h i )'/(0)2 0, gdzie h jest wysokoscig
spadku. Nalezy pamigtaé, ze uktad szeregowy sprezyn z thumikiem obrazowo opisuje
relaksacje materiatu i moze zosta¢ uzyty w symulacji. Rownanie (11) reprezentuje swo-
bodny spadek bijaka w trakcie opadania, a (12) — ruch bijaka bedacego w kontakcie
z materiatem przeciwwstrzasowym. Rownanie (13) opisuje ruch bijaka, wtedy gdy ma-
teriat przeciwwstrzasowy jest $cisnigty w 100%. Jak wspomniano wczesniej, zalozenie
jest to nierealistyczne, jednakze jest potrzebne dla stabilno$ci procesu symulacji modelu.

4. NIESPREZYSTY MODEL ZDERZENIA LU-TAO-GOA

Model ten bierze pod uwage dwie warstwy materialow przeciwwstrzasowych
(rys. 7), na ktdre spada bijak o masie m spada z wysoko$ci H.
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Material —F -
przeciwwstrzasowy 1}
Material
Przeciwwstrzasowy2 |« -«

Rys. 7. Model swobodnego spadku przy dwdch materiatach przeciwwstrzasowych
wykonanych z r6znych materiatow [Lu et al. 2013]
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Konstytutywng relacja opisujaca jednoosiowe $ciskanie jest funkcja napre¢zenia dla
dwoch rodzajow materiatow przeciwwstrzasowych [Lu et al. 2013]:

o=feé)io="fa(eé) (16)

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy WzOr nie opisuje zachowania materiatdw prze-
ciwwstrzagsowych podczas ich odcigzania oraz odbicia. Zgodnie z drugim prawem Ne-
wtona, réwnanie ruchu bijaka opisane jest jako [Lu et al. 2013]:

miy + Afl(% , %J -0 (17)

gdzie [Lu et al. 2013]:
X1i X, —przemieszczenia bijaka i przemieszczenie poszczeg6lnych materiatow
przeciwwstrzasowych,
A — powierzchnia kontaktu materiatow przeciwwstrzasowych,
hii h, —grubo$ci materiatow przeciwwstrzgsowych.

Ze wzgledu na to, ze masy dwoch warstw materialdw przeciwwstrzasowych sa
znikome w pordéwnaniu z masa bijaka, sita oporu pierwszego materiatu przeciwwstrza-
sowego jest taka sama jak z drugiego, a mianowicie [Lu et al. 2013]:

X1 —X2 X1 -X2 X2 X2
fil —=,——=& |- fo| =,—=|=0 18
1[ hy hy j 2(“2 hzj o
W celu uzyskania dynamicznej reakcji z rownan (17) i (18) wstawiana jest wirtu-

alna masa pomi¢dzy materiatami przeciwwstrzasowymi (przedstawiono na rys. 8) w ce-
lu przeksztatcenia rownania (18) w rownanie rozniczkowe.

Bijak

Material
przeciwwstrzasowy |
Ly
Material = =
PIZECIWWSIIZaSowy 2| **** e e rreversonee

Rys. 8. Model swobodnego spadku przy dwoch materiat przeciwwstrzasowych wykonanych
z rbznych materialow po dodaniu wirtualnej masy m; [Lu et al. 2013]

Dzieki rownaniu w takiej postaci mozna zastosowa¢ metode Runge-Kutta do uzy-
skania rownania ruchu bijaka oraz materiatéw przeciwwstrzagsowych. Zmienione réw-
nania ruchu sg nastepujace [Lu et al. 2013]:
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m¥q + X-X2 —Xl_x2)=0

h]_’hl

myio — A X-X2 X1-X2 1 Afp X2 X2 1_9
h hy hy " hy

(19)

Konstytutywna relacja migdzy wzorami (16) jest wysoce nieliniowa dla typowych
materialow przeciwwstrzagsowych. Naprezenia te w rzeczywistosci zaleza od dwoch
czynnikow: jeden z nich to odksztalcenie sprezyste i plastyczne, a drugi to szybkoé¢ od-
ksztalcenia. Ta ostatnia wywotuje rozpraszanie energii. Dla utatwienia, zaniedbujemy
druga cze$¢ i zaktadamy, ze rownanie zalezy tylko od odksztatcenia [Lu et al. 2013]:

o= fl(g)ia: fg(g) (20)

Stosujac metode linearyzacji odcinkowej, naprezenie w funkcji odksztalcenia
mozna wyrazi¢ dla dwoch materiatéw przeciwwstrzagsowych [Lu et al. 2013]:

aje, cLe]
a25+(a1—a2)51, &1 <€5¢
file)=q- (21)
ans+ Y (aji_1-ajli_1  e>en1
i—2
bre, €571
boe+(by —b2 )1, r1<e<yy
fale)=4~ (22)
bke+ D (bi—1-bili-t  &>rk-1
i—2

gdzie ¢ jest odksztatceniem i g (i = 1,2,...,n) i y; (i = 1,2,...,k) sa to punkty graniczne
funkcji odcinkowych (21) i (22). Aby te funkcje odzwierciedlaty relacje, potrzebuja wy-
starczajaco duzej liczby punktdw, aby zblizenie odcinkéw byto doktadne. Bez utraty
og6tu, zaktadamy, ze pierwszy material przeciwwstrzasowy miesci si¢ w przedziale
n-tego odcinka, a drugi materiat przeciwwstrzagsowy w zasiegu k-tego odcinka. Wtedy
réwnanie ruchu wynosi [Lu et al. 2013]:

(23)

gdzie A; i B; wyznaczamy z [Lu et al. 2013]:
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0 n=1
A= —Ag(an—l—an)gn—ll n>1 (242)
i=2
0 k=1
°1= —Ai(bk—l ~bgJen—1,  k>1 (240)
i=2

5. WYNIKI Z MODELU ZDERZENIA WANG-LOWA

Omoéwiony zostat tylko model Wang-Lowa, gdyz pozostale modele wymagaja
wigcej niz jednego parametru, ktory opisuje mechaniczne wlasciwosci materiatu prze-
ciwwstrzgsowego. Metody ich wyznaczenia nie zostaly szczegdtowo opisane lub wy-
magaty kosztownej aparatury. Na rysunku 9 przedstawiono wykresy krzywej amortyza-
cji, wyznaczone na podstawie eksperymentu i z modelu Wang-Lowa. Podczas badan
przyjeto, ze wysokos¢ swobodnego spadku materialu przeciwwstrzasowego wynosi
h = 184 mm, material przeciwwstrzasowy ma grubo$¢ d = 42 mm i powierzchnig¢
A =196 x 196 mm. Model Wang-Lowa wymaga wspolczynnika ttumienia { dla mate-
riatu przeciwwstrzasowego. W celu wyznaczenia tego parametru zastosowano algorytm
British Museum, ktorego warto$¢ wynosi 0,1.

Z analizy rysunku 9 wynika, ze krzywa wyznaczona na podstawie modelu zostata
dobrze dopasowana do danych eksperymentalnych — wspotczynnik determinacji
R® = 0,93554. Lecz charakter wykresu podczas przecigzenia materiatu przeciwwstrza-
sowego nie zostat odzwierciedlony w modelu tak jak podczas badan do§wiadczalnych
(po przekroczeniu obcigzenia statycznego 0,006 MPa).

550

[— Eksperyment
500 \\ —Model Wang-Lowa
450 \
400
;f
E350 -
R™=0.93554
300 \ /
200
( 002 A 006 ] J
) 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
a_[MPa]

Rys. 9. Krzywa amortyzacji uzyskana z eksperymentu i modelu Wang-Lowa
[opracowanie wiasne]
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6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wspolczesne modele zderzen cial niesprezystych oraz wy-
konano weryfikacje¢ eksperymentalna dla jednego z tych modeli. Na podstawie uzyska-
nych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze przy stosowaniu modelu Wang-Lowa wystepuja
trudno$ci W wyznaczaniu krzywej amortyzacji w momencie przecigzania materiahu.
Miedzy wynikami symulacji a eksperymentalnymi zderzenia (przy swobodnym spadku
bijaka na probke materiatu przeciwwstrzasowego poddanego réznym obcigzeniom sta-
tycznym) wystepuje rozbiezno$¢, gdy pojawia si¢ intensywne zageszczanie materiatu
podczas $ciskania. Brak pelnej satysfakcji z wyznaczania krzywej amortyzacji z zasto-
sowaniem symulacji numerycznej zderzenia powoduje potrzebe kontynuacji dalszych
badan w poszukiwaniu bardziej skutecznych modeli zderzen.
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